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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Konrada Lomperta
“O pewnych metodach w konstruowaniu catkowalnych potokéw
geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych”

1. Wstep. Rozprawa dotyczy klasycznego zagadnienia catkowalnych potokéw geo-
dezyjnych na rozmaito$ciach. Gléwnym osiggnieciem jest przedstawienie ogélnej me-
tody konstrukcji takich potokéw na przestrzeniach jednorodnych oraz jej zastosowa-
nie do opisania nowych przykladéw. Kluczowe wyniki zawarte w rozprawie zostalty
opublikowane w czasopi$mie SIGMA w 2019 roku w pracy napisanej wspélnie z
promotorem, prof. A. Panasyukiem.

Potoki geodezyjne stanowia niezwykle wazng klase ukladéw hamiltonowskich.
Mianowicie, trajektorie wielu ukladéw mechanicznych mozna opisaé jako krzywe
geodezyjne pewnej metryki. W tym kontekscie badania catkowalnodci wpisuja sie
w klasyczne zagadnienie catkowalno$ci réwnasi ruchu bryly sztywnej i prowadzg w
naturalny sposéb do réwnari Eulera na algebrach Liego, ktérych systematyczne ba-
danie zostato zapoczatkowane przez V. Arnolda i bylo kontynuowane przez takich
matematykow jak S. Manakov, A. Fomenko, A Bolsinov, B. Khesin i ich wspolpra-
cownicy. Istotny wkiad w badanie catkowalnych potokéw geodezyjnych mieli takze
V. Guillemin i S. Stenberg. W rozprawie wykorzystywane jest bi-hamiltonowskie po-
dejscie do uktadéw catkowalnych pochodzace od fundamentalnych prac F. Magriego
oraz 1. Gelfanda.

Rozprawa sklada si¢ z 7 rozdzialéw, obszernego wstepu oraz trzech dodatkéw.
W pierwszych trzech rozdzialach oméwiono podstawowe konstrukcje i fakty doty-
czace kolejno: uktadéw hamiltonowskich, potokéw geodezyjnych oraz struktur Pois-
sona. Rozdziat 4 zawiera wprowadzenie do struktur bi-hamiltonowskich oraz dowéd
twierdzenia gwarantujacego istnienie rodziny funkcji w inwolucji dla pewnej klasy
struktur bi-hamiltonowskich. Jest to uszczegélowienie wczesniejszego rezultatu pro-
motora rozprawy. W rozdziale 5 badane sa tensory Nijenhuisa na przestrzeniach
Jednorodnych. W szczegdlnosci podany jest opis w terminach pewnych rozktadéw
algebr Liego tych tensoréw, dla ktérych stosujg, sie wyniki z rozdziatu 4. Rezultaty
z rozdziatéw 4 i 5 sg nastepnie wykorzystane w rozdziale 6 w dowodach istnienia,
i konstrukcjach przyktadéw catkowalnych potokéw geodezyjnych na przestrzeniach
jednorodnych. Krétki rozdziat 7 zawiera opis potencjalnych kierunkéw dalszych ba-
dail. W dodatkach przedstawione sa pomocnicze fakty dotyczace algebr Liego oraz
kompleksyfikacji rozmaitosci analitycznych.

2. Opis wynikéw. Struktura bi-hamiltonowska na rozmaitoéci M to para zgod-
nych struktur Poissona (P;, P,) na M, czyli takich, ze dowolna kombinacja liniowa
Py + tP, jest takze struktura Poissona. W rozprawie kluczowa role pelnig struktu-



ry typu Kroneckera, definiowane w klasyczny sposéb poprzez odpowiednig postaé
normalng pary (P, BP,).

W rozdziale 4 rozwazane sa struktury niezmiennicze ze wzgledu na (wlasciwe)
dziatanie grupy Liego G na M. Twierdzenie 4.3.1 podaje warunki na to, by redukcja
takiej struktury bi-hamiltonowskiej na M do przestrzeni My /G, gdzie H to grupa
izotropii zadajaca gltéwny typ orbit dziatania G, byla typu Kroneckera. Dodatkowo,
twierdzenie to opisuje zupelng rodzine funkcji w inwolucji dla zredukowanej struktu-
ry (co bazuje na wezesniejszym twierdzeniu Bolsinova dla struktur typu Kroneckera)
i w konsekwencji zupelng rodzine funkeji w inwolucji wzgledem wszystkich struktur
Poissona P + tP, z wylaczeniem skoficzonego zbioru wartosci ¢. Jest to doéé tech-
niczny rezultat, nieznacznie uogélniajacy wezesniejsze wyniki promotora rozprawy.
Pelni on jednak kluczows role w kolejnym rozdziale, w ktérym jako M Jjest wzieta
wigzka kostyczna przestrzeni jednorodnej G/K, a struktura bi-hamiltonowska jest
wyznaczana przez tensor Nijenhuisa.

Tensory Nijenhuisa sg to szczegdlne (1, 1)-tensory definiowane przez warunek, ze
ich torsja Nijenhuisa znika. W pracy rozwazane sa G-niezmiennicze tensory Nijen-
huisa na przestrzeniach jednorodnych G /K, diagonizowalne i majace parami rézne
wartosci wiasne. Na poczatku rozdziatu 5 rozprawy podana jest, w Twierdzeniu
9.1.1, odpowiednioé¢ miedzy takimi tensorami Nijenhuisa, a szczegélnymi rozklada-
mi algebry g na sume podalgebr. Rezultat ten jest wykorzystywany w Twierdzeniu
5.4.1, ktore bazuje na wspomnianym wyzej Twierdzeniu 4.3.1 i podaje warunki
aby dany tensor Nijenhuisa na G /K definiowal strukture bi-hamiltonowska, typu
Kroneckera po redukcji do M 1/G. Warunki podane w Twierdzeniu 5.4.1 majg al-
gebraiczng postaé, ktérg mozna badaé na poziomie algebr Liego. Jest to istotne w
zastosowaniach.

Wyniki z rozdziatéw 4 i 5 prowadzg do gltéwnego osiggniecia rozprawy — Twier-
dzenia 6.1.1. Rozwazane sg w nim przestrzenie jednorodne z G-niezmienniczym ten-
sorem Nijenhuisa oraz G-niezmiennicza metryka b. Struktury takie definiuja dodat-
kowg G-niezmiennicza metryke, oznaczang w rozprawie przez by. Twierdzenie 6.1.1
moéwi, ze przy zatozeniach Twierdzenia 5.4.1, obie metryki b i by posiadaja catko-
walne potoki geodezyjne. Catkowalnosé potokéw wynika z faktu, ze istnieje zupelna
rodzina funkeji w inwolucji, ktéra zostata opisana w Twierdzeniu 4.3.1.

W dalszej czedci rozdziatu 6, Twierdzenie 4.3.1 stosowane jest w konkretnych
przypadkach grup Liego. Na przyktad, Twierdzenie 6.2.2 podaje nowe przyktady
catkowalnych potokéw geodezyjnych na SU(2n)/S(U(2m — 1) x U(1) N Sp(n)) i
50(2n +2)/SO(2n + 1) NU(n + 1). Warto wspomunie¢, ze wszystkie uzyskane cal-
ki pierwsze sg wielomianowe wzgledem zmiennych pedu (liniowych zmiennych na
widknach wigzki kostycznej).

3. Konkluzja. Przedstawiona rozprawa jest poprawna pod wzgledem merytorycz-
nym. Wykorzystuje zaawansowane techniki teorii algebr Liego i geometrii symplek-
tycznej (a w zasadzie geometrii zwigzanej ze strukturami Poissona), bazujace na
znanych wezesniej metodach rozwijanych przez innych matematykéw, ktére jednak
prowadzg do nowych konstrukeji catkowalnych potokéw geodezyjnych na przestrze-
niach jednorodnych. Moim zdaniem rezultaty uzyskane w ramach rozprawy stanowiag
istotny wklad w rozwéj tej dziedziny.




Nie mam réwniez zastrzezen do formy redakcyjnej rozprawy — jest ona napisana
precyzyjnie, a cala jej struktura jest logicznie sp6jna (znalaztem jedynie kilka literé-
wek). Rozprawa zawiera obszerng bibliografie, ktéra dobrze odzwierciedla aktualny
stan wiedzy.

Moim zdaniem rozprawa spelnia wszystkie wymogi formalne i zwycza-
jowe stawiane pracom doktorskim. Z przyjemnoscia rekomenduje przy-
stapienie do dalszych etapéw postepowania doktorskiego.
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