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1 Generalny opis rozprawy doktorskiej

Rozprawa doktorsks Konrada Lomperta zatytutowana “O pewnych metodach w konstruowa-
niw catkowalnych potokdw geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych” dotyczy badania
metod konstrukeji catkowalnych potokéw geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych. Roz-
prawa wykorzystuje teorig¢ algebr Liego oraz uktadéw Hamiltonowskich. Kluczowe elementy
to tensory Nijenhuisa oraz struktury bi-Hamiltonowskie, ktére sg stosowane w kontekscie
przestrzeni jednorodnych grup Liego. Ostatecznie, gléwnym celem pracy stanowi opisu nowej
metody calkowanie potokéw geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych.

Warto podkresli¢, ze badanie potok geodezyjnych to dosyé interesujaca tematyka naukowa,
jak mozna wnioskowaé z literatury rozprawy oraz jej strony od 13 do 17. Rozprawa dok-
torska kontynuuje te tematyke i jest, w pewnym sensie, czesciowo réwnolegta do pracy LEJ
(dyskusja w tym temacie znajduje sie rowniez w rozprawie). Gléwne wyniki rozprawy dok-
torskiej zostaly opublikowane w artykule K. Lompert, A. Panasyuk, Invariant Nijenhuis
tensors and integrable geodesic flows, SIGMA 15 056, (2019) (30 pages), majac teraz jedno
cytowanie wedlug Google Scholar. Z tego, co udalo mi sie sprawdzi¢, nowe wyniki zawarte
w Rozdzialach 6.3, 6.4 oraz 6.5 nie zostaly wczedniej opublikowane.

Ogolna struktura rozprawy jest nastepujaca:

¢ Rozdzialy 1 i 2 stanowia wprowadzenie do teorii Hamiltonowskich ukladéw mechan-
icznych oraz potokéw geodezyjnych. Oméwiono podstawowe pojecia zwigzane z mecha-
niky Hamiltona, w tym réwnania Hamiltona i catkowalnoéci w sensie Liouville’a. Po-
toki geodezyjne przedstawiono jako jednoparametrowe grupy dyfeomorfizméw, ktére
s§ rozwigzaniami réwnar roézniczkowych Hamiltonowskich na rozmaitosci kostycznej
rozmaitodci Riemanna.

e Rozdzial 3 dotyczy struktur Poissona, catkowalnosci ukladéw Hamiltonowskich oraz
baka Eulera. Rozdzial 4 wprowadza pojecie struktur bi-Hamiltonowskich, co pozwala
na konstrukeje dodatko-wych calek pierwszych. Istotny wynik to Twierdzenie 4.1.1
opisujace rozklad Jordana-Kroneckera dla pary form skoénie-symetrycznych (patr. )
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Autor skupia sie na metodach redukeji struktur bi-Hamiltonowskich G-niezmienniczych.
Drugi istotni wynik to Twierdzenie 4.3.1 dajac warunki zupetnosci rodzin funkeji G-
niezmiennych.

e Rozdzial 5 koncentruje sie na tensorach Nijenhuisa na przestrzeniach jednorodnych, ich
konstrukeji i roli w generowaniu dodatkowych struktur bi-Hamiltonowskich. Zaprezen-
towano warunki algebraiczne, ktére musza by¢ spelnione, aby struktury te byty zgodne
i pozwalaly na pelng calkowalnosé uktadéw Hamiltonowskich. Rozdzial 5 zawiera na-
jwazniejsze wyniki pracy, t.j. Twierdzenie 5.4.1 (uparty miedzy nimi na Twierdzeniu
4.3.1), opublikowane w wersji z wartosciami wiasnymi w R w .

e Rozdzial 6 przedstawia przyklady zastosowan teorii w konkretnych przestrzeniach
jednorodnych oraz analizuje potoki geodezyjne zwigzane z réznymi klasami metryk.
Szczegblna uwaga poswiecona jest przestrzeniom flagowym.

o Jeszcze Rozdzial 7 podsumuje rozprawe, podaje kilka mozliwych rozwinieé pracy. Trzy
appendiksy przypominajg podstawowe pojecia uzywane w pracy.

2 Szczeg()lna zawartosé merytoryczna rozprawy
Rozprawa doktorska jest uparta na nastepujace tematy i narzedzia:

o Przestrzenie jednorodne G/K: Rozprawa koncentruje si¢ na przestrzeniach jednorod-
nych G/K, gdzie G to reduktywna grupa Liego, a K jest domknigta podgrupg Liego.
Uklady Hamiltonowskie sg badane w kontekscie tych przestrzeni, z uwzglgdnieniem
dzialania grupy Liego G oraz struktury geometrycznej tych przestrzeni. W szczegél-
nodci, na przestrzeniach jednorodnych rozwazane sg uktady Hamiltonowskie z niezmi-
enniczymi funkcjami Hamiltona, definiowane na wiazce kostycznej T*(G/K). Na tej
przestrzeni sie zaklada istnienie G-niezmienniczej metryki, ktéra mozna zbudowaé ze
struktury w G pod pewnymi dosyé ogélnymi zatozeniami.

o Tensor Nijenhuisa: W pracy badane sg tensory Nijenhuisa, ktére sa symetrycznymi,
niezmienniczymi tensorami typu (1,1) na przestrzeniach jednorodnych spetniajacymi
pewny warunek catkowalnosci. Tego typu tensory generuja w rozprawie dodatkows
strukture Poissona na wigzce kostyczne] T*(G/K), co pozwala na wprowadzenie struk-
tur bi-Hamilto-nowskich. Tensor Nijenhuisa jest centralnym narzedziem pracy, gdyz
jego obecnosé umozliwia konstrukcje dodatkowych catek pierwszych, co prowadzi do
uzyskania pelnej calkowalnosci uktadéw Hamiltonowskich.

o Struktury bi-Hamiltonowskie: Struktury bi-Hamiltonowskie odgrywajg kluczows role
w teorii ukladéw calkowalnych. Praca rozszerza badania nad strukturami bi-Hamilto-
nowskimi w kontekécie przestrzeni jednorodnych. W szczegélnosci autor rozwaza pary
Poissona, ktére powstaja poprzez tensor Nijenhuisa. Dzigki temu mozliwe jest znalezie-
nie wigkszej liczby calek pierwszych, co prowadzi do dowodzenia catkowalnoéci w sensie
Liouville’a.



e Techniki z teorii algebry i grup Liego: Rozprawa uzywa rézne techniki z teorii grup
i algebr Liego. W szczegélnosci, autor uzywa rézne rozktady algebr Liego, podalgebr
Cartana, metryk Killinga i inne metody z teorii algebr Liego w celu badania uktadéw
bi-Hamiltonowskich. Rozktady algebr Liego sa uzywane w celu spelnienia wymagania
kluczowego twierdzenia, ktore pozwala na konstrukeji potokéw geodezyjnych catkowal-
nych.

Warto podkresli¢, ze uzywania tych technik pokazuje ogélng wiedzg teoretyczng z teorii
algebr Liego, grup Liego, teorii Poissona, ukladéw bi-Hamiltonowskich, i uktadéw catkowal-
nych, ktére mozna oczekiwaé od osoby z tytutem doktora.

Jak poprzednio podkreslono w mej recenzji oraz w rozprawie doktorskiej, badanie po-
tokéw geodezyjnych to ciekawa tematyka naukowa. W szczegdlnosci, metody znajdowania
catkowalnych potokéw geodezyjnych to dosy¢ interesujacy temat badawczy. Dodatkowo,
badanie ukladéw catkowalnych tez jest bardzo istotna tematyka Ladawcza matematyczno-
fizyczna. Niech teraz przedstawimy najwazniejsze wyniki rozprawy doktorskiej, ktére znaj-
duja si¢ gtéwnie w Rozdzialach 5 i 6, a czesciowo w Rozdziale 4. W szczegblnosei, Rozdzial
5 podaje teoretyczne wyniki i Rozdzial 6 koncentruje sie na zastosowaniach zwigzanych z
wyznaczaniem catkowalnych potokéw geodezyjnych.

Bardziej doktadnie tematyka rozprawy dotyczy badania uktadéw Hamiltonowskich typu
h = (1/2) 327 ;-1 ¢”pip; na T*Q w lokalnych wspélrzednych zaadaptowanych i wzgledem
pewnej metryki Riemannowskiej na @). Sam potok geodezyjny to jedno-parametrowa grupa
dyfeomorflzméw &' : T*Q — T*Q pola Hamiltonowskiego X,. W szczegolnosdcei, autor
bada przypadek rozmaitosci jednorodnej @ = G/K spehiajg warunki typu algebraicznego-
geometrycznego pozwalajace zagwarantowac zupelng catkowalnoéé w sensie Liouville’a. Rzut
kanoniczny T*Q) — @ wprowadza krzywe calkowe X} na linie geodezyjne metryki g.

Niech teraz skrétowo podsumujemy tok wynikéw rozprawy.

* Na podstawie G-niezmienniczym odwracalnym tensorem Nihenjuisa na rozmaitosci jed-
norodnej posiadajacej rézne zatozenia, Twierdzenie 4.3.1 wykona redukcje i twierdzi, w
szczegblnosci, ze redukowana struktura bi-Hamiltonowska jest typu Kroneckera (wedtug
Twierdzenia 4.1.1. oraz @]), oraz podaje zbiér zupelny inwolutywny. Sam Twierdze-
nie 4.3.1 jest podobne do wynikéw w, na przyktad, , ale moim zdaniem jest nieco
bardziej doktadny. Dodatkowo, jeszcze Rozdzial 4 przedstawia prosty Lemat 4.3.1
opublikowany w .

¢ Rozdzial 5 uzywa poprzednich wynikéw na podstawie ktérych buduje struktur bi-
Hamiltonowski na wigzce kostycznej przestrzeni jednorazowej. Rozdzial 5 jest na-
Jwazniejszy w rozprawie. Tu mamy dwa wazniejsze wyniki: twierdzenie “przygotuwu-
jacy” 5.1.1 oraz kluczowy wynik: Twierdzenie 5.4.1.

Z grubsza, Twierdzenie 5.1.1 podaje relacje miedzy G-niezmienniczym tensorem Ni-
jenhuisa na T(G/K) oraz rozkladami kompleksyfikacji algebry Liego grupy Liego G
pewnego rodzaju (jego znaczenie si¢ rozpozna pézniej w rozprawie). Roézne przyklady
algebr Liego spetniajacych warunkéw Twierdzenia 5.1.1 opisane sg w Rozdziale 5.2 i
wazne rozklady sg prezentowane w Tabeli 1. Po kilku technicznych lematéw, nad-
chodzi Twierdzenie 5.4.1. Na podstawie poprzednich wynikéw oraz, w szczegdlnodei,



Twierdzenia 5.1.1., wnioskuje sie, ze mozna skonstruowaé pare Poissona na 7*(G/K) i
struktura bi-Hamiltonowska na Mg /G typu Kroneckera. W tym sensie, para sig sklada
z struktury kanonicznej wiazki kostycznej i drugiej pochodzacej z tensora Nijenhuisa.
Dowod jest techniczny na podstawie r6znych poprzednich lematach, ale dosy¢ ciekawy.

e Rozdzial 6 pokazuje, ze spelnienie warunkéw sformutowanych w Twierdzeniu 5.4.1
pociaga za sobg zupelng catkowalnosé pewnych potokéw geodezyjnych dwéch klas me-
tryk na przestrzeniach jednorodnych. Wazne podkredlié, ze warunki podane nie sg az
tak restrykcyjne, aby uniemozliwiagé ich zastosowania, jak juz bylo widaé z przyktadow
w poprzednich rozdzialach. Pierwsza klasa metryk dotyczy metryk normalnych, tj.
metryka G-niezmiennicza b na przestrzeni jednorodnej G/ K, ktéra pochodzi z pewnej
dwuniezmienniczej metryki na G, to znaczy przez pewns Ad(G)-niezmienniczg forme
dwuliniows B na algebrze Liego g grupy Liego G. Druga klasa dotyczy metryk by na
G/K, ktére sa generowane przez tensor Nijenhuisa N : T(G/K) — T(G/K), zdefin-
iowane zgodnie z zaleznoscig

bn(X,Y) = b((N + N)X,Y), X,Y € [(T(G/K)).

Metryki by odpowiadaja symetrycznemu (1, 1)-tensorowi N+N*, gdzie N* jest sprzeze-
niem tensora Nijenhuisa N wzgledem metryki normalnej, tj. N* zdefiniowany jest
réwnaniem

b(N*X,Y) = b(X, NY).

Na podstawie Twierdzenia 5.1.1, Twierdzenie 6.1.1 pozwala uzywaé metryki normalniej
na G/K do tworzenia metryki posiadajacej zupelnie catkowalnej potoki geodezyjnej.
Calki pierwsze wtedy nalezg do klasy funkcji analitycznych, wielomianowych wzgle-
dem pedéw. W dalszym ciggu, rozprawa sprawdza spelnienia warunki w poprzednich
wynikach i otrzymania catkowalnych potokéw geodezyjnych dla czterech przypadkéow
podanych w Tabeli 1 oraz dla metryki normalnej na przestrzeniach flag zupeinych.

3 Komentarz merytoryczny rozprawy doktorskiej

Pomimo ciekawych elementéw rozwinigtych w rozprawie, znalaztem drobne problemy doty-
czace dokladnodci tredci rozprawy. Aczkolwiek, te bledy i niedoktadne czgéci nie wplywajg
na znaczenie ogélnych metod rozwinigtych w rozprawie. W dalszym ciggu nie opisuje prob-
leméw /niedokladnosci technicznych odnosnie lokalnosci obiektéw, chyba, ze sg kluczowe dla
rozprawy. Dodatkowo, mam pewne zastrzezenie co do zastosowan otrzymanych wynikéw.
Po pierwsze, mam wrazenie, ze rozprawa nie wyréznia adekwatnie pomiedzy polem/formg
zerujacym/ca sig oraz niezerowym/s, co prowadzi do pewnych drobnych probleméw tech-
nicznych. Definicja 1.2.1 rozmaitosci symplektycznej w pracy nie jest poprawna albo nieco
mylaca. Na przyklad, pole wektorowe X, rézne od zera na R?, spelnia warunek, ze dla
formy zamknietej w = (x2 + y?)dz A dy na R? istnieje pole wektorowe Y, rozne od zera,
takie, ze w(X,Y), ktére jest funkcja, jest rozna od funkeji zerowej. Ewidentnie, w speinia
Definicje 1.2.1, ale to nie jest forma symplektyczna, poniewaz nie jest niezdegenerowana w
0 € R2. Natomiast, jezeli lekko zmieniamy znaczenie w Definicji 1.2.1 i zaktadamy, ze X to



pole wektorowe niezerujace sie na M i w(X,Y) nie zeruje si¢ w zadnym punkcie dla pewnego
pola wektorowego Y, to w jest niezdegenerowana. Jakkolwiek, autor pracy uzywa w rzeczy-
wistosci prawdziwej definicji formy symplektycznej, ktéra wskazuje, ze istnieje izomorfizm
miedzy rozmaitoscig styczng i kostyczna, albo pomiedzy modutem pél wektorowych na M i
modutem jedno-form rézniczkowych na M nad C*®(M).

Jeszcze jeden drobny problem znajduje sie w Definicji 1.3.1. Uk}ad réwnari rézniczkowych
pierwszego rzedu majacy 2n calek ruchu funkcjonalnie niezaleznych opisuje krzywe calkowe
pola wektorowego réwne zeru, ale nie o to chodzi w rozprawie. Zatem, autor mégl napisac
2n — 1 calek ruchu zamiast 2n w pracy, co mialby sens i daje krzywe rozwigzania bez
parametryzacji, albo mozna rozwazy¢ autonomizacje problemu w M x R i wtedy 2n stalych
ruchu (zaleznych od dodatkowego parametru autonomizacji), pozwolitoby catkowaé problem
i znalez¢ doktadne parametryzowane krzywe catkowe problemu.

Warto podkregli¢ na stronie 26, ze funkcja Hamiltonowska H € C®(T*Q) jest kwadra-
towa na kazdym widknie T*Q, ktére ma struktury przestrzeni liniowej. Zauwazmy, ze lin-
lowos¢ 1 wielomianowos$¢ nie sg pojeciami czysto geometrycznymi rozmaitosci, gdyz zaleza od
wspoélrzednych i wymagajs dodatkowych struktur. W innych czesciach pracy zastosowano
poprawne sformutowania. Moja uwaga to jedynie drobna poprawka, a znaczenie rozprawy
jest jasne. Z drugiej strony, nalezy réwniez unikaé uzycia terminu “kanoniczne wspétrzedne”
(¢,p), gdyz nie s one kanoniczne; lepiej méwic o wspoétrzednych zaadaptowanych.

W Definicji 2.1.1, autor zdaje sie mieszaé koncepty niezerujace i niezerowe pole wektorowe
znowu. Poza tym, notacja moze by¢ mylgca czasami. Oczywiscie, widaé, ze g(X, X) > 0
jest warunkiem punktowym, ale w(X,Y) # 0 juz nie koniecznie jest warunkiem punktowym,
poniewaz nier6wno$¢ moze oznaczaé, ze w(X,Y) jest rézne od funkcji zerowej, ale moze
wyzerowac si¢ w niektérych punktach. Oczywiscie, autor ma na myéli warunek punktowy i
wszystko jest poprawny.

Warto podkregli¢, ze kiedy cytuje sig ksigzke, jak klasyczng pozycje , lepiej zacy-
towaé dokladng strone zawierajgc dokladny argumenty interesujacy dla nas. Dodatkowo, s,
rozne bledy stylistyczne: czasami autor indeksuje réwnania, czasami nie. Na przyklad, (2.1)
opisuje ¢ = 1,...,n, ale w (2.2) albo (2.4) juz nie. Sa rézne literéwki, jak na stronie 29,
“ ma g. Nieco istotniejszej, powinno byé ‘Souriau’ zamiast ‘Suriau’ na stronie 11 oraz 30.
Mozna znalezé brak punktacji w jednym réwnaniu na stronie 31, itp. Takie bledy edytorskie
pojawiaja sig od czasu do czasu. Ale to nie powazna wada, chociaz warto pilnowaé takich
spraw. W ogélnoéci, rozprawa jest dobrze napisana. Z tego powodu, nie bede tu ich takich
szczegotéw dalej wymienil.

W niektérych czesciach rozprawy widaé¢ niejasnosci w rachunkach, chociaz nie do konca
wiadomo czy wynikajg z powodu bledu rachunkowego czy z notacji iloczynu zewnetrznego
albo z innego powodu. Tylko moge podkreglié, ze takie wzory sg niejasne. Na przyklad,
biwektor Poissona Hg. w Przykladzie 3.3.1 powinien normalnie mieé¢ jeszcze jedna druga
przy nim, ale nie wiadomo czy to blad, literéwka, czy wynika z innej konwencji, np. iloczyn
zewngtrzny jako O; A 0; = (6; ® 9; — 8; ® 8;)/2. Przyklad 3.3.2 pasuje do wzoru dla I1,-
z taky, powiedzialbym, niestandardows definicje. Jakkolwiek, o ile sprawdzitem, dalsze
wzory, np. na stronie 42, sg poprawne. Warto byloby podkreslié konwencje, jezeli bedzie
niestandardowa.

Dla jasnodci, warto bytoby doda¢ w Twierdzeniu 4.1.1 wymiar macierzy K, K.

W pracy sa niektore pojecia, ktére nie sa tak powszechne i nie zostaly zdefiniowane.
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Funkcje wlasne tensora Nijenhuisa jest nieco nieprecyzyjny i warto by byto krétko wyjasnié
istnienie, konstrukcje, itd. Warto podkresli¢, ze odnosniki zwigzane z tym pojeciem sg Zle,
albo wymagajg wyjasnienie. Na przyklad, autor cytuje pracg |4f na stronie 41, ktéra zaczyna
sie na stronie 256 zwiazanej ksigzki “Integrability of nonlinear system”, ale autor pracy odnosi
sie do strony 245 tej pracy. Prawdopodobnie, autor si¢ odnosi do 7 wyktadu odnosnie tensora
Nijenhuisa pracy ﬂ Dodatkowo, dla specjalistéw w teorii algebry Liego wiadomo co to jest
operator poél-prosty, ale warto przypominaé skoro przypadek rzeczywisty oraz zespolony sg
nieco rézne i znaczenie tej definicji nie jest powszechnie uzywane w pracach o ukladach
catkowalnych.

Istniejg niewielkie problemy w rozprawie, ktére nie wpltywajg na kluczowe wyniki, lecz
wskazujg, ze mimo dobrego poziomu rozprawy, praca ma drobne bledy edytorskie i brak
precyzji w niektérych momentach. Nie bede dalej komentowal tych faktéw.

Troche brakuje mi w rozprawie zastosowarni wynikéw Rozdzialu 6 do konkretnych uktadéw
fizycznych. Literatura dotyczaca potokéw geodezyjnych catkowalnych uwzglednia chyba
raczej malo ciekawych zastosowarl fizycznych (praca doktorska podkresla niektére z tych
potokéw). Daje sobie sprawe, ze znaczgca czgd¢ literatury o potokach geometrycznych
jest raczej matematyczna, ale jeszcze mysle, ze warto by bylo, chociaz minimalnie, szukaé
konkretnych albo potencjalnych przyktadéw fizycznych gdzie podane techniki dalby opisac¢
ciekawe uklady fizyczne.

Warto podkredlié, ze w pracach z dziedziny fizyki i matematyki liczba cytowarni czgsto
bywa niska. W zwiagzku z tym niewielka liczba cytowari pracy E nie jest niczym nadzwycza-
jnym. Pomimo tego, ze autor opublikowal dotychczas tylko jeden artykul, nalezy zauwazyé,
ze pewne czesci rozprawy moglyby zostaé opublikowane jako kontynuacja prac (koniecznie
zawierajacych nowe wyniki). Biorac pod uwage poziom techniczny pracy, ktéry jest dosyé
zaawansowany (np. liczne lematy oraz Twierdzenie 5.4.1 w Rozdziale 5), oraz wymagajace
umiejetnodci, uwazam, ze praca ta dowodzi wystarczajgcych zdolnoéci i dojrzatosci naukowe;j
doktoranta, co uzasadnia jego dopuszczenie do obrony.

4 Podsumowanie i decyzja

Pomimo drobnych brakéw i moich uwag krytycznych dotyczacych rozprawy, jej ogélne wyniki
$wiadczg o tym, ze doktorant posiada wystarczajaca wiedze z zakresu nauk Scistych i przy-
rodniczych w dyscyplinie matematyki, aby samodzielnie kontynuowaé prace¢ naukows na
poziomie doktora w tematyce rozprawy. Praca wnosi istotny wktad w teorig calkowalnych
uktadéw bi-Hamiltonowskich i potokéw geodezyjnych, proponujac nowatorskie metody kon-
strukeji catkowalnych potokéw geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych. Zastosowanie
tensoréw Nijenhuisa oraz struktur bi-Hamiltonowskich umozliwia odkrycie nowych klas ukta-
déw catkowalnych, zaréwno w sensie teoretycznym, jak i praktycznym, dzieki konkretnym
przykladom.

Recenzowana praca spetnia wszystkie wymagania stawiane rozprawom doktorskim przez
ustawe o stopniach naukowych i tytule naukowym. Zatem wnosze, aby mgr Konrad Lompart
zostat dopuszczony do publicznej obrony.

dr hab. Javier de Lucas Araujo, prof. UW.
Warszawa 23-1X-2024.
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