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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIE)
KONSTRUKCJE PIERSCIENI POSIADAJACYCH WYBRANE WEASNOSCI ALGEBRAICZNE
MAGISTRA GRZEGORZA BAJORA
DLA RADY NAUKOWE] DYSCYPLINY MATEMATYKA POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Rozprawa dotyczy badania algebraicznych wlasnoéci algebr lacznych (niekoniecznie prze-
miennych) nad cialami i koncentruje si¢ na dwoch ogélnych problemach:

(a) badaniu wlasnoéci anihilatoréw;

(b) badaniu maksymalnych przemiennych podalgebr.

Tematyka ta jest silnie zakorzeniona w teorii algebr i pierécieni, jest aktualna i jednoczesnie
motywowana bardzo klasycznymi rezultatami. Przypomne, ze prawostronnym anihilatorem
podzbioru X algebry A nazywamy prawostronny ideal ann,(X) = {a € A | Xa = 0} Ani-
hilatory w teorii pierécieni i algebr pojawiajg sie w sposob naturalny. Z jednej strony po-
zwalaja klasyfikowaé obiekty wzgledem pewnych wlasnosci anihilatoréw. Z drugiej strony,
wlasnosci anihilatoréw, ktoére sa czesto latwiej sprawdzalne niz wlasnosci idealéw, impli-
kuja wazne wiasnosci algebr. Tematyka (b) jest bardzo klasyczna, bierze poczatek w pracy
Schura z 1905 roku dotyczacej wymiaru maksymalnej przemiennej podalgebry w algebrze
M, (K) macierzy nad cialem K i w problemach zwigzanych z maksymalnymi podciatami

w algebrach z dzieleniem.

Autor koncentruje si¢ na badaniu wyzej wymienionych probleméw w klasie algebr Sciezek
Leavitta, oraz algebr wielomian6w i szeregéw formalnych nad skoriczenie wymiarowymi
algebrami. Konstrukcja Leavitta pochodzi z poczatkéw lat 60-tych 20-tego wieku. Pozwala
ona, majac dane cialo K i graf E skonstruowaé algebre Leavitta Ly (E). Konstrukcja
ta jest bardzo ogblna i wazna choéby ze wzgledu na swoje zwigzki z C* algebrami, tzn.
algebrami Banacha z pewna dodatkows struktura. Wybierajgc odpowiednio graf E, mozna
réwniez uzyska¢ dobrze znane algebry takie jak algebre macierzy n x n nad K, czy algebre
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wielomian6éw Laurenta K{x,z!]. Badanie algebraicznych wlasnoci algebr Leavitta Lk (E),

w terminach wlasnosci grafu E, jest w ostatnich latach wazna tematyka w teorii algebr.

Rozprawa bazuje na trzech, juz opublikowanych, wspolnych pracach z promotorem (wspol-
autorem jednej z nich jest dodatkowo L. van Wyk). W rozdziatach 1 i 2 przedstawione sg
informacje wstepne. Ta czeS¢ stanowi ponad polowe rozprawy. Pozostale trzy rozdzialy

omawiaja rezultaty uzyskane w trzech, wymienionych wyzej, pracach.

W ramach problemu (a) Na wyréznienie zastuguja twierdzenie 3.1.8 oraz stwierdzenia 5.2.3
i 5.3.7. Pierwsze z nich podaje konieczne i dostateczne warunki w terminach wlasnosci grafu
E na to, aby algebra Leavitta Lx(E) spelniala anihilatorowy warunek (A) (bedacy nie-
przemienna wersjg wlasnosci mowiacej, ze idealy algebry skladajace si¢ z dzielnikéw zera
maja niezerowe anihilatory). Dzigki temu twierdzeniu mozna latwo konstruowaé przyktady
algebr Leavitta nie spelniajacych warunku (A), ale majacych wlasnosci bliskie algebrom
Noetherowskim (ktére taka wlasnoéé posiadaja). Dowod tego rezultatu jest bardzo pomy-
stowy, bazujacy na specyficznym podziale grafu F, jednocze$nie jest bardzo skomplikowany

technicznie. Bez watpliwosci wymagal doglebnego zrozumienia struktury algebr Leavitta.

W stwierdzeniach 5.2.3 i 5.3.7 skonstruowane sg przyklady pokazujace, ze prawostronny
warunek anihilatorowy (a.c.) (méwiacy o tym, ze kazdy ideal I algebry zawiera element
c taki, ze ann,(I) jest téwny anihilatorowi idealu glownego generowanego przez element
c) zle zachowuje si¢ w klasie algebr wielomianéw, tzn. istniejg algebry A i B takie, ze
algebra A i B[z] posiadaja wlasnoéé (a.c.) ale algebry wielomianéw A[z] i B jej nie maja.
Przyklady te dajg negatywna odpowiedz na pytania znane z literatury, ich istnienie jest
dalekie (przynajmniej od mojej) intuicji. Zaréwno konstrukcje jak i dowody zawieraja wiele

ciekawych pomysltéw, s3 tez bardzo trudne technicznie.

W ramach problemu (b) wyr6znia si¢ Twierdzenie 4.2.1 podajace konstrukcje przemiennej
podalgebry o maksymalnym wymiarze w pierwszych algebrach Leavitta Lx (F), postaé tych
podalgebr zalezy od wlasnosci grafu E. Jest to bardzo eleganckie i glebokie twierdzenie
uogblniajagce, miedzy innymi, klasyczny rezultat Schura.

Powyzsze twierdzenie, oraz przyklady skonstruowane w ostatnim rozdziale sa, wedtug mnie,
najciekawszymi z uzyskanych rezultatow. Bez watpienia stanowig one rozwigzanie cieka-
wych i trudnych probleméw naukowych, poruszajacych si¢ w szerokiej problematyce badaw-

czej. Ich rozwiazanie §wiadczy o duzej dojrzalosci matematycznej i znacznym potencjale
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matematycznym magistra Bajora. Nie byloby to mozliwe bez solidnej podstawy teoretycz-
nej, doglebnego zrozumienia problematyki, duzej pomystowosci i umiejetnosci technicz-

nych.

Moje zastrzezenia budzi jedynie strona redakcyjna rozprawy, mam wrazenie, Ze autorowi

zabraklo czasu/cierpliwosci aby usunaé liczne braki redakcyjne.

Podsumowujac stwierdzam, ze po uwzglednieniu przez Pana mgr Grzegorza Bajora uwag
sformutowanych ponizej dotyczacych strony redakcyjnej, recenzowana rozprawa bedzie
spelniala zaréwno warunki okreslone w artykule 187 ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku
jak i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze¢ o dopuszczenie Go

do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

UWAGI

o Cze$¢ rozprawy zawierajaca informacje wstepne jest za dtuga. W szczegélnosci za-
wiera informacje i pojecia ktore nie s istotnie wykorzystywane w pracy (np. pojecie

algebr spetniajacych tozsamoséé wielomianows).

e Nalezy uporzadkowaé sprawy zwigzane z referencjami i odno$nikami:

(a) czesé z cytowanych rezultatoéw nie zawiera odnosnikéw do literatury, a zdecydo-
wanie powinna (np. lemat 1.1.2 )

{(b) Wiele pozycji bibliografii nie jest uzywana w rozprawie (na pewno takich pozycji
jest powyzej dziesieciu).

(c) mozna odnie$¢ wrazenie, ze lemat 3.1.5 charakteryzujacy proste algebry Leavitta,
przedstawiony z dowodem, jest rezultatem uzyskanym przez doktoranta. Tymczasem
opis ten jest klasycznym rezultatem otrzymanym przez G. Abramsa i G. Aranda
Pino.

o Praca zawiera sporo bledéw drukarskich i nieporadnych sformulowan, czesé z nich jest
istotna z punku widzenia precyzji matematycznej (np. zob. definicja 2.2.1, linia 4 ze
strony 22, czy literowki w ostatnim akapicie na stronie 42), a czes¢ “malo estetyczna®
(np. pierwsze dwie linie na stronie 21, str.18 linia 7, przedostatnia linia ze str.32, linia
4 ze strony 34 czy 2 linia lematu 5.1.1)

e W czesci dotyczacej algebr Leavitta, praktycznie w kazdym rezultacie znajduje sie
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sformulowanie “Niech E bedzie grafem i K bedzie cialem“. Zapewne warto jest na
poczatku rozdzialu napisaé, ze w catym rozdziale E bedzie oznaczalo graf, a K bedzie

ustalonym cialem i nie powtarzaé tych zalozen przy kazdej mozliwej okazji.

Pewne argumentacje wymagaja uzupelnienia lub odestania do literatury. W szcze-
gblnosci:

(a) dlaczego, zdefiniowana na koricu strony 27 struktura zadaje gradacje na algebrze
Leavita?

(b) strona 30, linia 10: prezentowany dow6d nie korzysta z faktu, ze algebra Lg(E)
posiada gradacje;

(c) poniewaz lemat 4.2.2 dotyczy K-algebr, mozna w jego sformulowaniu ograniczy¢
sie jedynie do k = 1 (czyli wyeliminowaé z tezy k).

Wedlug definicji 1.1.11 kazdy element algebry jest dzielnikiem zera, co nie jest prawda.

Kazda dziedzina spelnia warunki wymienione na poczatku paragrafu 5.2. Na pewno

nie o to chodzilo autorowi.
Porzadek shortlex nie zostal w pracy formalnie zdefiniowany.

W rozdziale 5-tym, przynajmniej w jednym przykladzie powinno by¢ pokazane jak
zastosowa¢ Diamond Lemma Bergmana w rozwazanej sytuacji, a nie pisa¢ “stosujac

lemat otrzymamy®“.

Argument uzyty w dowodzie lematu 5.2.1 wymaga sprecyzowania. Fakt, ze 3,7 sa
liniowo niezalezne nie dowodzi implikacji, (8 +v) =0 = af = 01i ay = 0 (np.
takiej implikacji nie ma w algebra K|[z,y, z|/(z(y + 2)).

Dlaczego zachodzi réwnosé anihilatoréw z linii 7 na stronie 757

Niestety mam wrazenie, ze w wielu miejscach dokladne, proste dowody sa przedsta-
wione, natomiast trudniejsze sa skwitowane stwierdzeniem “mozna sprawdzi¢“ i czes¢

z takich miejsc powinna byé uzupelniona przez podanie argumentow.

Sugerowalbym tez, aby czes¢ poswiecona algebrom Leavitta uzupelnié o rysunki poka-
zujace intuicje dotyczace wykorzystywanych konstrukcji. Wtedy prezentacja stalaby

si¢ mniej techniczna, a zarazem bardziej czytelna i atrakcyjna.

JERZY MATCZUK

BIENR
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Ponowna recenzja poprawionej rozprawy doktorskiej
magistra Grzegorza Bajora
Konstrukcje pierscieni posiadajgcych wybrane wiasnosci algebraiczne
dla Rady Naukowej Dyscypliny Matematyka Politechniki Warszawskiej

Moja recenzja z dnia 5 wrze$nia 2023 roku, dotyczaca rozprawy doktorskiej mgr. Grzegorza
Bajora zawierala szereg uwag dotyczacych strony redakcyjnej rozprawy i zakoriczona byta
warunkowa, konkluzja. Cytuje:

“Podsumowujac stwierdzam, ze po uwzglednieniu przez Pana mgr Grzegorza Bajora uwag
sformulowanych ponizej dotyczacych strony redakcyjnej, recenzowana rozprawa bedzie
spelniala zar6wno warunki okreslone w artykule 187 ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku
jak i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie Go

do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.”

Po zapoznaniu sie z poprawiona wersja rozprawy stwierdzam, ze obecnie speinia ona za-
réwno formalne jak i zwyczajowe warunki stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze zatem

o dopuszczenie mgr. Grzegorza Bajora do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Jerzy Matczuk
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