Streszczenie
Kolorowania geometrycznych graféw przecieé

Praca jest inspirowana czterema intensywnie badanymi problemami: problemem
Hadwigera-Nelsona, zagadnienia kolorowania online graféw przecie¢ przedzialow i grafow
przecie¢ kot oraz hipoteza A? dla L(2,1)-etykietowan grafow.

W 1950 roku Nelson zadal pytanie, jaka jest najmniejsza liczba koloréw pozwalajaca
na pokolorowanie ptaszczyzny euklidesowej tak, aby punkty oddalone od siebie o 1 mialy
rozne kolory. Zagadnienie to, znane jako problem Hadwigera-Nelsona, zainspirowato wiele
badan w obszarach geometrii, kombinatoryki, topologii i teorii miary. Rozdziatl 3 poswie-
cony jest nastepujacemu uogélnieniu problemu Hadwigera-Nelsona. Zajmujemy sie mini-
malizacjg liczby koloréw w kolorowaniu grafu Gy ,, ktérego zbiorem wierzchotkow jest R?
i punkty lezace w odleglosci z przedziatu [1, o] sa potaczone krawedziami, dla ¢ > 1. Roz-
wazamy b-warstwowa wersje kolorowania. Nasza metoda kolorowania uogélnia dotychcza-
sowe wyniki i dla wielu wartos$ci o daje lepsze rezultaty od dotychczasowych. Definiujemy
rowniez etykietowania L*(2, 1) ptaszezyzny. Sa to kolorowania plaszczyzny z dodatkowymi
obostrzeniami, ktore w dalszej czesci pracy stuza kolorowaniu online graféw przecie¢ kot.
Przedstawiamy konstrukcyjna metode znajdowania b-warstwowych L*(2,1)-etykietowar
grafu G|y o).

Fiala, Fishkin and Fomin [35] uzyli etykietowan grafu Gpi ) do etykietowania online
grafu przecie¢ o-kot, czyli kot o srednicach z przedziatu [1,0|. Zainspirowani ich praca,
postugujemy sie kolorowaniami ptaszczyzny w wersji b-warstwowej z rozdzialu 3 w celu
kolorowania online graféw przecie¢ kot. Poshugujemy sie dwoma technikami podziatu
wierzchotkéw przed kolorowaniem - pierwsza dzieli wierzchotki wedtug $rednic kot, po-
dobnie jak w pracy Erlebacha i Fiali [26|, a druga jest autorskim pomystem podziatu
miedzy warstwy b-warstwowego kolorowania plaszczyzny. W rozdziale 4 prezentujemy
4 algorytmy kolorowania online graféw przecie¢ kot oraz innych figur geometrycznych.
Dowodzimy réowniez, ze przy uzyciu L*(2, 1)-etykietowan ptaszczyzny otrzymane koloro-
wanie jest L(2,1)-etykietowaniem grafu.

W rozdziale 5 zajmujemy sie zagadnieniem kolorowania online graféow przecieé¢ prze-

dzialéw o ograniczonych dlugosciach. Kolorowania online graféw przedzialowych byty



przedmiotem badan Kiersteada i Trottera [62]. Znalezli algorytm kolorujacy te grafy on-
line z uzyciem co najwyzej 3x(G) — 2 koloréw i udowodnili, ze kazdy algorytm moze by¢
zmuszony do uzycia tej liczby kolorow. Jednak przy zalozeniu, ze wszystkie przedziaty
maja dlugos¢ 1 najlepszym znanym algorytmem jest algorytm zachtanny, ktory uzywa
co najwyzej 2y (G)—1 kolorow. Dla przedziatow dlugosci 1 kazdy algorytm moze by¢ zmu-
szony do uzycia % X(G) kolorow. Roznica wynikow dla przedzialow dlugosci 1 1 przedzia-
tow o nieograniczonych dlugosciach sktonita nas do rozwazenia przypadku posredniego,
jakim sa przedzialy o ograniczonych dtugosciach, co nieco przypomina przypadek o-kot.
Pokazujemy, ze jedna z metod kolorowania online kot moze by¢ dostosowana do kolorowa-
nia online ograniczonych przedzialéw, co daje nam najlepsze ze znanych rezultatow dla
przedziatow o dlugosciach z [1,2]. Przedstawiamy roéwniez dolne ograniczenie na liczbe
kolorow dla dowolnego algorytmu kolorowania ograniczonych przedzialow. W szczegolno-
$ci pokazujemy, ze kazdy algorytm moze byé¢ zmuszony uzy¢ gx(G) koloréw dla przedzia-
tow z [1,0], o ile 0 > 1.

Ostatni rozdzial poswiecony jest L(2,1)-etykietowaniu grafol przecie¢ kot w wersji
offline. Hipoteza A? Griigsa i Yeha [44] mowi, ze L(2,1)-span dowolnego grafu jest
ograniczone przez A(G)?. Dowodzimy prawdziwo$¢ hipotezy dla graféw przecieé¢ kot
o A(G) > 126, wykazujac A(G) < 2A(G)? + 25A(G) + 20. W przypadku kot o sred-
nicy 1, potwierdzamy hipoteze dla grafow o A(G) > 15 pokazujac A(G) < 14A + 11.
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