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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Barbary Nayar pt.

”"Kolorowanie graféw Euklidesowych”

Kombinatoryka ciggow (sckwencji, slow) jest wazng czeScia matematyki dyskretnej. W
dziedzinie tej szcezegdlne miejsce zajmuje problematyka regularnodci, w szezegolnosci po-
wtorzen (repetycji). Ciag postaci z”, gdzie 2 jest niepustym ciagiem, nazywamy r-
repetycjg. Na przyltad (ab)? = abab jest 2-repetycja, zwang réwniez "kwadratem".
Klasycznym wynikiem zwigzanym z repetycjami jest konstrukeja Thue’ego sprzed po-
nad stu lat temu nieskoriczonego stowa ternarnego (3 kolory) nie zawierajacego 2-repetycji
(kwadratow) oraz nieskonczonego stowa binarnego bez 3-repetycji. Inaczej mowige wy-
starcza 2 kolory dla unikania na dyskretnej linii prostej 3-repetycji, oraz 3 kolory dla

unikania na prostej 2-repetycji.

Przewaznie repetycje sg rozwazane w stowach nad ustalonym alfabetem, tutaj alfabe-
tem sg kolory i zajmujemy sie minimalng liczba, koloréw potrzebnych do pokolorowania,

w ktorym ciagg kolorow nie zawiera repetycii.

Praca pani mgr Anny Nayar poswiecona jest w szezegolnosei kolorowaniom grafow eukli-
desowych, glownie plaszezyzny i zbioru liczb naturalnych (prostej dyskretnej). W grafach
euklidesowych zbior wierzchotkdw jest podzbiorem punktow pewnej przestrzeni euklideso-
wej, do zbioru krawedzi naleza wszystkie te pary wierzcholkow, miedzy ktorymi odleglosé
jest elementem pewnego ustalonego zbioru liczb naturalnych. Graf jednostkowy to taki w
ktorym odlegtosci odpowiadajace kraedzion majs rozmiar jeden. Sciezki, ktéryeh wierz-

cholki sa wspotiniowe sg nazywane prostoliniowymi

Autorka zajmuje sic oszacowaniem najmniejszej liczby koloréw gwarantujacej istnienie
pokolorowania, w ktorym kazda Sciezka prostoliniowa w grafie jednostkowym unika unika

r-repetycii.

W pracy rozwazane sa rowniez r-antyrepetycje: ciagi postaci xyxy...2x gdzie fragmenty



T, 84 parami rozne i maja te samg diugosc.

W ciggu ostatnich kilkudziesieeiu lat wiele publikacji naukowych poswigcono roznego
rodzaju wersjom unikania repetycji i wystepowania antyrepetycji w réznego rodzaju struk-

turach. Rozprawa dobrze si¢ wpisuje w ciag publikacji z tej temalyki.

Praca jest strukturalnie dobrze napisana. W pierwszym rozdziale jest wprowadzona pod-
stawowa, terminologia i wiele faktow zwiazanych z repetycjamai oraz znane przykiady

kolorowania grafow euklidesowych.

W drugim rozdziale autorka przedstawia narzedzia, ktérych uzywa w pracy. Prezento-
wana jest tutaj metoda podwdjnego zliczania zwana modnie "kompresjg entropii”, razem
z klasycznymi przykladami zastosowan, w szcegolnoscei opisany jest w sposob uproszezony

dowod poprawnosei listowego kolorowania ciggoéw bez powtorzen.
Glowne wyniki pracy sg w rozdziatach trzecim (repetycje) i czwartym (antyrepetycje).

.

Unikanie repetycji.

Wyniki dotyczg glownie kolorowania grafu jednostkowego plaszezyzny unikajacego
repetycji na Sciezkach prostoliniowych. Pokazano, ze graf jednostkowy plaszczyzny
mozna pokolorowaé dwoma. kolorami unikajac 43-repetycji na $ciezkach prostolinio-

wych oraz pokolorowaé trzema kolorami unikajac 24-repetycji. Podobne egzysten-

cjalne wyniki otrzymano tez w przypaku wiekszej liczby wymiarow.

Autorka zjeta sie tez unikaniem repetycji w tzw. podciggach z przeskokami. korzy-

stajac w sposob skomplikowany z kompresji entropil.

Antyrepetycje.

Pierwszym wynikiem tej czesci pracy jest twierdzenie mowigce o istnieniu koloro-
wania listowego liczb naturalnych dla dostatecznie duzego r spelniajacego waru-
nek: kazdy fragment dlugodei podzielnej przez r w uzyskanym ciggu koloréw jest

r-antyrepetycig.

Drugi cickawy wynik o antyrepetycjach dotyczy kolorowania nieskoniczoncej macierzy
w taki sposob, by kazda skonczona podmacierz miala wszystkic kolumuny wzajem-
nie rézne.  Autorka udowodnila, 7e jest to mozliwe w kolorowaniu listowym dla
list zawierajacych 6 koloréw. Nietrywialny i pomyslowy dowod korzysta z metody

kompresji entropii i zmodyfikowanych stow Dycka.

Mgr Barbara Nayar wykazala sie w swojej rozprawie doktorskiej Swietng znajomo-

scig matematyki dyskretnej. Wykazala sie tez duzy oryginalnoscia 1 pomyslowoscig w

rozwigzywaniu bardzo skomplikowanych technicznie problemow.



Natomiast styl pracy jest raczej suchy 1 minimalisiyczny, chociaz matematycznie po-

prawny. Brakuje dostatecznej ilogci narracji wyrabiajacych intuicje.

Rozprawa doktorska jest podsumowaniem dwoch wspolnych publikacji w prestizowych
miedzynarodowych czasopismach naukowych. Wyniki ostatniego rozdzialu sa samodziel-
nym osiggnieciem, chociaz nie zostaly jeszcze opublikowane sg na tyle nietrywialne 1 in-

teresujgee ze spodziewam sie ich publikacji w prestizowym czasopismie.

Konkluzja.

Moja ocena rozprawy jest pozytywna, gdyz rozwigzano w sposoh nietrywialny wiele bar-

dzo trudnych i kombinatorycznie cieckawych problemdw natury czysto abstrakeyjnej.

Stwierdzam, ze rozprawa magister Barbary Nayar spelnia wszystkie ustawowe wymogi
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stawiane rozprawom doktorskim.






