Krakéw, 25.08.24

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Konrada Lomperta pt. O
pewnych metodach w konstruowaniu catkowalnych potokéw geode-
zyjnych na przestrzeniach jednorodnych

Promotor: dr hab. Andriy Panasyuk

Recenzja zostata sporzadzona na podstawie pisma Pani Przewodnicza-
cej Rady Dyscypliny Matematyka Politechniki Warszawskiej, prof. dr hab.
Janiny Kotus, z dnia 17 maja 2024 r., powolujacego sie na uchwale Rady
Dyscypliny Matematyka Politechniki Warszawskiej z dnia 16 maja 2024 r. w
sprawie wyznaczenia recenzentéw w postepowaniu w sprawie nadania stopnia,
doktora w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matema-
tyka mgr Konradowi Lompertowi.

Praca doktorska liczy 103 strony i sklada si¢ ze wstepu i siedmiu roz-
dzialéw oraz bibliografii. Praca w zasadniczy sposéb opiera sie na wspélnej
publikacji Doktoranta i Promotora [LP19] Konrad Lompert, Andriy Pana-
syuk, Invariant Nijenhuis Tensors and Integrable Geodesic Flows, Symmetry,
Integrability and Geometry: Methods and Applications 15 (2019). Gléwnym
celem rozprawy jest konstrukcja nowych przykladéw zupelnie catkowalnych
potokéw geodezyjnych na rozmaitosciach jednorodnych.

W pierwszym rozdziale Autor daje wprowadzenie do mechaniki hamilto-
nowskiej i réwnan Hamiltona. Omoéwiona jest przestrzer fazowa T*@Q ukladu
Hamiltona i kanonicza forma symplektyczna. Wprowadzony jest nawias Po-
issona. Podana jest definicja ukladu catkowalnego w sensie Liouvilla.

Nastepnie, w rozdziale drugim, oméwiony jest zwiazek pomiedzy ukla-
dami Hamiltona i catkowalnoscia potoku geodezyjnego. Niech (Q, g) rozma-
1tos$¢ riemannowska i M = T*Q. Na M zdefiniowana jest naturalna struktura
symplektyczna w = df gdzie 0,(X) = a(m(X)) gdziea e Min: M — Q
naturalna projekcja. Jesli (g, p) naturalne wspélrzedne na M to 8 = ) pidg;
iw = > dp; Adg. Jedli zdefiniujemy Hamiltonian H : M — R poprzez
H = % >~ g"p;p; to pole Hamiltona Xy zdefiniowane przez dH = Xy _w ma
te wiasnos¢ ze projekcja jego potoku sa geodezyjne na Q.



W rozdziale trzecim Autor definiuje struktury Poissona, rzad i korzad
struktury Poissona i podaje konstrukcje struktury Poissona na przestrzeni
sprzezonej do algebry Liego g. Zdefiniowano réwniez liScie symplektyczne i
funkcje Casimira struktury Poissona (M, II).

W rozdziale czwartym Doktorant definiuje struktury bihamiltonowskie
zadane przez dwie zgodne, liniowo niezalezne struktury Poissona II;, II;. Po-
dana jest réowniez definicja struktury bihamiltonowskiej typu Kroneckera.
Jesli (M,TI) jest struktura Poissona to przez Z%(U) oznaczamy zbior funk-
cji Casimira struktury (U,1|y) gdzie U C M jest otwartym podzbiorem.
Jeslhi G jest grupg Liego dzialajaca na M to przez My oznaczamy sume or-
bit typu gtéwnego. Jedli II; jest G-niezmienniczg strukturg bihamiltonowska
to otrzymujemy indukowans strukture bihamiltonowska II; na rozmaitosci
M}, = My /G. Przy pewnych zalozeniach (kluczowym zalozeniem jest dzia-
lanie lokalnie swobodne grupy G na Myg) Autor dowodzi istnienie zupelnego
inwolutywnego zbioru funkeji postaci p*(Z ™} (p(U) U u; F wzgledem II, dla
prawie wszystkich ¢ gdzie F jest zupelnym, inwolutywnym zbiorem funkecji
wielomianowych na (g*,II;+). Jednakze dowdd tw.4.3.1 jest bardzo zwigzly
1 autor nie uzasadnia twierdzenia w zbyt przejrzysty sposéb, przydalby sie
komentarz i rozszerzenie tresci pracy [LP19] na ktorej opiera sie doktorat.

W rozdziale pigtym Doktorant omawia struktury bihamiltonowskie gene-
rowane przez (1,1) tensory N ktorych tensor torsji Niejenhuisa znika

Tn(X,Y) = [NX,NY] - N([NX,Y] + [X,NY] - N([X,Y])) = 0.

Autor charakteryzuje G-niezmiennicze dystrybucje na rzeczywistej przestrzeni
jednorodnej G/K oraz podaje warunki konieczne i dostateczne by pélprosty
(1,1)-tensor ze stalymi wartoéciami wtasnymi byl tensorem Nijenhuisa (tzn.
Ty = 0.) Autor dowodzi réwniez wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é po-
miedzy G-niezmienniczymi pétprostymi tensorami Nijenhuisa oraz pewnymi
rozktadami kompleksyfikacji g€ algebry Liego g grupy G. Podaje przyktady
konstrukeji takich tensoréw na jednorodnych rozmaitosciach. W dalszej cze-
$ci omawia struktury bihamiltonowskie zwiazane z tensorem Nijenhuisa. Zde-
finiowane jest kostyczne podniesienie IV takich tensoréw N. Autor dowodzi ze
para (II, N o II) generuje strukture bihamiltonowsks gdzie II jest kanoniczng
strukturg Poissona na T*@Q. Autor pokazuje ze prawie wszystkie struktury
Poissona powyzszej struktury bihamiltonowskiej na 7*(G/ K) sa niezdegene-
rowane oraz szczegbélowo opisuje liscie symplektyczne struktur zdegenerowa-
nych. Dowodzi réwniez ze grupa G dziala Hamiltonowsko na T*(G/K) ze



wzgledu na niezdegenerowane struktury Poissona i opisuje odwzorowanie mo-
mentu. Pokazana jest réwniez hamilonowskosé dziatania grup stabilizatoréw
lisci symplektycznych struktur zdegenerowanych oraz wyliczone odwzorowa-
nie momentu dla tych struktur. Nastepnie autor podaje warunki konieczne
i dostateczne na kroneckerowos$¢ struktury bihamiltonowskiej (IT', IT}) indu-
kowanej na My = My /G w terminach indeksé6w odpowiednich algebr Liego
oraz kowymiaru orbity funkcjonalu ¢% € (g/gr(r))* Wzgledem dziatania ko-
dotaczonego gr(r) na (g/gr(m))*

W rozdziale széstym autor wykorzystujac uzyskane wezesniej wyniki kon-
struuje serie niezmienniczych tensoréw Nijenhuisa na przestrzeniach jedno-
rodnych zwartych, prostych grup Liego G/K: SU(2n)/S(U(2n—1)xU(1))N
Sp(n),SO(2n+2)/SO(2n+1)NU(n+1)),SU(2n)/Sp(2n —2),SO(2n+2)/
SU(n). Tensory te zadaja G-niezmiennicze metryki ktérych potoki geode-
zyjne sg caltkowalne w sensie Liouville’a w klasie funkcji analitycznych i wie-
lomianowych wzgledem zmiennych pedu. Autor dowodzi réwniez zupelng
catkowalno$é¢ metryk normalnych na powyzszych przestrzeniach jednorod-
nych. Doktorant réowniez rozwaza potok geodezyjny metryki normalnej na
rozmaitodci flag zupelnych G/T gdzie G jest zwartg grupa Liego a T jej
maksymalnym torusem. Autor dowodzi ze potok geodezyjny na rozmaitosci
flag zupelnych G/T jest zupekie catkowalny w klasie funkcji analitycznych,
wielomianowych wzgledem zmiennych pedu wykorzystujac fakt istnienia dy-
feomorfizmu miedzy G/T i G°/B gdzie G° kompleksyfikacja G a B grupa
Borela w G°.

W rozdziale siédmym autor kresli perspektywy dalszej pracy badawczej
w obszarze catkowalnych potokéw geodezyjnych na rozmaitosciach jednorod-
nych.

Lista usterek.

str.22 Definiujac pole Hamiltonowskie i nawias Poissona Autor popelnia
btad. Najpierw przy zadanym nawiasie Poissona definiuje pole Hamiltonow-
skie Xi wzorem Xy (f) = {H, f}. Nastepnie w ogélnej sytuacji rozmaitosci
symplektycznej (M,w) definiuje pole Xy poprzez dH = Xy _w a nawias Po-
issona przez {f,g} = w(Xs, X,;). Wynika stad {f, g} = df(X,) co stoi w
sprzeczno$ci z pierwsza definicjg pola Xg. Podobnie jesli w jest kanoniczng
formga symplektyczng co zaklada Autor to formula na Xy jest otrzymywana
z przeciwnym znakiem niz podaje to Doktorant. Zeby otrzymaé poprawna
formule na réwnania Hamiltona trzeba zalozy¢ ze forma symplektyczna jest



—de.

str.33 By definicja 3.3.1. byla zgodna z przypadkiem niezdegenerowanej
struktury Poissona II = w™! gdzie [I[(H) = Xy 1 dH = Xg.w to powinno
by¢ {f,g}"' =T1(g) f.

str.36 Powinno by¢, zakladajac def.3.3.1, Il - = 1cf]:vk az A %}_ poniewaz

z podanych definicji wynika ze {z;, z;} = c¥ Tk

str.44 W pracy [LP19] jest literéwka, ZblOI‘ p; 1 (Singg*) jest oznaczony
jako u;(Singg*), nie rozumiem jednak dlaczego w doktoracie autor bezreflek-
syjnie powiela ten btad.

str.55 Definicja 3.5.1 jest sprzeczna z lokalnym opisem podniesienia ko-
stycznego pola podanym ponizej definicji. Autor definiuje podniesienie ko-
styczne pola X jako X = II(X) gdzie II = 3 A 6. Jesli X(a) = a(X)

to w ten sposéb otrzymujemy pole ~X o przec1wnym znaku w stosunku
do tego ktore jest opisane ponize] we wspolrzednych lokalnych. Niech ¢,
jednoparametrowa pseudogrupa tranformacji odpowiadajaca X. Wtedy ¢;
dziata na T*M poprzez ¢y(a) = a(dy,(z)d—:) gdzie z = p(a). Pole styczne X
do sciezek ¢, nazywamy podniesieniem X do T*M. Mamy ¢(0)(X)s =
a(dp_:(p(dée) (X)) = o(X) = 6(X). Zatem Lgf = 0. Zatem digd =
—1gdf = —igw. Stad kazde pole -X jest hamiltonowskie z funkcja Ha-
miltona 8(X)(a) = a(X).

str.56 Formuta na podniesienie kostyczne tensora K w lokalnych wspol-
rzednych powinna wygladaé nastepujaco: K = K (g (& - ®dgi+ 5, o o ® dpi) +
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str.56-60 W zalozeniach lematéw najpierw zaklada sie ze II jest kano-
niczng struktura Poissona odwrotng do kanoniczej formy symplektycznej a
pézniej w lokalnych wspétrzednych II jest zapisana jako —II (str. 60) bez
zadnego uprzedzenia.

str.59 Autor pisze ” lewe dzialanie p : g — I'(T'Q) jest antyhomomor-
fizmem ” a na str.61 [p(&), p(¢)] = p([£, ¢]) a wiec jest to homomorfizm, w
dodatku C.4 autor definiuje dzialanie jako homomorﬁzm zatem trzeba sie
domyslaé czy pole fundamentalne to X¢(x) = {t:xpf )& jak zazwycza] sie
przyjmuje czy tez jak w dodatku X¢(z) = %(ezp —t&)x

str. 66 Autor pisze "Pokazemy prawdziwos¢ réwnosci corank iy, jc) (1)L
corank(p/qe (I )L, +codims,G - F "po czym tego nie robi, co sprawia wra-
zenie, ze nie bardzo wie czego dowodzi.

str. 73 Funkcja dimt® jest pélciagla z gory

Rt



str. 94 definicja C.6.2 dzialania hamiltonowskiego nie jest poprawna

Podsumowujac, praca stanowi spéjny cigg rozumowania, zgodny z zasa-
dami pracy naukowej. Rozprawa, rozpoczyna sie od obszernego przegladu
literatury oraz motywacji. Spis bibliografii jest bogaty. Temat pracy jest
ciekawy taczac mechanike Hamiltona i problemy wspoélczesnej geometrii réz-
niczkowej. Doktorant postuguje sie metodami geometrii rézniczkowej, teorii
grup 1 algebr Liego, mechaniki Hamiltonowskiej. Autor dowodzi nowe twier-
dzenia. Celem pracy bylo podanie nowych przyktadéw rozmaitosci z zu-
pelnie calkowalnym potokiem geodezyjnym i ten cel Doktorant zrealizowatl
przy okazji podajac nowe metody konstrukeji zupelmego uktadu niezaleznych
catek pierwszych. Rozprawa stanowi oryginalne rozwigzanie postawionego
problemu. Niestety z uwagi na duzg ilos¢ bledéw zawartych w pracy nie
mam pewnosci ze Doktorant ma umiejetnoséé samodzielnej pracy naukowe;j.
Praca na ktérej opiera si¢ doktorat jest praca wspétautorska co nie utatwia
zadania oceny samodzielnosci Doktoranta. W okresie pieciu lat po ukaza-
niu si¢ pracy [LP19] autor nie napisal Zadnej pracy naukowej. Reasumujac
stwierdzam, ze recenzowana rozprawa doktorska mgr. Konrada Lomperta
pt. O pewnych metodach w konstruowaniu catkowalnych potokéw geodezyj-
nych na przestrzeniach jednorodnych nie spetnia warunkéw okreslonych w
art. 13.1 Ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule
naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz.U. z 2017 r. poz.
1789 z p6zn. zmianami), jak rowniez stosownych zapiséw Ustawy z dnia 20
lipca 2018 r. (Dz. U. z 2018 r. poz. 1668 z péZzn. zmianami) i wnioskuje
do Rady Dyscypliny Matematyka Politechniki Warszawskiej o uzupelnienie
1 poprawe rozprawy doktorskiej Pana mgr Konrada Lomperta.
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