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Recenzja rozprawy doktorskiej p. mgr Grzegorza Bajora
pt. Konstrukcje pierscieni posiadajgcych wybrane wlasnodci algebraicane

Pan mgr Grzegorz Bajor przedstawil rozprawe doktorska pod tytulem Konstrukcje pier-
Scieni posiadajacych wybrane wlasnosei algebraiczne. Rozprawa liczy 88 stron, skiada sie
z pigcin rozdzialéw, a bibliografia obejmuje 80 pozycji. O pierscieniach w rozprawic nie
zaklada si¢, ze sa przemicnne. Przedstawione w rosprawie wyniki pochodsg # trzech arty-
kutéw napisanych wspdlnic z promotorem p. dr hab. Michalem Ziembowskim, przy czym
wspdlautorem jednego z nich jest réwniez prof. Leon van Wyk. Artykuly te zostaly opu-
blikowane w dobrych czasopismach matematycznych. Zgodnic # numeracjy w bibliografii
sg to nastepujace publikacjoe:

(18] Grzegorz Bajor, Leon van Wyk, Michat Ziembowski, Construction of a class of

maximal commutative subalgebras of prime Leavitt path algebras, Forum Math.
33 (2021), no. 6, 1573-1590
[19] Grzegorz Bajor, Michal Ziembowski, An annihilator condition on Leavitt path
algebras, Publ. Math. Debrecen 95 (2019), no. 1-2, 169-185
(20] Grzegorz Bajor, Michat Ziembowski, Annihilator condition does not pass to poly-
nomials and power series, J. Pure Appl. Algebra 223 (2019), no. 9, 3869-3878
Celem rozprawy, zgodnie # jej tytulem, jest konstruowanie picrscieni o pewnych zadanych
wlasnosciach. Konstrukeje te sg przedstawione w rozdziatach 3, 4 i 5 rozprawy i zostaly
omoéwione w dalszej czesci recenzji.

Dwa picrwsze rozdzialy rozprawy maja charakter wprowadzajacy. Rozdziatl 1 zawiera
omdéwienie tresei rozprawy, definicje podstawowych pojeé i oznaczenia niektérych obicktéw
rozpatrywanych w rozprawie oraz sformulowanic tzw. Diamond Lemma. W rozdziale 2
przedstawiono geneze i konstrukeje algebry dciezek Leavitta oraz kilka pojeé, wlasnosci
i przykladdw z nig zwigzanych. Baza MathSciNet podaje ponad 200 publikacji z nazwg
tej algebry w tytule, z ktérych najstarsza pochodzi z 2005 r. Jest to wiee konstrukeja sto-
sunkowo mloda i intensywnie badana. Jej skladnikami s cialo K i graf (skierowany) E,
a otrzymana w wyniku tej konstrukcji algebra $ciezek Leavitta jest oznaczana przez Ly (E).
Badanie algebr $ciezek Leavitta Ly (F) polega glownie na ustalaniu zwigzkdw migdzy wia-
snodciami grafu F a plerScieniowymi wlasnoéciami algebry Ly (FE). Na przyklad, odpo-
wiednio dobierajac graf E, mozna jako algebre Sciezek Leavitta Ly (E) otrzymaé pierdcien
macierzy My (K) i pierscien wiclomianéw Laurenta K[z, z .

W rozdziale 3, opracowanym na podstawic publikacji [19], opisano algebry Sciezek
Leavitta posiadajace wlasnosé (A). Aby przywolaé definicie tej wlasnosci, dla pierdcionia R
i jego niepustego podzbioru S, oznaczmy przez 1 p(S) (odp. [r(S)) prawostronny (odp. le-
wostronny) auihilator zbioru $ w pierdcieniu R. Mowimy, 7e pierscien R ma prawostroung
(odp. lewostronng) wlasnodé (A), jesli dla kazdego jego skonezenic generowancgo idealu T
takicgo, 7¢ rr(I) = {0} (odp. (p(I) = {0}), réwniez rp(a) = {0} (odp. Izx(a) = {0}) dla
pewnego clementu o ¢ 1. Istnicja przyklady pierdcieni, ktére majq wlasnosé (A) z jednej
strony, a nic maja jej z drugiej. Méwimy, ze piersciei ma wlasnosé (A), jesli jednoczesnie
ma prawostronng i lewostronny wlasnosé (A).

Glownymi rezultatami rozdziatu 3 sy twierdzenia 3.1.8 1 3.1.9 podajace opis algebr Scie-
zek Leavitta Ly (E) majacych wlasnosé (A), wyrazony w jezyku whasnodei grafu E. Ponizej
przytoczono te twierdzenia, przeredagowujac je w taki sposob, aby unikngé praywolywania
pojed 1 symboli wystepujacych w ich oryginalnym sformulowaniu.
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Twierdzenie 3.1.8. Niceh K bedzie cialem i niceh I8 bedzie grafem shoriczonego rzedu,
(tzn. =z kazdego wierzeholka wychodzi tylko shoiczenic wicle krawedzi). Jesli graf & ma
skornczenie wiele wicrzcholkdw, to nastepujoce warunki sa rownowazne:

(1) Lic(£) ma wlasnosé (4).

(2) Li(E) ma lewostronng wlasnosé (A).

(3) L (E) ma prawostronng wlasnosé (A).

(4) W grafie E kaidy cykl w, ktéry ma wyjscic (tzn. z ktdregos wierzcholka cyklu w
wychodzi krawed? nie naleigea do 7 ), ma t¢ whasnosé, ic dla kaidego wierzcholka v
grafu I, jesli istnicje $cicika od pewnego wierzcholka cyklu m do wicrzchotka v, to
istnieje rowniez Sciezka od v do pewnego wicrzeholka cyklu m.

Twicrdzenie 3.1.9. Niech K bedzie ciatemn © nicch E bedzic grafem skoriczonego raedu.
Jesli graf E ma nicskoriczenie wicle wierzcholkdw, to nastepujgee warunki sq réwnowazne:

(1) Lx(E) ma wlasnosé (A).

) L (E) ma lewostronng wlasnosé (A).

) Ly (E) ma prawostronng wlasnodc (A).

) Dla dowolnego skoriezonego zbioru F wierzcholkdw grafu £ isinicje taki wierzeho-
tek v tego grafu, ze do Zadnego wierzchotka grafu £ nic mozna dojsé jednoczednic
peuna Sciezkg wychodzgeg z jokiegos wierzcholka nolezacego do F i peumg Sciezkg
wychodzqeg z vy,

Poniewaz algebra $ciezek Leavitta zawsze jest pierScieniom Bézouta (tzn. skonezenic
generowane idealy jednostronne sg gléwne), wige przytocrzone twicrdzenia pozwalajy ta-
two konstruowad picrdcienic Bézouta, ktore nic majq ani lewostronnej, ani prawostronne]
wlagnosei (A) - takim jest pierdcien przedstawiony w przykladzie 3.1.3.

W rozdziale 4, opracowanym na podstawie publikacji [18], rozwazane sa picrwsze algehry
Sciezek Leavitta Ly (E) dla graféw E posiadajacych co najmnicj dwa wicrzcholki. Dla
takiego grafu F rozwaza si¢ dowolne rozbicie zbioru jego wierzcholkdw na sume roztaczna
nicpustych podzbioréw EY i E?, 7 ktérym zwiazuje si¢ pewna podalgebre Li(E% E®)
algebry Ly (E). Gléwnym wynikiem tego rozdzialu jest twierdzenie 4.2.1, ktére mowi, 7
{(w zaleznosel od wlasnodcl grafu E) nastepujace algebry sa maksymalnymi przemicnnymi
podalgebrami pierwszej algebry Sciczek Leavitta Ly (E):

- LK(EQ,EQ), jezeli E ma nieskoriczenie wicle wierzcholkow;

- Z(Lx(E)) + Ly (ES, EY), jeieli E ma skoriczenie wiele wierzchotkdw, dokiadnic
jeden cykl i cykl ten nic ma wyjs¢ (Z(Li(E)) oznacza centrum algebry Ly (F));

- K -1+ Li(EY EY) w pozostatych przypadkach.

Dowdd tego twicrdzenia opicra sig na szeregn rezultatéw pomocniczych, ndowodnionych
wotym sanym rozdziale. ITnnym waznym wynikiemn jest stwicrdzenic 4.2.17, inspirowanc
twierdzeniem Schura, o wymiarze przemiennych podalgebr algebry maciersy M, (I) i be-
dace rozszerzeniem tego twicrdzenia na pierwsze algebry Scicsek Leavitta. Rozdzial konesy
sie nowym dowodem twierdzenia 4.13 % pracy [25], dotyezacego taw. jadra przemicnnego
algebry Sciezek Leavitta nad pierdcienicin prazcmiennym 7 jedynke.

Rozdzial 5 zostal opracowany na podstawie publikacji [20] 1 dotyezy pierécieni speinia
jacyeh (prawostronny) warunek anibilatorowy (w skrdcie a.c., od angiclskicgo annihilator
condition), tzn. takich pierscieni R, ze dla dowolnego skohezenic generowanego idealu [/
pierdcienia R istnicje clement a G R, dla ktdrego rp(I) = rp(RaR). W rozdziale tym skon-
struowano dwa picrcienic: Ry (w podrozdziale 5.2) 1 Re (w podrozdziale 5.3) takie, Ze

- pierdcien Ry spetnia warunck (a.c.), lecz ani pierscien wiclomiandw Ry [x} ani pier-
Scien szeregéw potegowych Ri[[x]] go nie spelniajg;
- pierscien wiclomiandw Ry|z] i pierdcient szeregéw potegowych Ra||x]| speiniajq wa-
runek (a.c.), lecz pierscien Ry go nie spelnia.
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Oba picrscienic 1) 1 £y skonstruowano jako algebry nad cialem dwuelementowyim, ge-
nerowane prrzev skonczona licsbe pewnych clementéw z pewnymi relacjami miedzy nimi.
Zualezienie odpowiednich generatoréw 1 relacji, a takize sprawdzenie, ze skonstruowanc
pierscienie majg pozadane wlasnosci, wymagalo duzej pomyslowoéci i bieglosci, zwlaszeza
w przypadku picrscienia 12y . Skonstruowany pierécien Ry jest szezegdlnie cenny, gdyvz daje
negatywng odpowied? na pytanie z pracy [16] o to, czy warunek (a.c.) przenosi si¢ z pier-
$cienia wspolezynnikow na pierscien wielomiandw lub pierscien szeregdw potegowych.

Rozprawa dotyczy aktualiej tematyki, interesujacej dla licznego grona oséb zajmuja-
cych sie teorig picrdcieni nieprszemiennych. Wyniki przedstawione w rozprawic sy rozwie-
zaniami killu problemdw naukowych, istotnych dla tej teoril, Wyniki te uwazam za hardzo
wartodciowe 1 oceniam je wysoko. Ich uzyskanie wymagalo posiadania duzej wiedzy % teo-
rii pierdcieni nieprzemiennych, umiejetnodei poslugiwania sie zaawansowanym aparatem
matematycznym z zakresu tej teorii, jak i umicjetnosel prowadzenia pracy naukowe].

Mam jednak zastrzezenia do redakeji rozprawy. Rozdzialy 3, 4 1 5 zostaly opracowane
na podstawie publikacji (18], [19] i [20] (w duzej czesci sg tlumaczeniem odpowicdnich
fragmentéw tych publikacji na jezyk polski), wymicnionych na poczatku recenzji. O ile
publikacje te sg, moim zdaniem, bardzo dobrze zredagowanc, nie mozma tego samego po-
wicdzied o przedlozonej rozprawie. Ponizej przedstawiam przyklady micjse w tekscie roz-
prawy, do ktdérych mam zastrzezenia. Uwazam, 7ze redakeja rozprawy od strony formalnej
i merytorycznej wymaga poprawy i Autor powinien dokona¢ odpowiednich korekt w jej
tekécic.

- W definicji 1.1.11 powinno by¢ b # 0.

W definicji 2.2.3, w warunku (CK2) brakuje zaloZenia, ze v; nie jest ujsciem.

- W dowodzie lematu 2.2.4 sg odwolania do lematu 2.2.5, ktéry w tekscie pojawia
si¢ dopiero pdzniej.

- W dowodzie lematu 2.2.5 wystepuje symbol deg(u), wyjasniony po definicji 1.1.14
i zwigzany 7 gradacja, lecz Z-gradacja algebry $ciezek Leavitta jest oméwiona po
lemacie 2.2.5 (na str. 27).

- Definicja warunku (a.c.) pojawia si¢ w poczatkowej czesci rozdziatu 3, ale ten wa-
runek nie wystepuje nigdzie pdzniej w tym rozdziale. Lepszym micjscem dla tej
definicji jest poczatek rozdziatu 5, ktéry dotyezy pierdcieni spelniajgcych waru-
nek (a.c.).

- W lemacie 3.1.4 wystepujg symbole (E)y 1 (E)s, ktérych znaczenia nie wyjasniono.

- W sformulowaniu twierdzenia 3.1.6 jest mylnie zacytowane twierdzenie [6, The-
orem 1.4], a w dowodzie twierdzenia 3.1.6 jest mylnie zacytowany wniosck [63,
Corollary 3.3(1)] (rezultatéw o takich numerach nie ma w cytowanych pracach).

- Macicrz na stronie 46 jest nieprawidlowa; w pierwszym wierszu (po poczatkowych
zerach) powinno byé @i, 1) G5, 42 --. G1n, podobnie w kolejnych wicrszach.

- W lemacie 4.2.2, w czgdei 1 powinno by¢ kot (zamiast k(o*)!), a w ezedel 2 powinno
by¢ k(o) (zamiast ko') orvaz |3 — || (zamiast o — |8]).

- W stwierdzeniu 4.2.4 powinno by¢ s(v*), zamiast s(7y).

- W dowodzie twicrdzenia 4.2.1(2) (na str. 63) rozwazono jedynie przypadek, gdy
w,w € B2 Brak odniesienia si¢ do pozostatych praypadkéw

- Na stronie 67 mowa jest o warunkach omaczonych jako (V), (1) i (E2), ale nie
wyjasniono, na cxym one polegaja.

- Ostatni akapit na str. 69 nie jest dowodem nic wprost.

- Dowody czeSei 11 2 lematu 5.2.1 wymagaja poprawy.

- W pierwszej linijce ostatniego akapitu na str. 74 powinno byé ,Nicch elementy

o, 8 € J(A) bedy takie, ze”, zamiast ,Niech «, 8 € J(A). Wowezas”.

Réwnosé (5.4) jest powtdrzeniem réwnodel (5.3), a powinna mieé postacé

G g (20 + 21m) = 0,




- Sformulowania lematéw 5.3.2 1 5.3.3 sa nieprawidlowe.

- Wicle pozycji wymicnionych w bibliografii nic jest eytowanych w rozprawic.

- Pozycje [4] i [8] w bibliografii odnoszg si¢ do tej samej publikacji, ale podano w nich
réznych autordw.

- Strona 18: Goodearl nie jest wspélautorem pracy [16]. Strona 20: autorami pracy
[10] s9 Abrams i Pino (a nie sam Pino); ukazala si¢ ona w 2005 1.

- W tekicie rozprawy wystepuja kalki z jezyka angiclskicgo (np. ,, Zauwazmy, ze przez
(R2) zachodzi span(P)[z] C annf(h)” na str. 81) i liczne literéwki.

- Niektére zdania sa niezgrabne, np. ,Z powyzszych rozwazat, jedli v € E?, to dla
kazdego w € E%, w = oy dla pewnego i € J” (str. 60).

Podsumowujac, stwicrdzam, ze wyniki przedstawione w rozprawie sg oryginalnymi roz-
wigzaniami kilku trudnych i istotnych dla teorii pier§cieni nieprzemiennych probleméw
naukowych i w tym zakresie spelniajg wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Uwa-
zam jednak, ze redakcja rozprawy od strony formalnej i merytorycznej wymaga poprawy,
z uwzglednieniem przedstawionych powyzej uwag. Ufam, ze na podstawie poprawione] wer-
sji rozprawy p. mgr Grzegorz Bajor bedzie mégl przystapié do dalszych ctapéw przewodu
doktorskiego.
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Wydzial Informatyki
Politechnika Bialostocki

Recenzja poprawionej rozprawy doktorskiej pana mgr. Grzegorza Bajora
pt. Konstrukcje pierscieni posiodajacych wybrane wlasnosei algebraiczne

Tematyke rozprawy, jej cel, wyniki i ich znaczenie oméwilem w recenzji (z dnia 19 paz-
dziernika 2023 r.) pierwszej wersji rozprawy. W podsumowaniu tej recenzji stwierdzilem, ze
~wyniki przedstawione w rozprawie sg oryginalnymi rozwiazaniami kilku trudnych i istot-
nych dla teorii pierScieni nieprzemiennych probleméw naukowycl i w tym zakresie spel-
niajag wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Uwazam jednak, ze redakcja rozprawy
od strony formalnej 1 merytorycznej wymaga poprawy”, z uwzglednieniem uwag przedsta-
wionych w recenzji.

Poprawiona rozprawa liczy 89 stron, czyli o jedng strone muiej niz jej pierwotna wersja.
W poprawionej wersji rozprawy zachowano poprzedrni jej podzial na rozdzialy i pedroz-
dzialy (nieco zmieniajac tytul rozdziatu 5). Réwniez zachowano kolejno$é prezentowanych
rezultatow, za wyjatkiem:

- zmiany kolejnosci lematow 2.2.4 1 2.2.5 (ktdre przestawiono zgodnie z sugestia
recenzenta) oraz przykladu 2.2.4 i definicji 2.2.7;
- zmiany kolejnodci przykladow 3.1.1 1 3.1.2 oraz stwierdzenia 3.1.3:
- umieszezenia dotychezasowego przykladn 3.1.2 zaraz po definicji 3.1.1 (nadajac
mu numer 3.1.1).
W poprawionej wersji dodano kilka nowyeh przykladéw (3.1.3, 3.1.4, 3.1.5, 4.2.1) i zmody-
fikowano dotychezasowy przyklad 2.2.4. Ponadto istotnie zmieniono stormulowania twicr-
dzenia 2.1.2 oraz (zgoduie z sugestia vecenzenta) lematéw 5.3.2 i 5.3.3, a takze poprawiono
kilka definicji i rezultatéw (up. definicje 1.1.11 i 2.2.3, lemat 3.1.4, stwierdzenie 4.2.4).
Uklad poprawione] tozprawy oceniam jako prawidlowy.

Czegsé rozumowan przedstawiono w poprawione] wersji w sposoh bardzie] klarowny
i szezegblowy niz w wersji poprzednicj (np. dowdd stwierdzenia 3.1.3, dowdd twierdze-
nia 4.2.1, tekst na str. 73-74, dowdd lematu 5.2.1). W wielu micjscach przeredagowano
tekst, dokonano zmian jezvkowych (zmieniajac dotychezasowe sformulowania na zgrab-
niejsze), usunieto tez literdwki. Poprawiono bibliografie, usuwajac z niej pozycje. ktore nie
byty cytowane. W moje} ocenie zmiany te istotnic poprawily strong redakeyjna rozprawy.

W poprawionej rozprawie zostaly wwzglednione wszystkie moje uwagi, zapewne rowniez
uwagl pozostalych recenzentdw. Dostrzeglem w niej kilka drobnych niedociagnieé¢ (np.
niejasna definicja 2.2.5, odwotanie na str. 49 do nieistniejacego przykladu 4.1, pozycje
(16], {20] i i39] bibliografii), ktore nie zmieniaja mojej ogdlnie pozytywnej oceny strony
redakeyjnej poprawionej rozprawy.

Podsumowujae, stwierdzam ponownie, ze wyniki przedstawione w rozprawie sy orygi-
nalnymi rozwiazaniami kilku trudnych i istotnych dla teorii pierdcieni nieprzernienwych
probleméw naukowych i w tym zakresie spelniaja wymagania stawiane rozprawom dok-
torskim. Ponadto w wersji podlegajacej obecnie ocenie, redakcja rozprawy spehia kryteria
jakimi pod tym wzgledem powinna sie charakteryzowad rozprawa doktorska. Wnosze o do-
puszezenie mgr. Grzegorza Bajora do dalszych etapdéw przewodu doktorskiego.
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