Recenzja rozprawy doktorskiej p. mgr. Grzegorza
Bajora, p.t. Konstrukcje pierscieni posiadajgcych
wybrane wfasnosci algebraiczne

Tematem recenzowanej rozprawy doktorskiej sg pewne wtasnosci algebr o strukturze
zadanej przez grafy, w szczegdlnosci algebr $ciezek Leavitta. Praca oparta jest na
nastepujgcych trzech pracach, ktérych wspétautorem jest p. Bajor:

[1] G. Bajor, L. van Wyk, M. Ziembowski, Construction of a class of maximal
commutative subalgebras of prime Leavitt path algebras, Forum Math. 33 (2021),
1573-90.

[2] G. Bajor, M. Ziembowski, An annihilator condition for Leavitt path algebras,
Publ. Math. Debrecen 95 (2019), 169-185.

[3] G. Bajor, M. Ziembowski, Annihilator condition does not pass to polynomials
and power series, J. Pure Appl. Algebra 223 (2019), 3869-78.

Rozprawa skfada sie z pieciu rozdziatéw, dwa pierwsze majg charakter wstepny i
przegladowo-historyczny, trzy pozostate zawierajg oryginalne i cze$ciowo w powyzszych
artykutach opublikowane wyniki. Bibliografia obejmuje 80 pozycji. Praca nie zawiera
koncowych konkluzji.

Pierwszy rozdziat rozprawy zawiera skrotowy opis jej treSci oraz podstawowe
definicie, niektére znane z elementarnego kursu teorii pierscieni (na przyktad ideatu,
pierécienia wielomianéw itp.) inne nieco bardziej zaawansowane. W rozdziale tym
pojawiajg sie pewne niejasnosci. Na przyktad w przytoczonej na stronie 8 definicji
pierscienia z warunkiem anihilatorowym (a.c.) nie jest jasne, czym jest / (czy jest tym
samym, co ideat V| o ktorym mowa wczesnigj?). Podobnie na stronie 11 mamy
niejasnosé, wynikajgcg z braku rozréznienia pomiedzy pojeciem zbioru (elementy zbioru
sg nieuporzadkowane) a ciggu (tu elementy sg uporzagdkowane). Z kolei na stronie 13
wprowadzono oznaczenie K<X>, z ktdrego dalej autor nie korzysta (domyslaé sie nalezy,
ze zastgpit je przez <X>). Pomijajgc te drobne niedociggniecia, pierwszy rozdziat pracy
jest dobrym do niej wprowadzeniem nie tylko niezbednym ale i wielce przydatnym do
tatwego jej czytania.

Rozdziat drugi zawiera przeglgdowe wprowadzenie do teorii algebr Sciezek
Leavitta, oparte w duzej mierze na istniejgcej literaturze. Czyta sie go bardzo dobrze i
stanowi on rzetelne przygotowanie do prezentowanych pdzniej oryginalinych wynikéw
autora rozprawy. Co prawda tre$é drugiego akapitu podrozdziatu 2.1 nie odpowiada tresci
akapitu trzeciego, w ktorym wiasno$¢ IBN jest zdefiniowana poprawnie (méwi ona o
liczebnosci bazy wolnej a nie o liczebnosci modutu o takiej bazie, jak sugeruje poprzedni
akapit), ale mozna te niescistoS¢ wyttumaczy¢ ograniczeniami czasowymi, ktore nie
pozwolity autorowi na doktadne przeczytanie tekstu. Drobne uchybienia w opisie algebr
Cuntza na stronie 18 (na przyktad C*-algebra jest podalgebra algebry operatorow
ograniczonych, nie za$ wszystkich operatorow na przestrzeni Hilberta jak sugeruje
pierwszy akapit na stronie 18; w wyjasnieniu czym jest izometria, ktére znajduje sie w
Twierdzeniu 2.1.2 brakuje prawej strony rownosci S*S=/), fatwo wybaczy¢ autorowi, ktory
nie jest specjalista w teorii algebr operatorowych. Wysitek wiozony w zebranie i
przedstawienie w spdjny sposdb wiadomosci na temat algebr Leavitta jest godzien
pochwaty.



Rozdziat trzeci, w ktérym autor omawia wiasnos$ci anihilatorowe w algebrze $ciezek
Leavitta zawiera pierwsze oryginalne wyniki i opiera sie na artykule [2] napisanym przez p.
mgr Bajora we wspdtpracy z promotorem. Uwaga jest szczegdlnie skupiona na wasnosci
(A), ktéra jest zdefiniowana jako niezerowos¢ anihilatora dowolnego ideatu ztozonego
wytgcznie z dzielnikObw zera. Podsumowanie rozwazan na ten temat zawarte jest w
gtownych twierdzeniach t.j. Twierdzeniu 3.1.8 i Twierdzeniu 3.1.9, ktore wigzg wtasnosé
(A) w algebrze Sciezek Leavitta grafu £ z konkretnymi wtasno$ciami tego grafu. Nie ma
watpliwosci, ze ta charakteryzacja jest bardzo istotna i moze mieé szerokie zastosowania
takze w teorii algebr operatoréw.

Rozdziat czwarty napisany jest na podstawie pracy' [1]: Jego tematykg jest
konstrukcja maksymalnych przemiennych podalgebr w pierwszych algebrach Sciezek
Leavitta. Autor skupia sie tu gtdwnie na udowodnieniu Twierdzenia 4.2.1, ktére
przedstawia trzy konkretne konstrukcje maksymalnej podalgebry przemiennej pierwszej
algebry Sciezek Leavitta. Konstrukcje te podane sg dla trzech réznych typow graféw.
Dowdd twierdzenia jest ztozony i z pewnoscig nietrywialny; opiera sie na dogtebnej
analizie struktury algebr Leavitta i szczegotowej analizie przypadkow. Rozdziat konczy sie
uwagami na temat maksymalnych przemiennych podalgebr w algebrach $ciezek Leavitta
nad przemiennym pierscieniem (a nie tylko nad ciatem, jak do tej pory). Autor przedstawia
migdzy innymi nowy, oryginalny dowdd postaci takiej algebry opisany wczesniej przez
C.G. Canto i A. Nasr-Isfahani.

Pigty i ostatni rozdziat rozprawy przedstawia wyniki uzyskane w pracy [3]
dotyczgce pierscieni spetiajacych prawy warunek anihilatorowy (w literaturze fachowej
okreslany skrotem a.c.). Konkretnie, autor pokazuje, ze spetianie warunku a.c. przez
dany pierscien R nie jest ani konieczne, ani wystarczajgce do tego aby warunek ten
spetniaty pierscienie wielomiandw lub szeregdéw formalnych o wspodtczynnikach z R.
Dowéd opiera sie na jawnej konstrukcji odpowiednich pierdcieni. Motywujgc zajecie sie
tym problemem autor powotuje sie na pytanie zadane w pracy autoréw C.Y. Hong, N.K.
Kim, Y. Lee oraz S.J. Ryu. O ile jednak rozumiem pierwszy akapit rozdziatu 5.1. to nie
odzwierciedla on uzyskanego wyniku; autor odpowiada pozytywnie na pytanie czy istnieje
pierscien R spefniajgcy warunek a.c., taki jednak, ze pierscienie wielomiandw Iub
szeregdbw formalnych o wspdiczynnikach z R warunku tego nie spefniajg, nie za$
negatywnie jak twierdzi.

Podsumowujgc, recenzowana rozprawa zawiera wiele oryginalnych wynikdéw, w
duzej mierze opublikowanych w renomowanych czasopismach migdzynarodowych.
Pomimo pewnych niescistosci i niedociggniec (o ktdérych wspomniano powyzej), uwazam,
ze w petni spetnia warunki wymagane od pracy doktorskiej i oceniam jg jako bardzo
dobra.

Na zakonczenie recenzji chciatbym zwrdcié uwage autorowi na fakt, ze nie
wszyscy matematycy sg mezczyznami. Poniewaz jezyk polski rozroznia pomiedzy
rodzajami warto pokusi¢ sie o sprawdzenie, czy przywotywana postac jest kobietg czy
mezczyzng. Pan mgr Bajor nagminnie zaktada, ze autorzy prac matematycznych sa
mezczyznami. W przypadku, gdy nie jest to jasne, na przyktad w przypadku nazwisk
dalekowschodnich takich jak Chan Yong Hong lub 0séb nieznanych mozna zawsze tak
sformutowac¢ zdanie, aby unikng¢ wskazania pfci, nie za$ zaktadad, ze jest to pte¢ meska,
jak robi to autor na stronie 70 piszac: pytanie zadane przez Honga. Gdy jednak chodzi o
Maryam Mirzakhani, pierwszg kobiete, ktora otrzymata Medal Fieldsa, napisa¢ dowdéd
tego twierdzenia zostat przedstawiony przez Mirzakhaniego (strona 46 omawiane]



pracy) to tak, jakby powiedzieé, ze polon zostat odkryty przez Sktodowskiego. Jezeli
recenzowana rozprawa ma by¢ gdziekolwiek publikowana lub przechowywana w
bibliotece publicznej, usilnie prosze o usuniecie wszelkich zwrotow mogacych sugerowad
mizoginie.
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Recenzja (poprawionej) rozprawy doktorskiej p. mgr.
Grzegorza Bajora, p.t. Konstrukcje pierscieni
posiadajgcych wybrane wifasnosci algebraiczne

Tematem recenzowanej rozprawy doktorskiej sa pewne wtasnosci algebr o strukturze
zadanej przez grafy, w szczegdlnosci algebr sciezek Leavitta. Praca oparta jest na
nastepujgcych trzech artykutach, ktérych wspoétautorem jest p. mgr Bajor:

[1] G. Bajor, L. van Wyk, M. Ziembowski, Construction of a class of maximal
commutative subalgebras of prime Leavitt path algebras, Forum Math. 33 (2021),
1573-90.

[2] G. Bajor, M. Ziembowski, An annihilator condition for Leavitt path algebras,
Publ. Math. Debrecen 95 (2019), 169-185.

[3] G. Bajor, M. Ziembowski, Annihilator condition does not pass to polynomials
and power series, J. Pure Appl. Algebra 223 (2019), 3869-78.

Rozprawa skiada sie z pieciu rozdziatdw, dwa pierwsze majg charakter wstepny i
przegladowo-historyczny, trzy pozostate zawierajg oryginalne i czesciowo w powyzszych
artykutach opublikowane wyniki. Bibliografia obejmuje 52 pozycje (w poprzedniej wersji:
80 pozyciji). Praca nie zawiera koricowych konkluzji.

Pierwszy rozdziat rozprawy zawiera skrétowy opis jej tresci oraz podstawowe
definicje, niektdére znane z elementarnego kursu teorii pierscieni (na przykiad ideatu,
pierscienia wielomianéw itp.) inne nieco bardziej zaawansowane. W poréwnaniu z
poprzednig wersjg, z obecnej usunieto wskazane w recenzji niejasnosci i niedociagniecia i
pozostaje mi jedynie powtorzy¢ wczesniej wyrazong opinie, ze pierwszy rozdziat rozprawy
jest dobrym do niej wprowadzeniem nie tylko niezbednym ale i wielce przydatnym do
tatwego jej czytania.

Rozdziat drugi zawiera przegladowe wprowadzenie do teorii algebr sSciezek
Leavitta, oparte w duzej mierze na istniejacej literaturze. Czyta sie go bardzo dobrze i
stanowi on rzetelne przygotowanie do prezentowanych pdzniej oryginalnych wynikéw
autora rozprawy. Podobnie jak w przypadku rozdziatu pierwszego, wprowadzono
sugerowane przez tego recenzenta poprawki, stusznie ignorujgc “na przyktad C*-algebra
jest podalgebrg algebry operatorow ograniczonych, nie za$ wszystkich operatoréw na
przestrzeni Hilberta jak sugeruje pierwszy akapit na stronie 18”, jako ze operatory
ograniczone na przestrzeni Hilberta sg tym samym co operatory ciggte, a to ostatnie jest i
byto jasno powiedziane (niestety zostato przeze mnie przeoczone, za co p. mgr. Bajora
przepraszam). Powt6rze poprzednia opinie, ze wysitek wtozony w zebranie i
przedstawienie w spdjny sposdb wiadomosci na temat algebr Leavitta jest godzien
pochwaty.

Rozdziat trzeci, w ktorym autor omawia wtasnosci anihilatorowe w algebrze $ciezek
Leavitta zawiera pierwsze oryginalne wyniki i opiera sie na artykule [2] napisanym przez p.
mgr. Bajora we wspofpracy z promotorem. Uwaga jest szczegdlnie skupiona na wtasnosci
(A), ktéra jest zdefiniowana jako niezerowos$é anihilatora dowolnego ideatu ztozonego
wytacznie z dzielnikdbw zera. Podsumowanie rozwazan na ten temat zawarte jest w
gtownych twierdzeniach t.j. Twierdzeniu 3.1.8 i Twierdzeniu 3.1.9, ktére wigzg wiasnosé
(A) w algebrze Sciezek Leavitta grafu E z konkretnymi wtasnos$ciami tego grafu. Nie ma
watpliwosci, ze ta charakteryzacja jest bardzo istotna i moze mie¢ szerokie zastosowania



takze w teorii algebr operatorow. W porownaniu z wczesniejsza wersjg pracy, dyskusje
wzbogacono miedzy innymi o przyktady, ktére bardzo dobrze ilustrujg rozwazane pojecia.

Rozdziat czwarty napisany jest na podstawie artykutu [1]. Jego tematyka jest
konstrukcja maksymalnych przemiennych podalgebr w pierwszych algebrach Sciezek
Leavitta. Autor skupia sie tu gtdwnie na udowodnieniu Twierdzenia 4.2.1, ktore
przedstawia trzy konkretne konstrukcje maksymalnej podalgebry przemiennej pierwszej
algebry $ciezek Leavitta. W porownaniu z poprzednig wersjg rozdziat ten zyskat na
uwazniejszym wykorzystaniu wynikdéw juz opublikowanych, sprecyzowaniu argumentaciji i
na bardziej przystepnym przedstawieniu ztozonego i z pewnoscia nietrywialnego dowodu
gtownego twierdzenia. Ten recenzent odnotowuje réwniez z satysfakcjg, ze Maryam
Mirzakhani jest znowu kobieta.

Pigty i ostatni rozdziat rozprawy przedstawia wyniki uzyskane w pracy [3]
dotyczace pierscieni spetniajgcych prawy warunek anihilatorowy (w literaturze fachowej
okreslany skrétem a.c.). Konkretnie, autor pokazuje, ze spetnianie warunku a.c. przez
dany pierscien R nie jest ani konieczne, ani wystarczajgce do tego aby warunek ten
spetniaty pierscienie wielomiandéw lub szeregéw formalnych o wspdtczynnikach z R.
Dowdd opiera sie na jawnej konstrukcji odpowiednich pierscieni. W poréwnaniu z
poprzednig wersjg, autor sprecyzowat streszczenie uzyskanych wynikéw a takze uzupetnit
niektére elementy dowoddw.

Podsumowujgc, recenzowana rozprawa zawiera wiele oryginalnych wynikoéw, w
duzej mierze opublikowanych w renomowanych czasopismach miedzynarodowych.
Niescistosci i niedociggniecia, ktore zwrécity uwage tego recenzenta zostaty usuniete. W
innych miejscach praca zyskata na sprecyzowaniu argumentacji i uzupetnieniach. Nie
mam watpliwosci, ze recenzowana rozprawa w petni spetnia warunki wymagane od pracy
doktorskiej i oceniam jg jako bardzo dobra.
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