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On Reduced Spherical Bodies

Jednym z podstawowych funkcjonatéw uzywanych do badania zbioréw wy-
puktych jest funkcjonal szerokosci. W szczegdlnosci, istotna role w teorii ciat
wypuktych odgrywa klasa cial o statej szerokosci oraz szersza klasa zreduko-
wanych cial wypuktych. Badania zredukowanych ciat wypuktych w przestrze-
niach euklidesowych rozpoczete przez E. Heila w 1987 roku, byty kontynu-
owane przez wielu autoréw. Proba przeniesienia tych wynikéw na geometrie
zbioréw wypuktych na sferze zostata zainicjowana przez Marka Lassaka w
2015 roku. Nie jest to trywialne zadanie poniewaz brak pojecia rownolegtosci
na sferze wymusza wprowadzenie nowych definicji i metod. Magister Michat
Musiclak wtaczyt sie w ten nurt badan. Podstawa jego rozprawy doktorskicj
jest pie¢ artykuléw (trzy - z promotorem, dwa - samodzielne) po$wieconych
roznym aspektom zredukowanych cial wypuktych na sferze. Z o$wiadczenia
promotora wynika, ze wktad Pana Michala Musielaka w prace wspolne jest
nie mniejszy niz wktad wspotautora.

Przedstawiona do recenzji praca doktorska zawiera wprowadzenie do prezen-
towanych w pieciu artykutach zagadnien, oméwienie wynikow tych artykutow
oraz zatacznik ze wszystkimi artykutami. Wprowadzenie jest zwiezte, ale bar-
dzo staranne. W omoéwieniu wynikow doktorant przejrzyscie zaprezentowat
najciekawsze rezultaty prac.

Dwa pierwsze artykuly ('Reduced spherical convex bodies’ oraz ’Spherical
convex bodies of constant width’) odnosza sie do zwigzkéw pomiedzy kla-
sami zredukowanych cial wypuktych i ciat o statej szerokosci. Wiadomo, ze
w przestrzeniach euklidesowych zbiory zredukowane gladkie (dla wymiaru 2
wystarczy zalozenie Scistej wypuktosci) maja stala szerokosé. Odpowiedz na
pytanie czy dla wyzszych wymiaréw mozna w tym problemie gtadko$¢ zasta-
pic¢ Scista wypuktoscig nie jest znana. W przypadku cial wypuktych na sferze
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przetomowa okazuje sie by¢ szerokos¢ 7. Dla wymiaru 2 autorzy udowodnili,
ze zredukowane ciala wypukle o szerokosci wiekszej niz 7 maja stala szero-
kos¢ (i sg gtadkie), a zredukowane ciata wypukte o szerokodci mniejszej niz 7,
jesli sa scisle wypukle, to maja stata szerokosé (i odwrotnie). W przypadku
dowolnego wymiaru sfery, autorom udalo sie pokazaé¢, ze zredukowane ciata
wypukte o szerokosci wiekszej niz = sa gltadkie, a o szerokosci mniejszej niz
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5 sa scisle wypukfte.

W kolejnej pracy ("Diameter of reduced spherical convex bodies’) autorzy
badaja zwiazki pomiedzy srednica a gruboscia zredukowanych ciat wypuktych
na sferze dwuwymiarowe;j.

Artykut czwarty ('Covering a reduced spherical body by a disk’) podaje
oszacowanie na promien dysku zawierajacego zredukowane ciato wypukle na
sferze dwuwymiarowej. Autorowi udato sie zrecznie sprowadzi¢ przypadek
ogblny do przypadkéw takich jak éwiartka sfery i trojkat rownoboczny, dla
ktorych wyliczyt metodami trygonometrii sferycznej promienie kot opisanych
na tych zbiorach.

W ostatnim artykule ("Covering a reduced spherical polygon by a disk’) au-
tor dowodzi, ze zredukowany wielokat na sferze mozna pokry¢ dyskiem o
srodku lezacym na brzegu wielokata i o promieniu rownym grubo$ci rozpa-
trywanego wielokata. Twierdzenie to jest odpowiednikiem wyniku znanego
dla zredukowanych wielokatéw na ptaszczyznie.

Oceniajac catos¢ wynikow, stwierdzam, ze doktorant gicboko wniknat w te-
matyke zredukowanych cial wypuktych i wykazal sie pomystowoscia oraz
technicznymi umiejetnosciami w badaniu tych cial na sferze (gloéwnie na
sferze dwuwymiarowej). Sadzac po technicznych trudnosciach dowodéw dla
przypadku sfery dwuwymiarowej mozna przypuscic, ze uogoélnienie tych wy-
nikow na wyzsze wymiary nie jest sprawa tatwa. W dowodach autor sto-
suje klasyczne metody geometrii zbioréw wypuktych - pétsfery podpierajace
(odpowiednik ptaszczyzn podpierajacych), punkty ekstremalne, ciato polarne
itp. Autor wykorzystuje tez techniki trygonometrii sferycznej i proste metody
analityczne (gtéwnie w pracy (4)). Dowody czesto wymagaja rozpatrywania
wielu przypadkéw i nierzadko sporej pomystowosci.

Wszystkie przedstawione do oceny pracy sa starannie i przejrzyscie napisa-
ne z dbatoscia w przedstawieniu odniesien do literatury i wynikow innych
autorow.



W Streszczeniu w wersji polskiej i angielskiej wkradta sie drobna pomytka
- publikacje o numerach III i IV sg zamienione miejscami w stosunku do
uktadu w przedstawionej pracy.

Reasumujac stwierdzam, ze rozprawa doktorska 'On Reduced Spherical Bo-
dies spelnia warunki okreslone w ustawie o stopniach i tytutach naukowych i
wnioskuje o dopuszczenie mgr Michata Musielaka do dalszych etapow prze-

wodu doktorskiego.
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