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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Joanny Chybowskiej-Sokét pt.
,Kolorowania geometrycznych graféw przecie¢”

Omoéwienie zawartosci rozprawy

Rozprawa doktorska mgr Joanny Chybowskiej-Sokdt koncentruje si¢ na kliku problemach
z pogranicza geometrii dyskretnej i algorytmiki. Rozprawe mozna podzieli¢ na dwie czedci:
w pierwszej, bardziej technicznej, rozwazane sa spelniajace rozmaite obostrzenia kolorowania
plaszczyzny, w drugiej czesci przedstawiono szereg algorytméw (off-line oraz on-line) kolorowania
grafow przecieé¢ prostych obiektoéw geometrycznych, takich jak przedziaty czy kota na plaszczyznie.
Czesé ta w pomyslowy sposdb wykorzystuje techniczne wyniki uzyskane w pierwszej czesci
rozZprawy.

Kolorowania ptlaszczyzny. Przedmiotem badan pierwszej czesci pracy sa kolorowania ptasz-
czyzny R?. Formalnie, dla ustalonego zbioru liczb rzeczywistych dodatnich D definiujemy graf G p,
ktérego zbiorem wierzchotkéw sa wszystkie punkty plaszczyzny R? a zbiorem krawedzi wszystkie
pary punktéw plaszczyzny w odlegtodci bedacej liczba w zbiorze D. Naszym celem jest poko-
lorowanie grafu Gp, to jest takie przypisanie wierzchotkom grafu Gp koloréw, by kazde dwa
polaczone krawedzig otrzymaly rézny kolor. Minimalng liczbe koloréw niezbedna do pokolorowa-
nia Gp nazywamy liczbg chromatyczng Gp. Problem szacowania liczby chromatycznej graféw
Gp byl rozwazany przez badaczy zajmujacych sie ré6znymi dziedzinami matematyki, takimi
jak kombinatoryka, topologia czy teoria miary. Najbardziej znanym wsrdod nich jest problem
szacowania liczby chromatycznej grafu Gy (znany jako problem Hadwigera-Nelsona): aktualnie
wiadomo, ze liczba chromatyczna grafu Gy jest nie wigksza niz 7 i nie jest mniejsza niz 5. Po-
nadto, rozwaza sie¢ wiele réznych wariantéw kolorowan grafu Gp i w obszar tych badan wpisuje
sie pierwsza cze$¢ tej rozprawy.

Rozdzial 3 pracy koncentruje si¢ na badaniu wlasnosci chromatycznych grafu G|y 5) w zaleznosci
od parametru o > 1. Wybér tych graféw nie jest przypadkowy — jak okaze sie w kolejnych
czgsciach pracy kolorowania grafu G|y 5) beda mialy kluczowe znaczenie dla konstrukeji wydajnych
algorytméw on-line kolorowania graféw przecie¢ prostych obiektow geometrycznych.

Rozdzial 3 wprowadza pewna ogélna metodg kolorowania grafow G|y 5. W metodzie tej plasz-
czyzne pokrywa sie roztacznymi heksagonami o Srednicy 1, przy czym brzegi heksagonéw defi-
niuje sie tak, aby odlegto$é dwdch punktéw z heksagonu byla istotnie mniejsza niz 1. Pokrycie
takie nazywamy kafelkowaniem plaszczyzny. Nastepnie, rozwaza sie kolorowania ptaszczyzny,
w ktorych punkty kazdego heksagonu otrzymuja ten sam kolor; kolorowanie grafu Gy 5] sprowa-
dza sie wowczas do takiego pokolorowania heksagonéw, aby kazde dwa o tym samym kolorze
znajdowaly sie w odleglosci co najmniej 0. W zaprezentowanej metodzie autorzy (Grytczuk,
Junosza-Szaniawski, Chybowska-Sok6t i Wesek) ograniczaja sie do kolorowan, w ktorych heksa-
gony kazdego koloru ,powtarzaja sie” na plaszczyznie wedtug pewnego wzorca, zaleznego od
dwéch parametréw okreslajacych wektor translacji pomiedzy heksagonami tego samego koloru.
Okazuje sig, ze metoda ta jest uniwersalna i bardzo uzyteczna: metoda ta mozna uzyskaé wiele

najlepszych ograniczen gérnych na liczbe chromatyczna grafu G|y o), udowodnionych wezesniej
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przez Exoo czy Lonca, co wiecej, dla wielu parametréw o metoda ta pozwala skonstruowaé
kolorowania (czesto z pomoca komputera) dajace najlepsze aktualnie znane ograniczenia.

W dalszej czgsci rozdzialu 3 rozwazane sa tak zwane b-warstwowe kolorowania grafu Gy 4.
W kolorowaniach b-warstwowych wymaga sie, aby kazdy wierzcholek G|; 5 otrzymal krotke
zlozona z b koloréw tak, aby kazde dwa wierzcholki polaczone krawedzia w Gy ,] otrzymaly rézne
kolory (na wszystkich wspo6lrzednych obu krotek). Ponownie naszym celem jest zminimalizowanie
liczby wszystkich kolorow k wystepujacych na wierzchotkach Gy 5, ktéra w sposob oczywisty
rosnie wraz z liczba warstw b. Parametrem, ktory mierzy wydajnosé takich kolorowan, jest
utamkowa liczba chromatyczna grafu G|y 4, zdefiniowana jako infimum % wziete po wszystkich b-
warstwowych k-kolorowaniach grafu G|y 51. Oczywiscie, ulamkowa liczba chromatyczna moze by¢
istotnie lepsza od zwyklej liczby chromatycznej. Zaprezentowana w pracy metoda b-warstwowego
kolorowania plaszczyzny rozszerza opisang wcze$niej metode kolorowania heksagonéw. Tym
razem, plaszczyzne pokrywa sie b kafelkowaniami, zwanymi warstwami, ktore sa ,,réwnomiernie”
poprzesuwane wzgledem siebie w pionie i poziomie. Kolorowane sa heksagony ze wszystkich
warstw, tym razem jednak ten sam kolor moze by¢ przypisany heksagonom z réznych warstw,
o ile odlegto$¢ miedzy tymi heksagonami jest silnie wigksza od o. Oczywiscie, na krotke koloréw
kazdego punktu sktadaja sie kolory heksagondéw z kolejnych kafelkowan pokrywajacych ten punkt.
Wprowadzenie wielu warstw w kolorowaniu rozszerza przestrzen mozliwych wektoréw translacji
dla heksagonéw tego samego koloru, co pozwala otrzymywaé coraz lepszy stosunek % osiagany
przez b-warstwowe k-kolorowania grafu G; 5) (i tym samym uzyskiwac coraz lepsze ograniczenia
na ulamkows liczbe chromatyczna grafu Gy o).

Ostatnim wariantem kolorowania plaszczyzny rozwazanym w rozdziale 3 sa tak zwane L*(2,1)-
etykietowania plaszczyzny. Podobnie, w wariancie tym kolorowane sa heksagony (kolory utozsa-
miamy z liczbami naturalnymi), tym razem wymagamy jednak, by réznica koloréw heksagonéw
w odleglosci < o byla wieksza badz réwna od 2, za$ w odlegloéci (o, 20] wieksza badZ réwna 1.
Metody L*(2,1)-etykietowania plaszczyzny sa podobne do wezesniej opisanych i znéw dla wielu
przypadkéw pozwalaja uzyskaé najlepsze aktualnie znane ograniczenia gérne. Wazne sg tutaj
szczegolnie b-warstwowe L*(2,1)-etykietowania, ktére sa dalej wykorzystane przez algorytmy
on-line L(2, 1)-etykietujace grafy przecie¢ kol.

Rozdziaty 4 oraz 5 poéwiecone sa problemowi kolorowania on-line grafow przecieé prostych
obiektéw geometrycznych. Klasyczne algorytmy off-line kolorowania graféw znajg na wejéciu caly
graf i koloruja jego wierzchotki dysponujac catyg wiedza o strukturze grafu. W scenariuszu on-line
wierzchotki grafu pojawiaja sie stopniowo, jeden po drugim, algorytm on-line ma pokolorowaé je
tak, aby kazdy wierzchotek otrzymywal kolor juz w momencie pojawienia si¢ w grafie. Algorytmy
on-line nie znajg catego grafu w momencie kolorowania kolejnych wierzchotkéw i brak tej wiedzy
powoduje, ze algorytmy te wykorzystuja zazwyczaj wiecej koloréw od algorytméw off-line.

Rozdziat 4 pracy skupia si¢ na kolorowaniach on-line graféw przecieé kot. Zaktadamy wiec, ze
kota pojawiaja sie na plaszczyznie stopniowo, jedno po drugim, algorytm on-line koloruje kazde
koto w momencie jego pojawienia sie tak, aby kazde dwa przecinajace si¢ kota otrzymaly rézne
kolory oraz tak, aby liczba wszystkich wykorzystanych koloréw byla mozliwie najmniejsza. W tym
przypadku wydajnos¢ algorytméw mierzymy podajac stosunek liczby wykorzystanych kolordw
do liczby klikowej grafu wejSciowego — stosunek ten nazywamy wspdtczynnikiem kompetytywnosci
algorytmu on-line. Erlebach i Fiala wykazali, ze nie istnieje algorytm zapewniajacy ograniczony
wspotczynnik kompetytywnosci w przypadku, gdy prezentowane kota moga mie¢ dowolne $rednice.
Algorytm taki istnieje w przypadku, gdy ograniczymy sie do o-két, to jest do két, ktérych érednica
lezy w zbiorze [1, 0]. Fiala, Fishkin, i Fomin podali algorytm on-line kolorowania o-két, ktéry na
bazie pewnego ustalonego kolorowania heksagonalnego grafu G|y ) przypisuje kolory kolejnym
kotom. Wspélczynnik kompetytywnosci ich algorytmu jest rowny liczbie koloréw wykorzystanych
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w tym kolorowaniu grafu Gy .. Istotny przetom w badaniach nad tym problemem zostat dokonany
przez Junosze-Szaniawskiego, Rzazewskiego, Chybowska-Sokét i Weska, ktorzy w sprytny sposob
zmodyfikowali algorytm Fiali, Fishkina, i Fomina. Gtéwny ich pomyst polegal na tym, aby zwykle
kolorowanie heksagonalne plaszczyzny zastapié¢ kolorowaniem b-warstwowym. Zaproponowany
przez nich algorytm on-line kolorowania o-két ma wowczas wspdtczynnik kompetytywnosci
réwny % o ile tylko dysponujemy b-warstwowym k-kolorowaniem heksagonalnym grafu G|y o).
W szczegdlnosci, zaprezentowana przez nich metoda pozwala skonstruowaé algorytm on-line
kolorujacy kota jednostkowe (o $rednicy 1), ktérego wspdlczynnik kompetytywnosci jest istotnie
mniejszy od 5 (wspélezynnik ten osiagany byl przez najlepszy z wezes$niejszych algorytméw on-line
kolorujacych kola jednostkowe). Zaproponowana metoda jest do$¢ uniwersalna. Dla przyktadu,
wyniki dotyczace L*(2,1)-etykietowaii grafu G| 5 otrzymane w czedci pierwszej pozwalaja
otrzyma¢ aktualnie najlepsze algorytmy on-line L(2, 1)-etykietujace grafy przecieé¢ o-kot.

W rozdziale 5 pracy rozwazany jest problem kolorowania on-line przedziatéw. W ogdlnym
przypadku, gdy dtugo$¢ prezentowanych przedzialéw jest dowolna, Kierstead i Trotter skonstru-
owali algorytm on-line o wspélczynniku kompetytywnosci 3 i wykazali, ze algorytm o lepszym
wspotczynniku nie istnieje. Inaczej jest, gdy zatozymy, ze dlugosé prezentowanych przedziatow
spelnia pewne ograniczenia. Dla przykladu, wiadomo jest, ze istnieje 2-kompetytywny algorytm
on-line (First-Fit) kolorowania przedzialéw jednostkowych i ze w klasie tej nie istnieje algorytm o
wspdlczynniku istotnie mniejszym od % Pomimo intensywnych badan réznych grup badawczych
nie udalo si¢ poprawi¢ zadnego z tych prostych ograniczen. W tym kontekscie dosé¢ ciekawie
prezentuja sie gtéwne wyniki rozdziatu 5. Z jednej strony zapewniaja one istnienie algorytmu
on-line (2 4 o) —kompetytywnego kolorujacego przedzialy o dlugoséciach w przedziale [1,0]. A za-
tem, dla ustalonego o < 2 algorytm on-line kolorujacy przedzialy o dtugosciach w zbiorze [1, o]
ma wspbéleczynnik kompetytywnosci istotnie lepszy niz 3, a wiec jest lepszy od algorytmu Kier-
steada i Trottera. Z drugiej strony, dla dowolnego o > 1 nie istnieje algorytm %—kompetytywny
kolorujacy przedzialy o dlugosciach w zbiorze [1, o]. Metoda kolorowania o-przedzialéw jest w
zasadzie taka sama jak o-kol i opiera si¢ na b-warstwowym kolorowaniu grafu G|y ) zawgzonego
do prostej rzeczywistej.

Rozdzial 6 poswiecony jest problemowi L(2, 1)-etykietowania graféw przecie¢ két. W proble-
mie tym chcemy przypisaé liczby naturalne wierzchotkom grafu tak, aby liczby na sasiednich
wierzchotkach réznily sie co najmniej o 2, za$ na wierzchotkach, ktére maja wspodlnego sasiada,
co najmniej o 1. OczywisScie, celem jest tutaj znalezienie najmniejszej liczby naturalnej A takiej,
ze graf G posiada L(2,1)-etykietowanie liczbami naturalnymi ze zbioru {1,...,A}. Liczbe te
oznaczamy przez A(G). Hipoteza Griggsa i Yeha méwi, ze A\(G) < A?(G) dla kazdego grafu G
takiego, ze A(G) > 2, gdzie A(G) jest maksymalnym wierzcholtkiem grafu G. Hipoteza ta jest
udowodniona przez Haveta, Reeda i Sereniego dla graféw G takich, ze A(G) > 109,

Gléwne twierdzenia rozdzialu 6, bazujacego na pracy wspdlnej z Junosza-Szaniawskim i
Rzazewskim, zapewniaja, ze A\(G) < %AQ(G) + 25A(G) + 20 jezeli G jest grafem przecieé
kél, oraz A(G) < 14A(G) + 11 jezeli G jest grafem przecie¢ két jednostkowych. Wyniki te
potwierdzaja hipoteze Griggsa i Yeha dla graféw przecieé k6t o maksymalnym stopniu > 126
oraz dla graféw przecie¢ kot jednostkowych o maksymalnym stopniu > 15. Z drugiej strony,
podana jest konstrukcja rodziny graféw przecieé¢ két Gy o tej wlasnosci, ze A(Gy) = 4k + 1 oraz
A Gg) = 3A(Gg) — 4. Jak dotychczas nie sa znane konstrukcje grafu przecieé két, w ktérych A
rosnie ponadliniowo w zaleznosci od A.

Ocena rozprawy

Przedstawiona do recenzji praca zawiera kilka bardzo dobrych wynikéw dotyczacych réznych

wariantow problemu kolorowania plaszczyzny oraz kolorowania graféw przecie¢ dwuwymiarowych
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obiektéw geometrycznych. Wyniki te sa od siebie rézne, tzn. znajdujemy tam wyniki natury
technicznej jak i te oparte na ciekawych i oryginalnych pomystach. Pierwsza czesé pracy ma
charakter bardziej techniczny. Zaprezentowane w tej czesci metody kolorowania plaszczyzny
pozwalaja uzyskaé¢ dobre, w wielu przypadkach najlepsze znane ograniczenia na liczbe koloréw
dla réznych wariantéow kolorowania grafu G|y 5. Wyniki te sa wykorzystane w czesci drugiej
rozprawy do konstrukcji najlepszych aktualnie znanych algorytméw on-line kolorowania oraz
L(2, 1)-etykietowania graféw przecieé o-két (w szezegdlnosei kot jednostkowych). Na szczegdlna
uwage zastuguje piekny pomyst wykorzystania kolorowan warstwowych do konstrukcji tych
algorytméw. Warty odnotowania jest réwniez pomyst przeniesienia warstwowych kolorowan
plaszczyzny na warstwowe kolorowania prostej rzeczywistej, ktory pozwala uzyska¢ wydajne
algorytmy on-line kolorowania przedzialéw (najlepsze dla przedzialéw o dlugosciach w zbiorze
[1,2 — ¢]). Docenié¢ nalezy réwniez koncept ,cieniowania” heksagonéw, ktéry pozwala znaczaco
poprawi¢ stala addytywng przy szacowaniu wspotczynnikow kompetytywnosci zaprezentowanych
algorytméw on-line.

Walorem przedstawionej do oceny pracy jest jej sp6jnosé tematyczna. Wszystkie wyniki pracy
sg ze soba Scisle powiazane, wyniki jednej czesci pracy maja wplyw i inspiruja badania z innej
czesci rozprawy. Sama praca jest bardzo dobrze zredagowana, z obszernym odniesieniem do
wynikow uzyskanych przez innych badaczy zajmujacych sie podobna tematyka. Praca zawiera
nieliczne bledy edytorskie.

Rozprawa doktorska bazuje na trzech juz opublikowanych pracach, sposréd ktérych dwie sa
zamieszczone w czasopismach o wysokim prestizu, to jest w Discrete & Computational Geometry
oraz SIAM Journal on Discrete Mathematics. Wszystkie prace, na ktérych bazuje rozprawa, sa
wieloautorskie — pewnym jej mankamentem jest brak samodzielnych wynikéw autorki.

Konkluzja

Uwazam, ze przedlozona rozprawa doktorska spelnia wszystkie ustawowe i zwyczajowe wyma-
gania stawiane rozprawom doktorskim i stanowi wystarczajaca podstawe nadania mgr Joannie
Chybowskiej-Sokot stopnia doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki.



