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1 Uzasadnienie wyboru tematu rozprawy

Klasyczna teoria tkanin, czyli skonczonych rodzin foliacji na rozmaitosci, byta zalozona i aktywnie
rozgwijana w pierwszej potowie XX wieku przez szkote W. Blaschkego, co zostalo udokumentowane
w kilkunastu artykutach naukowych oraz w znanej ksigzce Blaschkego i Bola [9]'. Powodem takiego
zainteresowania tg teoria sa liczne jej zastosowania w geometrii rézniczkowej oraz réwnaniach roz-
niczkowych.

W drugiej potowie XX wicku teoria ta otrzymala nowe zycie w postaci badan jednoparametro-
wych rodzin foliacji (zwanych tkaninami Kroneckera) dzieki serii prac Gelfanda i Zakharevicha [23],
[GZ93, GZ00], w ktorych zostala zastosowana do lokalnej teorii tzw. calkowalnych uktadéw bihamil-
tonowskich.

Warto zaznaczyé, ze teoria tkanin Kroneckera poZniej wyszla za ramy teorii uktadow bihamilto-
nowskich i znalazta zastosowania w lokalnej teorii czgstkowych rownan rézniczkowych |Zak00, DK14,
KP17, Panl9).

Glownym zadaniem teorii tkanin tak klasycznych jak i Kroneckera jest zbudowanie lokalnych nie-
zmiennikow rozniczkowo geometrycznych pozwalajacych rozrozniaé rozmaite modele lokalne, wérod
ktorych zawsze znajduje sie model najprostszy, tzw. plaski (odpowiadajacy znikaniu torsji lub krzywi-
zny odpowiednich koneksji). Przy tym tkanina musi by¢ wystarczajaco ,bogata” zeby posiadaé takie
niezmienniki; przyktadowo tkanina skladajaca sie z n hiperpowierzchni w polozeniu ogdlnym na
rozmaitosci n-wymiarowej zawsze moze by¢ lokalnie ,wyprostowana”, czyli sprowadzona do zestawu
hiperplaszezyzn wspolrzedno$ciowych za pomocy lokalnego dyfeomorfizmu. Najprostszy nietrywialny
przyklad tkaniny daje 3-tkanina na plaszczyinie, czyli trzy foliacje 1-wymiarowe w polozeniu ogdl-
nym: dwie z nich oczywiécie lokalnie mozna wyprostowad, ale do jednoczesnego wyprostowania trze-
ciej mogy istnie¢ lokalne przeszkody. Ich znikanie pozwala znalezé lokalny uktad wspolrzednych, w
ktorym wszystkie trzy rodziny krzywych sg rodzinami prostych réwnolegtych.

Praktycznie jednoczesnie z teoria tkanin w powyzszym sensic powstala tez teoria tkanin z ttem”
zatdzmy, z¢ majac dwie foliacje JFi, Fo w polozeniu ogbélnym na plaszczyinie chcemy je wyprosto-
waé w obecnoSci geometrycznej struktury, ktéra zastepuje trzecig foliacje, np. forme objetosci €.
Przypadkowi ,plaskiemu” odpowiada tutaj trojka (Fy, Fo, Q) = ({z = const}, {y = const}, dx A dy).
Innym przyktadem tkaniny z ttem jest para lezandrowskich foliacji wraz ze struktura kontaktows na
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rozmaitosei, a badanie takich tkanin bylto rozpoczete w kontekscie lokalnej torii zwyczajnych rownan
rozniczkowych juz w pracy [Bol32].

W pionierskiej pracy [48] S. Tabachnikov rozpoczat unifikowane badania nad tkaninami z ttem.
W pracy tej zostaly okreslone pewne niezmienniki lokalne trojek (Fy, Fa,§2) trzech typow: (1) Q2 jest
formg objetodci, a foliacje Fi, Fy sg transwersalne dopelniajacych wymiarow; (2) €2 jest formg sym-
plektyczna, a Fi, F» sg transwersalnymi foliacjami lagranzowskimi; (3) € jest strukturs kotaktows,
a Fi, Fy s transwersalnymi foliacjami lezandrowskimi. Motywacja do rozpatrzenia trojek typu (2)
jest ich znaczenie w teorii kwantyzacji geometrycznej [28]. Ponadto takim strukturom po$wigcone sg
pozniejsze prace [20, 21| oraz wezesniejsza [51].

Celem danej rozprawy doktorskiej jest daleko idace uogdlnienie wynikow Tabacznikova dotyczace
struktur typu (1) 1 (2) oraz badanie trojek (Fi, Fa,§2), gdzie 2 jest formg symplektyczng, a Fq, Fy
sg transwersalnymi foliacjami symplektycznymi.

W pewnym sensie wyniki rozprawy dotyczgee ostatniego przypadku sg uogélnieniem wynikow
pracy [17], w ktorej badane byly lokalne niezmienniki bliskich struktur geometrycznych: trojek
(Fy, Fy, ), gdzie § jest formg symplektyczng, a Fy, Fy sg transwersalnymi podrozmaitosciami sym-
plektycznymi.

Podsumowujgc mozna powiedzie¢, ze temat pracy doktorskiej mgr Zubilewicza jest aktualny i
wpisuje sie we wspomniang, dziatke literatury matematycznej.

2 Opis tresci rozprawy oraz metod badan

Rozprawa sklada sie z 4 rozdzialéw oraz spisu literatury. W Rozdziale 1 znajduje si¢ gruntowne
wprowadzenie do przedmiotu w tym zarys teorii tkanin oraz wstepny opis wynikéw badan.

Rozdzial 2 jest napisany na podstawie jedynego opublikowanego artykulu mgr. Zubilewicza [18]
(we wspolautorstwie z promotorem rozprawy) i jest poswigcony tkaninom w geometrii unimodular-
nej (nogoélnieniu tkanin typu (1) powyzej). Rozdzial ten uogolnia wyniki Tabachnikova [48] w kilku
kierunkach, a przede wszystkim w kierunku rozpatrzenia n-tek foliacji (w przeciwienstwie do par
w [48]). W szczegdlnosei dla tego przypadku zostaly zdefiniowane nast¢pujace pojecia: tzw. tensor
niejednorodnosci; koneksja liniowa na pewnej wigzce kanonicznie stowarzyszone] z tkaning, plaskosé
ktorej jest réwnowazna z trywialnoscig tkaniny (powyzszy tensor ma naturalna interpretacje jako
tensor Ricciego koneksji kanonicznej). Ponadto za pomoca tego tensora powstaje pewnego rodzaju
klasyfikacja lokalna wszystkich kietkow tkanin unimodularnych: wykazano, ze kielek tkaniny jedno-
znacznie wyznacza si¢ przez warto$é tego tensora w punkcie oraz wartosdci formy objetodcl wzdluz
okreslonych podrozmaitosci zawierajacych ten punkt.

Nastepnie wyniki Rozdzialu 2 idg w kierunku uogélnienia na przypadek wiclowymiarowy ,nie-
zmiennika objetosciowego”, ktory zostal wprowadzony przez Tabachnikova w przypadku 2-wymiaro-
wym. W szezegdlnosei zostaly pokazane zwigzki tego niezimiennika z tensorem niejednorodnosci oraz
okreglone w jego terminach warunki trywialnosci tkaniny.

Ostatni podrozdzial Rozdzialu 2 jest poswiecony zarysowi mozliwych zastosowan tkanin unimo-
dularnych, a w szczegdlnosci tensora niejednorodnosci, do numerycznych obliczen w relatywistycznej
mechanice plynow.

Wyniki rozdzialow 3 1 4 rozprawy nie byly opublikowane wczedniej. Rozdzial 3 poswigcony jest
zastosowaniu wynikow rozdziatu 2 do tkanin typu (2) powyzej. Mianowicie warunek plaskosci tka-
niny formutuje si¢ (wzorem krzywizny sekcyjnej w geometrii riemannowskiej) w terminach znikania
niezmiennikéw zbudowanych w rozdziale 2 (tak krzywiznowych jak i objetosciowych”) na pewnych



podrozmaito$ciach wymiaru 2, ktore dziedzicza strukture tkaniny typu (2) bedaca jednoczesnie tka-
ning typu (1) z powodéw wymiarowych.

Ostatni, czwarty rozdzial rozprawy zawiera wyniki dotyczace lokalnych niezmiennikéw tzw. tka-
nin symplektycznych (Fi, Fa, ), gdzie  jest forma symplektyczng na rozmaitosci wymiaru 4n a JF;
sa transwersalnymi foliacjami symplektycznymi wymiaru 2n w potozeniu ogélnym. W szczegolnosei
zostala skonstruowana odpowiednia koneksja (a wlasciwie skonczona liczba koneksji ze wzgledu za-
leznosé od skoncezonej liczby wyborow) oraz zostaly podane warunki znikania jej torsji i krzywizny. W
przypadku 4-wymiarowym ponadto podana zostala odpowiednia posta¢ normalna tkaniny oraz zo-
stalo rozwigzane zagadnienie klasyfikacyjne takich tkanin. Klasyfikacja sprowadza si¢ do klasyfikacji
par kietkow funkeji od 2 zmiennych ze wzgledu na pewne dziatanie grupy SL(2, R). Znalezienie postaci
normalnej odpowiadajacej praypadkowi bez torsji i krzywizny jest mozliwe dzigki 1-wymiarowosci (i
jako wniosek - catkowalno$ci) dystrybucji wlasnych pewnego endomorfizmu podwiazki wigzki stycz-
nej. Na koncu rozdziatu znajduje si¢ cickawy przyklad w 8D, dla ktorego odpowiednie dystrybucje
nie sg catkowalne, co pokazuje istotny skok skomplikowanosci przy przejéciu do wyzszych wymiaréw.

3 Konkluzja

Rozprawa doktorska mgr M. Zubilewicza sprawia wrazenie solidnoéci z jednej strony, gdyz wyniki i
ich dowody sa bardzo precyzyjne i rzetelne, a z drugiej strony czyta si¢ z zainteresowanicm, gdyz
zawicra duzg liczbe przyktadow (tak znanych jak i nowych) oraz jest napisana bardzo zywym jezy-
kiem matematycznym. Pomocny dla czytelnika ze wzgledu na duzg objetos¢ pracy jest zawarty we
wprowadzeniu wstepny opis wynikéw badaii. Osobnej pochwaly zastuguja profesjonalnie wykonane
skomplikowane rysunki, ktore istotnie utatwiaja zrozumienie ilustrowanych pojeé.

Podczas pracy nad rozprawg pan Marcin wykazal sie obszerng erudycjg matematyczng w dzie-
dzinie szeroko pojetej geometrii rozniczkowej, czemu §wiadczeniem jest wyczerpujacy spis literatury
oraz mnostwo pojeé i metod matematycznych, ktore nalezalo opanowac.

Wyniki pracy sg interesujace i aktualne i z pewnoscig cala rozprawa zajmie wazne miejsce w
istniejgcej Swiatowe] literaturze matematycznej dotyczacej lokalnej geometrii rézniczkowej. Czedc
wynikow rozprawy jest opublikowana [18] w czasopismie Analysis and Mathematical Physics liczacym
100 p. w licie czasopism naukowych 1 recenzowanych materialow z konferencji miedzynarodowych
Ministerstwa Edukacji i Nauki. Mam nadzieje, ze wyniki nieopublikowane zostang zaprezentowane
najblizszej przysztosci w postaci jednego lub nawet dwoch osobnych artykutéw naukowych.

Perspektywiczng wydaje sie proba zastosowania uzyskanych wynikéw lub ich rozszerzenia do tka-
nin typu (3) (historycznie pierwszych tkanin z ttem) lub ogélniej do lokalnej teorii zwycajnych rownan
rozniczkowych. Innym potencjalnym kierunkiem rozwoju danych badan moze by¢ zastosowanie nie-
zmiennikéw dystrybucji niecatkowalnych do uzyskania form normalnych tkanin symplektycznych w
wyzszych wymiarach.

Podsumowujac uwazam ze mgr. Marcin Zubilewicz spelnia wszystkie niezbedne wymogi i zashu-
guje na nadanie mu stopnia Doktora Nauk Przyrodniczych w dyscyplinie Matematyka.
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