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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Malgorzaty Lazeckiej

SProperties of information-theoretic measures of conditional
dependence”

Testy warunkowej niezaleinosei odgrywaja wazng role w wielu problemach
statystyki 1 uczenia maszynowego, na przykiad w selekeji cech, rozpoznawa-
niu struktury modeli graficznych czy poszukiwaniu przycezynowoscel.  Dlatego
tematyka ta jest aktualnie popularna i intensywnie badana. Problematyka
rozwazana w ocenianej rozprawie doktorskiej rownies wpisuje sie w ten nurt.

Mgr Malgorzata Fazecka stusznie zauwaza, 2e warunkowa informacja wra-
jemna (z ang. conditional mutual information, CMI), czyli jedno z glownych
pojeé teoril informacji, ma wiele wlasnodel, dzieki ktérym moze by¢ uzywana
do badania warunkowej niezaleinodci miedzy zmiennymi. W rozprawie ograni-
czono sie do zmiennych dyskretnych i wykazano, 2e znalezienie asymptotycznego
rozkladu estymatora CMI nie jest zbyt klopotliwe. Niestety metoda ta napo-
tyka na znaczace trudnoset estymacyjne, co wymusza podejécie oparte na up-
roszezonych estymatorach CMI. Teoretyezne odpowiedniki tych ostatnich nie
posiadajg uzytecznych w testowaniu warunkowej niezaleznodei wiasnosei CMI,
co sprawia, ze ich analiza statystycsna jest znacznie trudniejsza. W rozprawie
problemy te zostaly rozwigzane, uzywajage metod wielokrotnego probkowania.
Wazna czesé rozwazan stanowi analiza numeryczna, w ktorej zbadano wlasnodci
raproponowanych metod. Zobrazowane zostaly zardéwno ich zalety, jak 1 wady.

Omowienie rosprawy doktorskiej

Rozdzial pierwszy rozpoczynajy definicje podstawowych pojec teorii infor-
macji {entropia, informacja wzajemna 1 ich warunkowe wersje) oraz niektore
ich wiasnosci. W czescl 1.1.2 omowiono ugyceie tych narzedzi w selekeji cech
1 uzasadniono fakt, ze kluczowym obicktem do badania jest warunkowa infor-
macja wzajemna, Nastepnie zdefiniowano informacje interakeying i jej zwigzki
7 entropia 1 informacja wzajemna. Podsumowaniem tej czeSci rozprawy jest
Twierdzenie 1.2.10, czyli rozwinigcie Mdbiusa CMI, ktore pozwala preedstawic
ja jako sume informaci interakeyjnych kolejnych stopni. Zatem kompletna es-
tymacja” CMI wymaga przyblizenia wszystkich informacji interakeyjnych (do



pewnego rzedu), co w praktyce zwykle skazane jest na porazke ze wzgledu na

niewystarczajaca liczbe obserwacji. Sprawia to, ze stosowane kryteria ograniczajy
sie do rozwinie¢ CMI rzedu dwa badz trzy.

W ezesei 1.4 zhadano asymptotyezne rozklady estymatorow iich uzytecznosé
w testowaniu warunkowej niezaleznosci. W Lemacie 1.4.2 przytoczono wezesnie]
gnang wlasnose estymatora CMI, ktéra mowd, ze pray warunkowej niezaleznosc
whagciwie przeskalowany estymator CMI ma asymptotycznie rozklad v 7 odpo-
wicdnig liczby stopni swobody. Sytuacja komplikuje sic w przypadku estyma-
tordw ucietych {Twierdzenie 1.4.6), gdyz tutaj postaé rozkladu granicanego za-
lezy od nieznanej w praktyce wielkosci DTS, gduie D jest gradientem funkeji
kryterialnej, a ¥ to asymptotyczna wariancja estymatora uzyskanego metoda
podstawiania czestodei (albo krocej, # ang., plug-in). Jesl wielkodé ta jest do-
datnia, to asymptotycznie mamy rozklad normaluy 2 klasyeznym rzedem Vit
W przeciwnym przypadku otrzymujemy modyfikacje rozkladu v? 2 rzedem n.
Juz w oty momencic mozna zauwazyé, ze ucinanie estymatorow CMI pociaga
za soba koniecznoéé ich centrowania, co bedzie generowalo pewne problemy
w praktyce. Twierdzenie 1.4.6 clegancko uogolnia fakty znane z prac |18, 20].

Sstymatory oparte na rozwinieciu rzedu dwa sg jeszeze dokladnie] omowione
w Lemacie 1.4.10 oraz Twierdzeniu 1.4.11 przy dodatkowym zalozenin, ze Y jest
binarne. Uzasaniono tu uzycie tych estymatorow do testowania serii poje-
dynezyeh hipotez o warunkowej niezaleznosci.

Wspomniane powyze]j klopoty z estymatorami CMI oraz ich ucigtymi wersja-
mi zostaly roswiazane w rozdziale drugim, uzywajac metod wielokrotnego prob-
kowania (z ang. bootstrap). Rozwazono cztery metody bootstrapowe: petne
probkowanie z rozkladu odpowiadajgcemu warunkowej niezaleznodel, jego czed-
ciowe odpowiedniki podobne do metody knockoffs |8] oraz wersje permutacyjna.
W kazdej sytuacji wyznaczono rozklad asymptotyczny estymatora typu plug-
in: Lematy 2.1.1 - 2.1.4. Nastepnie w ezedel 2.2.1 uzasadniono, ze asympto-
tyczny rozklad estymatora CMI (otrzymany w Lemacie 1.4.2) jest taki sam,
jak jego czterech bootstrapowych wersji. Pozwala to na konstrukeje asymp-
totycznych testow warunkowej niezaleznoscl, ktore wyprowadzone sg w czgdc
2.2.2. Ponadto dla dwoch metod wielokrotnego probkowania, ktore zachowujg
wymmientalnodé, otrzymano testy nieasymptotyczne.

Na koniec rozdzialu drugiego podjeto prébe zbadania asymptotycznego roz-
kladn bootstrapowej wersji estymatora ncietego. W Lemacie 2.3.1 udalo sig
uzyskaé odpowiednik Twierdzenia 1.4.6, gdy rozklad asymptotyczny jest nor-
malny.

Rozdzial trzeci zawicra wyniki cksperymentow numeryezinych, w ktorych
hadano wlasnodcei zaproponowanych metod na danych symulowanych. Rozwazo-
no zaréwno estymatory CMI, jak 1 ich wersje nciete. Te pierwsze byly reprezen-
towane przez estymator oparty na rozkladzie granicznym z Lematn 1.4.2, a takse
jego modyfikacje bazujace na wiclokrotnym probkowaniu (jak w pracy [41] lub
metody pordwnujace estymator CMT 2 kwantylami jego wersji bootstrapowych).
Rozwagzane estymatory uciete rzedu dwa bads ey to, niedostepny w prakiyce,



estymator z Twierdzenia 1.4.6, jego uproszezona wersja hazujaca na rozktadzie
x? oraz estymatory zwigzane z wiclokrotnym reprobkowaniem. Analizowano
gtéwnie prawdopodobienstwo bledu pierwszego i drugiego rodzaju procedur.

Whioski z przeprowadzonych badan zawarto w ezesel 3.3 zatytulowane] , Pod-
sumowanie eksperymentow”, ale wwla](‘ mi sie, 7e ten podrozdzial moina by
zatytulowad Podsumowanie rozprawy”. Znajdziemy tam wyczerpijgce omaowie-
nie probleméw zwiazanych 7 testowaniem warunkowej niezaleznoscl (oraz zapro-
ponowanyeh rozwigzan): poczawszy od klopotdw z estymacja CMI, a nastep-
nie 7 estymatorami ucietymi {(miejsce uciecia, dwoistodé rozkladu granicznego,
koniccznodé centrowania itd.). Nie zabraklo réwniez rozwazan dot :.y(:y,ac(:ycl'] uzy-
cia wynikow asymptotycznych do skoriczonych zhiorow danych

Uwagi

1) strona 16: informacja wzajemna oraz warunkowa informacja wzajemna
sg mylnie nazwane miarami sily zaleznosel 1 warunkowej zaleznodei. O obick-
tach tych nalezy raczej mysleé jak o indykatorach niezalesnodci, ktore jednakze
nie opisuja sity zaleznodci (¢ \11&1();,1('7111(‘ to nie kowariancja lecz jej unormowana
wersja opisuje sile zaleznosei). Dla preykladu, (X, Y) = H(X) dla X =Y, czyli
informacia wzajemna miedzy zmienng X a nig sama moze by¢ mata, jesli X ma
malg entropie. Dlatego bardzie) wlasciwe byloby uzywanie unormowane] infor-
macji wzajemnej. Jednakze fakt ten nie wplywa na poprawnosé rozumowan za-
wartych w rozprawie, co mozna zauwazy¢, na przyklad, przygladajge sie testom
opisanym w czesciach 2.2.2 orvaz 2.2.3,

2} kryteria selekeji cech oparte na informacji wzajemnej wymagaja, # oczy-
wistych wzgledow, ograniczenia licznosei cech rozwazanych kandydatow (w czedei
1.1.2 jest to warunek [T == k). Wydaje sie, e ten niewygodny warunck mogiby
by¢ pominiety, uzywajac kryteriow opartych na informacji wzajemnej z karg
(analogicznie jak w kryterium Akaike bads Schwarza). Cuzy tego typu (bads
podobne) procedury byly juz badane? Jegli tak, to z jakim skutkiem,

3) standardowe metody selekeji cech zwykle zakladajy pewien zwigzek miedzy
zmienng zalezng a predyktorami, na przyklad dla zmiennej binarnej czesto jest
to zalezno$é logistyczna. W oczywisty sposob zaweza to ogolnosé rozwazan.
Jednakze zalety tego podejécia jest mozliwosé sprawdzenia jakoScl otrzymanego
estymatora przy pomocy, na przykiad, predykeji na nowych obiektach (dobra
selekeja powinna pociggad dobrg predykeje). Co mogloby odgrywaé role tego
typu Lsprrezenia zwrotnego” w kryteriach opartych na informacii wzajemnej?

4) w dowodzie Lematu 2.1.1 rozumowanie prowadzone jest warunkowo (pray
ustalonyel (X5, Y5, Zi)is ). wiee Py Jest ustalonym ciagiem liczbowym. Zatem
niezbyt wiadciwe jest stwierdzenie, ze pe; jest zhicine prowie wszedzie. Ono jest
zhiczne albo nie jest. W dowodzie mozna prayjad, 2e jest zbieine, bo w zalozeniu
lematu napisane jest dla prowie wszystkich ciggow (X, Y5, Z,-),- 1. czyli juz na
poezatku mozna ograniczy¢ sie do tych cagow danych, ktove daja zbicznose pe;.
Podobnie dla Y. dowodu Lematu 2.1.2 itd.,




5) szkoda, ze w czesci eksperymentalnej rozprawy nie zbadano skutecznosci
rozwazanych metod w rozpoznawaniu struktury grafow badz w selekeji cech,
a takze nie porownano ich z innymi procedurami (na przykiad uzywajgcymi
bardziej restrykeyjnych zalozen). Zwlaszeza przypadek (dosy¢) duzych zbiorow
danych bytby ciekawy.

Konkluzja

Uwazam, ze rozprawa zawiera nowe i interesujace wyniki dotyczace testowa-
nia warunkowej niezaleznosci. Dowody twierdzen wymagaly od Kandydatki
opanowania do$¢ zaawansowanych narzedzi matematycznych i statystycznych,
a takze sumiennoéci, doktadnosei i rachunkowej wprawy. Ponadto umiejetne za-
proponowanie nowych metod niewatpliwie bazowato na dobrej znajomosci trud-
nych dzialow (badz ich fragmentow), jakimi sa teoria informacji czy wielokrotne
probkowanie.

Nie mam watpliwoéci, ze przedstawiona rozprawa doktorska spel-
nia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktor-
skim w dyscyplinie matematyka. Wnosz¢ o dopuszczenie mgr Mat-
gorzaty Lazeckiej do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Wojciech Rejchel



