Prof. dr hab. inz. Artur TYLISZCZAK
Katedra Maszyn Cieplnych
Politechnika Czestochowska

Al. Armii Krajowej 21

42-201 Czestochowa

tel.: (034) 3250505; fax: (034) 3250555

e-mail: artur.tyliszczak@pcz.pl Czestochowa, 15.01.2026

Recenzja

rozprawy doktorskiej mgr. inz. Jakuba Gateckiego pt. “Efficient and Scalable Application of
the Least-Squares Spectral/hp Element Method to Incompressible Flow Problems”
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1. Ocena ogdlna.

Tematyka pracy doktorskiej dotyczy rozwoju metody elementéw skorczonych w ujgciu
spektralnym w potaczeniu z metoda najmniejszych kwadratéw do rozwigzywania zagadnien
przeptywu plynu niescisliwego. W jezyku angielskim, Least-Squares Spectral/hp Element
Method, w skrocie LSFEM. Umozliwia ona modelowanie pola przeptywu w domenach
obliczeniowych o bardzo skomplikowanych ksztattach z doktadnoscig znacznie wigksza niz ta
uzyskiwana w oparciu o metode objetosci kontrolnych powszechnie stosowang w programach
CFD. Tym samym, udoskonalenie i analiza metody LSFEM s3 niewatpliwie wazne zaréwno z
naukowego jak i z praktycznego, inzynierskiego punktu widzenia. W mojej ocenie, temat
pracy i uzyte w niej metody kwalifikujg ja do dyscypliny inzynieria mechaniczna. Podstawy
teoretyczne LSFEM zostaty w pracy przedstawione w sposoéb bardzo szczegétowy. Precyzyjnie
omoéwiono stosowany algorytm obliczeniowy wraz ze specyfika jego implementacji i
stosowanymi bibliotekami matematycznymi. Przeprowadzono szereg testow majacych na celu
ocene poprawnosci i efektywnosci przygotowanych procedur. Ich kompilacja pozwolita
stworzyé (udoskonali¢) program obliczeniowy L3STER, ktéry testowano w oparciu o typowe
zadania testowe CFD i nastepnie wykorzystano do modelowania skomplikowanego przeptywu
w szczelinie o nieregularnym przekroju. Udostepnienie opracowanego programu L3STER
érodowisku naukowemu zastuguje na pochwale. Prosze o informacje czy program L3STER jest
autorskim i samodzielnym dzietem doktoranta. Moja ogdlna ocena pracy jest bardzo
pozytywna. Praca jest oryginalna i reprezentuje stopien zloionosci rzadko spotykany w
pracach doktorskich. Pod katem zaawansowanego opisu stosowanych metod i ich
implementacji doktorant musiat wykaza¢ sie ponadprzecigtnymi umiejgtnosciami.
Doktorant niewatpliwie ma duzg wiedze na temat mechaniki ptynéw, metod obliczeniowych,
algorytméw CFD i doskonale postuguje sie aparatem zaawansowanym matematycznym.
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2. Ocena szczegotowa.

Ukfad pracy jest typowy i podobny do tego jaki dotychczas spotykatem w recenzowanych
przeze mnie pracach doktorskich. Praca napisana jest w jezyku angielskim w sposob
zrozumialy i czytelny. Zasadnicza cze$¢ pracy sktada sie z wprowadzenia, czterech rozdziatow
(2-5) definiujacych zakres prac, analizowane réwnania wraz z opisem stosowanych metod i
algorytmoéw, po ktérych w rozdziale 6 przedstawiono wyniki symulacji i analizy dokfadnosci i
efektywnosci opracowanego programu obliczeniowego. Prace koriczy zwigzte podsumowanie,
wskazanie mozliwych kierunkéw badan i spis cytowanych w pracy artykutéw. Wéréd nich
jeden, ktérego doktorant jest gféwnym autorem, a wspétautorem promotor niniejszej pracy.
Jest to artykut z 2022r. w liczagcym sie czasopismie Computers and Mathematics with
Applications. Prosze o informacje, czy od tego czasu ukazaly sie inne prace, ktérych doktorant
jest autorem lub wspotautorem.

Teza pracy, sformutowana w wprowadzeniu, brzmi LSFEM moze byc zastosowane do
efektywnego rozwiqzania zagadnien przeplywdow niescisliwych. Nie jestem przekonany czy
takie postawienie sprawy jest wtasciwe. To, ze LSFEM jest stosowane w CFD jest powszechnie
wiadome. Zaktadam wiec, ze stowo klucz to ,efektywny”, ale to wg mnie jest bardzo
niemiarodajne, szczegdlnie w przypadku zagadniern CFD. Jak doktorant to rozumie? Czy
efektywnie to znaczy w ciggu dnia czy tygodnia, czy miesigca? Czy tez po prostu szybciej niz
stosujac inng metode zapewniajaca poréwnywalna doktadnosc¢? Czy tez ,efektywnie” ma byc
synonimem ,doktadnie” poprzez wyeliminowanie mankamentéw LSFEM (dysypatywnosc,
brak zachowania energii, problem z zachowaniem masy)? Prosze o klarowne wyjasnienie tej
kwestii. Ponadto, majagc na uwadze wady metody LSFEM, prosze réwniez o komentarz
odnosnie jej stosowania w modelowaniu przeptywéw turbulentnych przy duiych liczbach
Reynoldsa.

W rozdziale 2 zdefiniowano analizowane zagadnienie konwekgji-dyfuzji oraz réwnania
Navier-Stokesa (N-S) opisujace ruch ptynu niesciéliwego. Nie ma czegos takiego jak niescisliwe
réwnania Naviera-Stokesa, to zargon i najlepiej go unika¢ w pracach doktorskich.
Przedstawiono metode catkowania réwnann w czasie, metode ekstrapolacji i algorytm
rozwigzania réwnan N-S. Proszg o informacje czy i jesli tak, to w jakim stopniu btad
ekstrapolacji (2.17) wptywa na spetnienie réwnania ciagtosci przez ekstrapolowana predkos¢
w przypadku wg J>1 (Tabela 2.2). Czy przedstawione kroki algorytmu 2.18-2.20 wygladatyby
analogicznie w przypadku stosowania metody jawnej catkowania w czasie? Proszg o
wyjasénienie w jaki sposéb wymuszone jest spefnienie réwnari 2.19ai b.

Rozdzialy 3 i 4 stanowig szczegétowy opis metody LSFEM. Przyznaje, e dla ,nie
eksperta” w tej dziedzinie nie jest to tatwa cze$¢ pracy i niefatwo sig czyta te rozdziaty. W
punkcie 3.4 omawiane s3 metody obliczania catek. W réwnaniu 3.30b powinno by¢ \tau_2.
Pod réwnaniem (3.31) napisano, ze aby unikna¢ analitycznego catkowania stosowane s3
kwadratury Gaussa. Czy w og6lInosci analityczne catkowanie (3.31) jest wykonalne? W punkcie
4.3 przedstawiono technike faktoryzacji obliczania sum, bez ktérej metoda spectral/hp
prawdopodobnie nie bytaby wykorzystywana w praktyce ze wzgledu na ogromne koszty
obliczeniowe. Adaptacje tej techniki do LSFEM doktorant postrzega jako nowatorski element
pracy. To doskonaty pomyst, ale czy wobec tego nalezy rozumied, ze dotychczas LSFEM byto
stosowane bez faktoryzacji sum? Testy efektywnosci poszczegdlnych wariantow obliczania
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operatoréw i rozwiagzywania réwnar N-S przedstawiono w punkcie 4.4. Testy te sg bardzo
szczegdtowe, wykonano je zakladajac duza kartezjariska siatke obliczeniowa.
Najefektywniejsza dla zagadnien 3D okazata sie metoda wykorzystujaca faktoryzacje, ale co to
znaczy duig siatke (10° czy 1003....)? Czy jest ona poréwnywaina do tych wykorzystywanych w
rozdziale 67

Rozdziat 5 to opis programu L3STER, metodyki implementacji LSFEM i ponowne
rzetelnie wykonane testy efektywnosci oraz test skalowalnosci. W tym ostatnim pokazano, ze
dla 15.5 min zagadnienia rozwigzywanego na gestej siatce (1.5mlin stopni swobody) program
skaluje sie bardzo dobrze w zakresie do okoto 10 weztow. Potem jednak skalowalnosc jest juz
gorsza i nalezy podejrzewaé, ze dla wiekszej liczby weztéw (100-200) obserwowalibysmy
catkowite sptaszczenie linii skalowalnosci. To jest typowe, ale mam wrazenie, ze w przypadku
innych programéw, np. Nektar++, Nek5000, efekt ten wystepuje znacznie pozniej (>> 1000
CPU). Prosze o komentarz jak w tym swietle nalezy rozumie¢ wspomniang w tezie pracy
efektywnos¢.

Rozdziat 6 to weryfikacja opracowanego algorytmu na podstawie zagadnien
przeptywowych dla ktérych znane sg rozwigzania analityczne, tzw. rozwigzanie wytworzone
(2D) oraz wiry Taylora-Greena (3D). W pierwszym przypadku pokazano, ze zgodnie z
oczekiwaniami btad dyskretyzacji przestrzennej maleje ekspotencjalnie wraz z rzedem p.
Stusznie zaobserwowano, ze dla duzych p btad jest zdeterminowany metoda catkowania w
czasie i krokiem czasowym. Prosze o informacje jaka byta wartos¢ liczby CFL w tych
symulacjach dla poszczegdlnych p? Ciekawa jest dyskusja dotyczaca btedu catkowania w czasie
i jego proporcjonalnosci do At?8 i At? . Przeptyw Taylora-Greena to powszechnie stosowany
przypadek testowy w 2D i 3D. Jego wersja ,turbulentna” (Brachet et al. JFM, 1983) jest jednak
znacznie ciekawsza. W tej przyjetej do analizy nic specjalnego sie nie dzieje, wiry pozostaja na
swoich poczatkowych pozycjach a energia zanika w czasie. Niemniej jest to dobry przypadek
testowy. Nie rozumiem, dlaczego nie mozna zastosowac okresowych warunkéw brzegowych.
Dla metod typu rdznice skoriczone to trywialna sprawa jest. Zakfada sieg, ze rozwigzanie w
weile i=N+1 réwne jest temu w wefle i=1. Jak wigc warunek okresowy powinien by¢
zaimplementowany w LSFEM? Problemy ze zbieznoscia metody iteracyjnej w trakcie
rozwiazania rownania Poissona dla okresowych warunkéw brzegowych lub gdy postawiony
jest warunek Neumanna dla cisnienia na wszystkich brzegach rzeczywiscie moga si¢ pojawic,
jak doktorant stusznie zauwazyt. Réwnanie Poissona jest w tym przypadku osobliwe. Zwykle
rozwiazuje sie zaktadajgc sie stalg warto$é cisnienia w dowolnym punkcie. Tak doktorant
uczynit analizujgc ostatni przypadek testowy. Szkoda, ze doktorant nie pokazat, jak wyglada
btad rozwigzania wiréw Taylora-Greena w funkcji p lub liczby elementéw. Optyw cylindra,
kolejne zagadnienie, to tez klasyczny przypadek testowy, tym razem jednak dla przeptywu w
warunkach przejécia laminarno-turbulentnego. Uzyskanie dobrych wynikéw w tym przypadku
nie jest juz tak fatwe jak w poprzednich testach. Gratuluje, ze udato si¢ tego dokonac. Na
stronie 92 jest mowa o jakims$ widocznym btedzie w okolicy wylotu z obszaru obliczeniowego
i 0 jego zaniku, gdy obszar jest dtuzszy. Nie rozumiem o co tu chodzi. Ja tego btedu nie widze.
Czy ta dyskusja to nie jest to czasem efekt ,copy-paste” z jakiegos wczesniejszego
opracowania? Gdzie dokonano pomiaréw przedstawionych na Rys. 6.5? Tuz za walcem czy
blizej wylotu? Na jakiej podstawie uzyskane wyniki okresla sig jako DNS? lle wynosit stosunek
h/n?7 Ostatni przypadek testowy to przeptyw w szczelinie. W tym przypadku brak jest
poréwnan z danymi eksperymentalnymi lub obliczeniowymi innych autoréw. Celem jest
zademonstrowanie mozliwosci programu L3STER i analizy zagadnienia przeptywowego w
naprawde skomplikowanej geometrii stosujac rézne modele opisu przeptywu. Wyniki s3
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bardzo ciekawe, ale bez weryfikacji trudno jest je komentowaé. Prace koriczy zwiezte
podsumowanie opracowanych metod i wskazanie mozliwych kierunkéw badarn.

3. Konkluzja

Praca jest napisana w sposdb jasny i komunikatywny. Rysunki sa czytelne i dobrze
opisane. Sformutowanych przeze mnie pytarn i watpliwosci nie nalezy traktowac jako
zarzutdw, a raczej jako element ciekawosci naukowej. Bez watpienia przedstawiona praca
wystawia pozytywne $wiadectwo wiedzy i umiejetnosciom doktoranta. Uzyskane przez
niego wyniki i opracowany program L3STER stanowia bardzo wartosciowy wkiad w rozwéj
efektywnych narzedzi do modelowania skomplikowanych proceséw przeptywowych.

Reasumujac, przedstawiona do recenzji rozprawa jest w mojej ocenie rozwigzaniem
zlozonego zadania naukowego. Uzyskane przez doktoranta wyniki i udostepniony program
L3STER bedg z pewnoscia wykorzystywane w przysztosci i stanowia doskonaly baze do
kontynuowania badani. Pozwala to stwierdzi¢, ze zrealizowane zostaty zatozone cele pracy.
Przedstawiona rozprawa doktorska dowodzi wiedzy doktoranta w zakresie mechaniki ptynéw,
CFD, metod numerycznych i informatyki. Biorac powyisze pod uwage stwierdzam, ie
rozprawa doktorska mgr. inz. Jakuba Gateckiego speilnia wytyczne okreslone w
Rozporzadzeniu Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego i wnioskuj¢ o dopuszczénie jej do
publicznej obrony. Ponadto, z uwagi na ponadprzecietny poziom trudnosci w opracowaniu
i implementacji metody LSFEM, stworzenie i udostepnienie spotecznosci naukowej
opracowanego przez doktoranta programu L3STER, wnioskuje o wyréznienie pracy.
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