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Infinitesimal Generators of Quadratic Harnesses

Rozprawa doktorska mgr Agnieszki Zieby liczy 133 stron i sktada sie z rozdzialu wstep-
nego, dziesieciu rozdzialéw stanowiacych zasadniczg tres¢ pracy, dwoch anekséw (jeden z nich
zawiera spis symboli) oraz spisu literatury. Dysertacja jest napisana w jezyku angielskim i
dotyczy operatoréw infinitezymalnych proceséw zwanych kwadratowymi harnessami (ang. qua-
dratic harnesses). Wszystkie wyniki dotyczg proceséw, ktore posiadajg skoriczone momenty
wszystkich rzedow.

1. KONTEKST

Pojecie kwadratowych harnesséw zostalo wprowadzone przez Bryca, Matysiaka i Wesotowskie-
go (Trans. AMS 2007) jako uogélnienie "zwyklych" harnesséow, czyli (catkowalnych) proceséw,
dla ktérych warunkowa warto$é oczekiwana E[X;|F;,] jest liniowg kombinacja zmiennych X,
i X, (z deterministycznymi wspolczynnikami, zaleznymi od s, t i u). W przypadku kwadra-
towych harnesséw zada sie, aby proces byl catkowalny z kwadratem, spelnial warunek harnessu
oraz aby drugi warunkowy moment (czyli warunkowa warto$é oczekiwana X?) byt kwadratowa
funkejg X, i X,. Dla uniknigcia niejednoznacznosci dodatkowo zaktada si¢ normalizacje: proces
(X¢):>0 jest wycentrowany E[X,] = 0, a kowariancja wynosi E[X,X,] = min{t, s}.

W swojej pracy Bryc, Matysiak i Wesolowski wykazali, ze (przy pewnych dodatkowych
zalozeniach) znormalizowane kwadratowe harnessy sa procesami Markova i sg jednoznacznie
wyznaczone przez zestaw pieciu parametrow. Procesy takie sa tradycyjnie oznaczane jako
QH(n,0,0,7;q), gdzien,0 € R, 0,7 > 01¢ < 1+2/07. Przykladami kwadratowych harnessow
sa procesy Wienera QH(0,0,0,0; 1), Poissona QH(0,A71/2,0,0;1), Meixnera QH(0,6,0,7;1)
czy g-ruchy Browna QH (0,0,0,0;q).

Kwadratowe harnessy, tak jak wszystkie procesy Markova, posiadaja swoje (prawe i lewe)
generatory infinitezymalne. Na przyklad, wersja prawa to operator zdefiniowany jako granica
prawostronna
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gdzie t > 0, a f jest funkcja, dla ktorej granica po prawej istnieje. Generatory infinitezymalne
kwadratowych harnesséw byly badane m.in. w pracach [23]-[25], gdzie — w kilku szczegélnych
przypadkach — znaleziono dla nich catkowo-rézniczkows reprezentacje
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W powyzszym wzorze f jest wielomianem, x spetnia warunek 1 + nz + oz? # 0, a vy, -

pewng miarg probabilistyczng. Praca [23] gwarantuje istnienie reprezentacji (1) dla generatoréw

proceséw g-Meixnera (n =c = 0,0 € R, 7 > 0, ¢ € (—1,1)), natomiast w pracy [24] istnienie

jest wykazane przy zalozeniu, ze 7,0 € R, 0,7 > 0, o7 # 11 ¢ = —o7. W [25] opisano

reprezentacje dla generatoréw procesu bi-Poissonowskiego QH (7, 6;0,0; q) (14+n6 = max{q,0}).
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2. ZAWARTOSC PRACY

Celem rozprawy doktorskiej mgr Zigby jest uogélnienie wynikéw z prac [23]-[25] poprzez
wykazanie wzoru (1) dla duzej klasy parametrow:

0 eR, o,1>0, or€l0,1), ge[-1,1-2o7]

W Rozdziale 1 Autorka zbiera podstawowe informacje o kwadratowych harnessach, wprowa-
dza dodatkowe obiekty niezbedne w dalszej czeéci pracy, opisuje motywacje, precyzuje zalozenia,
formutuje gtéwny wynik rozprawy i skrétowo opisuje strukture dowodu.

Rozdzial 2 zawiera dowéd glownego rezultatu (Theorem 1.6.1) przy dodatkowych tech-
nicznych zalozeniach (Assumptions A1-A3). Najpierw dowéd zostaje przeprowadzony w sytu-
acji, gdy ot = 0. Gloéwna idea dowodu polega na "zakodowaniu" dzialania operatora A,
poprzez zwigzany z nim t.zw. pre-generator H,, w postaci operacji na algebrze Q nieskoniczonych
ciaggéw wielomianéw jednej zmiennej ze specjalnym mnozeniem, wzoér (2.1). Pre-generator
jest (zasadniczo jedynym) rozwigzaniem pewnego réwnania g-komutacyjnego wigzacego ele-
menty w algebrze Q. Autorka znajduje jawny wzér na H,, w ktérym kluczows role pelni
W(z,t) = (Wa(z;2,1))52, € Q, cigg wielomianéw (zmiennej z) spetniajacy pewna rekurencje
trojczlonows (zalezng od parametrow 7, 6, o, 7, q, z i t). Wielomiany (W, (.; z,t)). sa zawsze
stabo ortogonalne wzgledem pewnego funkcjonatu momentowego, a przy dodatkowym zaloze-
niu, ze 1+ 7+ oz® > 0 z twierdzenia Favarda wynika istnienie dla nich miary ortogonalizujace;
vz (miara ta jest zalezna takze od parametrow 7,0, 0, T, q).

Dowod Twierdzenia 1.6.1 koriczy obserwacja, ze odpowiednia zmiana parametréw kwadra-
towego harnessu i przeskalowanie czasu pozwala z przypadku o7 = 0 wywnioskowaé wzér na
operator infinitezymalny dla o7 > 0.

Rezultaty uzyskane w tej czesci pracy w ciekawy sposob lacza probabilistyke, teorie opera-
toréw 1 analiz¢ harmoniczng. Wida¢ wyraznie inspiracje Autorki wynikami z pracy [23], ktore
pozwalajg przepisa¢ badany, typowo operatorowy problem na jezyk operaciji algebraicznych na
algebrze ciagéw wielomianéw. Jednoczeénie przypadek badany w rozprawie wymagal wielu
samodzielnych pomystow.

Celem rozdzialu 3 jest wykazanie (Twierdzenie 3.3.1), ze dla kwadratowych harnesséw
QH(n,0;0,7:q9) 2 g € (1,1 — 2\/o7] oraz dla QH(,6;0,0;1) dziedzina operatorow A¥F zawie
ra funkcje ograniczone z ograniczong druga pochodna. Zasadniczym elementem dowodu jest

wykazanie stabej zbieznosci, przy h — 0*, miar (y_hz)2]P’t,t+h(m, dy) i (y‘hz)QIF’t_h,t(:c, dy) do miary

I—“L;Lf;‘t’—wzuz,t. Ten fragment rozprawy wydaje si¢ do§é bezposrednim (choé¢ wartym odnotowa-
nia) uogélnieniem dowodu Twierdzenia 1.1(i) z pracy [23], z uwzglednieniem modyfikacji miary
z Twierdzenia 4.1 [24].

Rozdzialy 4-6 s3 poswiecone wykazaniu, ze zalozenia A1-A3 sg czysto techniczne, poniewaz
s spetnione zawsze, gdy o7 = 0 (jak zaklada si¢ w podstawowej wersji dowodu w Rozdziale 2) i
q € [—1,1]. Zalozenia te postulujg istnienie pewnych szczegélnych elementéw U i V w algebrze
Q. Autorka podaje explicite wyrazenia na UiV, a nastepnie sprawdza, ze majg one oczeki-
wane wlasnoéci. Powyzsze stwierdzenie brzmi do§é¢ niewinnie, ale znalezienie wzoréw na UiV
okazuje sig zajeciem wysoce nietrywialnym (zajmuje 32 strony), wymagajacym wprowadzenia
wielu obiektow posrednich i zbadania ich wtasnosci. Troche brakuje mi tutaj heurezy Ui V,
bo wyskakuja troche jak przystowiowy krolik z kapelusza, ale nie umniejsza to faktu, ze ta
czgs¢ pracy pokazuje z jednej strony niewatpliwie duza sprawnosé i pomystowos§é Autorki w
manipulowaniu obiektami z algebry Q, a z drugiej strony ogromng wytrwalo§¢ w dazeniu do
rozwigzania problemu.

W rozdziatach 7-9 Autorka opisuje konkretne przyktady: przypadek wolny (gdy q = —o7),
antyklasyczny (gdy ¢ = —1) i klasyczny (gdy ¢ = 1 — \/o7). Pokazuje w nich, ze wyniki
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uzyskane jej metoda zgadzaja si¢ z tymi uzyskanymi wczeSniej oraz ze czasami bezposrednimi
rachunkami mozna dostaé¢ wyniki dokladniejsze (np. wigkszg dziedzine generatora). Podaje
takze alternatywne reprezentacje generatorow. Takie spojrzenie wstecz na uzyskane wyniki i
zbadanie mocy wykazanych twierdzeni jest bardzo cenne i dobrze $wiadczy o kulturze matema-
tycznej Autorki.

3. OCENA ROZPRAWY

W mojej ocenie rozprawa doktorska mgr Agnieszki Zigby jest bardzo ciekawa, a rozpatrywana
problematyka — z pogranicza probabilistyki i analizy harmonicznej — nietatwa. W pracy udalo
si¢ uogoblni¢ znane wyniki na szerszy obszar parametréw, a jednocze$nie zaproponowaé jedns
metodg, ktora dziala dla wielu przypadkéw wczesniej rozpatrywanych indywidualnie.

Pod wzgledem redakcyjnym oceniam prace bardzo wysoko. Jest ona napisana w sposéb
przejrzysty, jezykiem poprawnym, ladnym i przyjemnym do czytania. Jest tez starannie
zredagowana (znalaztam tylko jedng literowke!). W wielu miejscach Autorka ladnie szkicuje
kontekst i motywacje. Praca zawiera takze wiele cennych uwag, ktore pomagajg czytelnikowi
zrozumie¢ spos6b myslenia Autorki, jej cele i napotkane problemy. W tym sensie praca zreda-
gowana jest w sposob bardzo dojrzaly.

W zasadzie jedynym mankamentem rozprawy jest brak w wielu miejscach dokladniejszych
przeliczen i uzasadnien. Rozumiem, ze dodanie tych obliczer znacznie zwiekszyloby objetosé
(i tak dos¢ dtugiej) pracy i ze skrotowosé wielu rozumowar Jest standardem w publikacjach
naukowych. Uwazam jednak, ze w rozprawie doktorskiej nalezaloby zawrzeé tyle szczegotow,
aby czytelnik mogt sledzi¢ tekst bez koniecznosci samodzielnego wykonania rachunkéw czy
wieloetapowych weryfikacji.

4. PODSUMOWANIE

Podsumowujac, uwazam, ze mgr Agnieszka Zieba w przedstawione]j rozprawie wykazala sie
duza wytrwaloécig w rozwigzaniu nietrywialnych probleméw matematycznych, wymagajacych
zaawansowanej wiedzy z probabilistyki i analizy harmonicznej. Jej wyniki sg oryginalne i
ciekawe, a ich dowody — zlozone i pomystowe. Uwazam, ze przedlozona rozprawa spelnia
ustawowe 1 zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim z matematyki i wnosze o
dopuszczenie Doktorantki do dalszych etapéw przewodu doktorskiego. Uwazam tez, ze praca
jest warta wyr6znienia.




