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1. OMOWIENIE ROZPRAWY

Rozprawa doktorska mer Marcina Zubilewicza jest podwigcona lokal-
nym niezmiennikom tkanin, czyli rozmaitosciom wyposazonym w n fo-
liacji JFu, ..., Fn spehiajacych naturalne warunki " generyeznosei” lub
transwersalnogei.  Tematyka tkanin zapoczatkowana prez Blaschkego
okazala si¢ przydatna w wiclu modelach fizyki matematyczncj, a ponad-
to, jest naturalnym uogdlnieniem klasycznych teorii rozmaitoscl sfo-
liowanych za pomoca pary foliacji, ktérych liscic dziedzicza strukture
geometryczng, na przyklad, symplektyczng (Kotschik) lub lagranzowska
(Tabachnikov). Prace tych autoréw sg cytowanc i omawianc w rozp rawic
i jak sie wydaje, sa gléwnym Zrédlem inspiracji dla doktoranta. Sa to
hardzo dobre prace wybitnych matematykéw, zatem nogélnienic tych
rezultatéw jest bardzo dobrym wyborem.

Celem nadrzednym rozprawy jest lokalna klasyfikacja tkanin. Prob-
lem postawiony w rozprawie tez jest naturalny i klasyczny w geometrii
rézniczkowej: na przyklad, krzywizna seksyjna metryki Riemanna jest
niezmiennikiem lokalnym, zatem istnicje "lokalna geometria rieman-
nowska”. 7 drugiej strony, w geometrii symplektycznej nie ma lokalnych
niezmiennikéw (twierdzenie Darboux).

Autor rozprawy rozwaza nastgpujace klasy tkanin i struktur:

(1) M jest gladka rozmaitoseia z ustalong forma objetosci 1 zadang
tkanina W = (F1, ..., F,) spelniajaca warunek
n
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(2) (M, w) jest rozmaitoscig symplektyczna, a (F,G) jest parg foli-
acii, ktérych lidcie sy lagranzowskie.
j
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(3) (M w) jest rozmaitodcia symplektyeszng z tkaning, ktdérej foli-
acje 5]&::1(&1; ja sie z podrozmaitosdci symplektycsnych.
Oméwie kazde z tych zagadnient po kolei.
i
Wyniki rozprawy w obrebie zagadnienia (1) dotyczg budowy lokalnych
niczmiennikéw tkanin na rozmaitoéci z ustalona forma objctosci za po-
moca koneksji afinicznych zgodpych zaréwno z tkaning jak i forma
Q. Zgodnodé jest rozumiana Wodlug.) Defineji 2.3 rozprawy: sa to
warunki na macierz 1-form beztorsyjnej kon(—‘ks i w dowolnym (W, Q)-
koreperze (wg. Definicji 2.1). Istnienic takicj koncksji jest udowodnione
w Stwierdzeniu 2.4 pracy doktorskiej. W przypadku tkanm kowymiaru
1 taka konecksja jest tylko jedna (\Wuoso} 2.7). Rola tej koneksji jest

uwidoczniona w podrozdziale 2.1.5. Ogdlnie. dla n-tkaniny na (M ,§2)
wprowadza si¢ tensor niejednorodnosci

[T g

KW, Q) = L >‘ X glloi)ijt‘ dxpdx;.

v kgL g1

Tensor nicjednorodnosc jest niczmiennikiem: lokalna trywialnodé tkaniny
jest réwnowasna z /K = (0. Istotnym osiggnieciemn kandydata jest
znalezienie interpretacji geometryeznej tensora KC: jest to tensor R]((l
skonstruowanej koneksji (Twierdzenie 2.14). _[eona rozwinieta przez
autora. w podrozdziale 2.1 pozwala na uzyskanie waznych wynikéw
klasyfikacyjnych (Twierdzenia 2.18, 2.20 1 2.24). Sformulowania tych
twierdzen sa bardzo techniczne, wiec pozwole je sobie stredcié: lokalna
klasylikacja n-tkanin redukuje sie do klasyfikacji kietkéw form §2 ze
wrzgledu na dzialanie grupy dyfeomorfizmoéow zachowujacych strukture
ustalonej tkaniny. Dla ustalonej n-tkaniny i tensora A o wlasnosciach
tensora njejednorodnodci istnieje jedna i tylko jedna Q "zgodna” z W
LW, Q) = A

1

Zagadnienie (2) dotyezace struktur hilagranzowskich jest analizowane

wedlug schematu myélowego podobnego do uzytego w (1): badane sa
koneksje naturalnie zwigzane ze struktura pary foliacji lagranzowskich.
Na przyklad, Twierdzenie 3.6 podaje warunki na plaskosé takiej konek-
sji.

I

Rezultaty dotyczace zagadnienia (3) mozna stredcié tak: rozwaza sie
2-tkanina kowymiaru (2n, 2n) na rozmaitodci symplektycznej wymiaru
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An i dowodzi sie, ze na takiej rozmaitodel istnieje jedna i tylko jedna
koneksja afiniczna (W-koneksja) w pewien sposéb zwiazana ze struk-
tura tkaniny (Stwierdzenie 4.2 rozprawy). Zwigzek ten jest poprzez
rzutowania na wiazki Whitneya zdeterminowane przez warunek sym-
plektycznodci.  Zaleta tej koneksji jest to, ze jest ona niezmiennicza
ze wrgledu na symplektomorlizmy zachowujace obie foliacje. Jest to
bardzo dobry wynik, nmozliwiajacy konstruowanie niezmiennikéw struk-
tury (moim zdaniem, zastuguje na nazwe ” twierdzenie”). Lematy 4.9
i 4.10 rozprawy charakteryzuja jej plasko$é i beztorsyjnosé. Autor po-
daje tes prayklad 2-tkaniny, ktérej W-koneksja nie jest ani prawie sym-
plektyezna, ani beztorsyjna. Stad widaé, ze W-koneksja powinna ode-
gra¢ bardzo istotna role w teoril tkanin symplektycznych, a jej sbadanie
jest wagnym osiggnieeiem autora. Twierdzenie 4.11 rozprawy jest jed-
nym z klnezowych, poniewaz okresla postaé normalng struktury sym-
plektyeznej w przypadku, gdy W-koneksja jest plaska i beztorsyjna.
Pewnym mankamentem rozprawy jest to, ze trudno oceni¢, jak mocno
warunek plaskosci i beztorsyjnosei zaweza klase 2-tkanin symplekty-
cznych.

Rozprawa doktorska mgr Zubilewicza zawiera tez inne wazne wyniki
oraz przyklady zastosowan, ktérych opis tu pomijam.

2. OCENA

2.1. Ocena tematyki rozprawy. Wybdr tematu badawcezego uwazam
za trafny. Naturalnogé pytan uogdlniajacych oraz potenc) alnic liczne
zastosowania w fizyce matematycznej uzasadniaja podjecie badan w za~
kresic poszukiwania niczmiennikéw lokalnych tkanin, szezegblnie tych
7z dodatkowa struktura (na przyklad, symplektyczna). O waznosci
tematyki $wiadcza tez prace innych auntoréw, w tym tak znakomitych
matematykéw jak Kotschik i Tabachnikov.

2.2. Ocena wynikéw rogprawy. Wyniki antora sg znaczace. Istot-
nym osiagnieciem jest znalezienie wlasciwego jezyka koneksji afinicznych
umozliwiajace lokalng klasylikacje tkanin oraz budowg niezmiennikow.
Wyrdznil bym Twierdzenia 2.14, 2.18, 2.20, Stwierdzenie 4.2 1 Twierdze-
nie 4.11. Warto dodad, ze nicktére twierdzenia udowodnione w pracy
doktorskiej znaczaco nogélniaja i poglebiaja wyniki innych autorow.
9.3. Ocena poprawnosci pracy. Przedstawione dowody gléwnych
twierdzen rozprawy sa, moim zdanicm, poprawnc.

9.4. Ocena prezentaciji. Prezentacja jest dobra, pewnym mankamentem
jest rozwlekloéé. Nieco [rustrujace dla czytelnika jest formulowanie
twierdzent jako konkluzji po dlugich rozwazaniach.
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2.5. Ocena publikacji. Marcin Zubilewicz jest wspdélautorem pub-
likacji w znaczacym czasopismie matematycznym:

Local invariants of divergent-free webs, Analysis and Mathematical
Physics, 13.4, 2022.
3. KONKLUZJA

Rozprawa doktorska prezentuje znaczgce osiggniecie badawcze pole-
gajace na uzyskaniu lokalnej klasyfikacji niektérych klas tkanin na roz-
maitosciach ze strukturami geometrycznymi. Wnioskuje o dopuszcze-
nie jej autora do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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