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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Marcina Zubilewicza
“Lokalne niezmienniki unimodularne i symplektyczne tkanin”

1. Wstep. Tkanina na rozmaitosci rézniczkowej to rodzina foliacji. W rozprawie badana
jest lokalna geometria tkanin na rozmaitosciach wyposazonych w dodatkowe struktury: formy
objetosci (tkaniny unimodularne), struktury bilagranzowskie (2-tkaniny bilagranzowskie) lub
formy symplektyczne (2-tkaniny symplektyczne). Gtéwne osiagniecie rozprawy to wprowadzenie
kanonicznych koneksji dla rozwazanych klas tkanin, a nastepnie wykorzystanie ich w konstrukeji
niezmiennikéw i dowodach twierdzen o réwnowaznosci i postaciach normalnych. Podane sa
tez geometryczne interpretacje niezmiennikow w kontekscie odpowiednio definiowanych grup
holonomii. Praca zawiera takze pewne propozycje zastosowan w analizie numerycznej zwigzanej
7 geometrig czasoprzestrzeni.

Badanie tkanin zostato zapoczatkowane przez W.Blaschke na poczatku XX wieku i byto
kontynuowane przez jego uczniéow, w tym S.-S.Cherna, ktéry rozwiazatl problem réwnowaz-
nosci dla 3-tkanin. W ostatnich dekadach zostaly pokazane istotne zwiazki tkanin i uktadow
catkowalnych (I. Gelfand, I. Zakharevich). Badania prowadzone w rozprawie sa bezposrednia
kontynuacja wynikow S. Tabachnikova, ktéry jako pierwszy rozwazat tkaniny unimodularne.

Wymniki dotyczace tkanin unimodularnych uzyskane w ramach rozprawy zostaly zawarte
(czedciowo) w pracy, wspolnej z promotorem — W. Domitrzem, opublikowanej w Analysis and
Math. Phys. Druga praca autora rozprawy, takze wspolna z promotorem, jest w przygotowaniu
i bedzie zawiera¢ rezultaty dotyczace tkanin symplektycznych.

2. Opis wynikéw. Gléwnym obiektem rozwazanym w pracy sa n-tkaniny na rozmaitosci
rézniczkowej M, rozumiane jako rodziny foliacji (Fi, ..., F,). Poszczegélne foliacje moga by¢
roznego wymiaru, zaktada sie jednak, ze sa one w polozeniu ogdlnym, co oznacza, ze dowolne
dwie sa wzajemnie transwersalne oraz spetniony jest warunek

> codim F; = m, (%)

i=1

gdzie m = dim M. Warunek ten implikuje, ze lokalnie mozna wybra¢ uktad wspotrzednych
(z',...,2™) na M taki, ze liscie foliacji F; sa zadane przez rownania z; = const dla pewnego
zbioru indekséw j € I; C {1,...,m}. Konkretnie, indeksy mozna uszeregowaé¢ w taki sposéb, ze
Li={m;+1,...,mi}, gdzie my = 0 oraz m; = Y'_ codim F; dla i > 1. Wtedy funkcje (27)
dla j ¢ I; definiujg uklad wspolrzednych na kazdym lisciu foliacji F;. Z powyzszego wynika,
ze wszystkie n-tkaniny w potozeniu ogélnym i spekniajace (x) sa lokalnie réwnowazne (przy
ustalonym n i wymiarach dim F;). Co wiecej, redukuja one ogélna grupe dyfeomorfizméw do
podgrupy zachowujacej kazdy ze zbioréw indeksow [;, i =1,...,n.

Nietrywialna geometria pojawia sie po wyposazeniu rozmaitosci M w dodatkowa strukture.
W tym ujeciu klasyczne n+ 1-tkaniny mozna zinterpretowac jako n-tkaniny w sensie rozwazanej
rozprawy z dodatkowa foliacja F,, .1, ktorej potozenie wzgledem zadanych wyjsciowych foliacji
prowadzi do nierownowaznych struktur. W tym duchu autor rozprawy bada w systematyczny
sposob w kolejnych rozdziatach M z odpowiednio: forma objetosci, strukturg bilagranzowska
oraz formg symplektyczna.



2.1. Tkaniny unimodularne. Pierwsza klasa struktur sa n-tkaniny na rozmaitosci M z za-
dang forma objetosci 2. W Rozdziale 2.1 rozprawy wprowadzone jest pojecie koneksji zgodnych
(definiowanych w naturalny sposob jako beztorsyjne koneksje zachowujace liScie wszystkich fo-
liacji F; oraz forme objetosci 2). Autor pokazuje, ze koneksje zgodne istnieja i sa jednoznacznie
zdefiniowane w przypadku gdy codim F; = 1 dla dowolnego ¢ (Wniosek 2.7). W ogdlnosci dana
tkanina unimodularna dopuszcza wiele koneksji zgodnych. Natomiast autor dowodzi, ze istnieje
szczegblna koneksja (nazwana koneksja kanoniczna) na pewnej sumie wiazek wyznacznikowych
nad M, ktéra jest wyznaczona jednoznacznie przez tkanine. Twierdzenie 2.13 méwi, ze tkanina
jest trywialna wtedy i tylko wtedy gdy krzywizna koneksji kanonicznej znika. W ostatniej czesci
Rozdziatu 2.1 wprowadzony jest tensor niejednorodnosci, ktéry mierzy na ile tkanina unimodu-
larna rézni si¢ od tkaniny trywialnej. Jest on zinterpretowany jako pewna czegs¢ tensora Ricciego
dowolnej koneksji zgodnej z tkaning.

W Rozdziale 2.2 autor podaje pewne wyniki dotyczace klasyfikacji kietkow tkanin unimo-
dularnych. Za kluczowy uznaje tutaj Wniosek 2.21 mowiacy, ze kietki tkanin sa klasyfikowane
przez kietki tensora niejednorodnosci. Ta czes¢ pracy konczy sie przyktadem dotyczacym tkanin
na ptaszczyznie — przedstawiona jest posta¢ normalna dla generycznych tkanin.

Rozdzial 2.3 zawiera interpretacje tensora niejednorodnosci w terminach odpowiednio zde-
finiowanej grupy holonomi unimodularnej. Uzyskane wyniki w naturalny sposob koresponduja
z rezultatami S.-S. Cherna oraz P.Nagy dotyczacymi klasycznych n + 1-tkanin (i ogélniej, ze
standardowymi rezultatami w geometrii rézniczkowej wigzacymi grupy holonomii z krzywizna
koneks;ji).

Rozdziatl 2.4 zawiera wspomniane wczesniej propozycje zastosowan w geometrii czasoprze-
strzeni, a doktadniej w relatywistycznej mechanice pltynéw. Opieraja sie one na zalozeniu, ze
tensor niejednorodnosci pewnej 2-tkaniny unimodularnej znika, co prowadzi, oczywiscie, do
uproszczenia rownan. Autor rozprawy stwierdza, ze taki punkt widzenia moze by¢ uzyteczny
w analizie numerycznej. Wydaje sie jednak, ze podobne uproszczenia réwnan mozna rozwazaé
bez rozwijania ogdlnej teorii tkanin — niestety w rozprawie nie ma podanych szczegdétowych wy-
nikow, z ktérych wynikataby szczegdlna uzyteczno$é tkanin unimodularnych w tym kontekscie.

2.2. Tkaniny bilagranzowskie. W Rozdziale 3 rozprawy autor rozwaza rozmaito$é¢ sym-
plektyczna (M, w) z 2-tkanina (Fy, Fy) taka, ze liscie foliacji F;, i = 1,2, sa podrozmaito$ciami
lagranzowskimi. W tym przypadku zadana struktura na M definiuje, znana wcze$niej, pew-
ng kanoniczng koneksje beztorsyjna, zwana koneksjg bilagranzowska. Autor wykorzystuje ja
w Twierdzeniu 3.6 i podaje warunki na trywialnos¢ tkaniny. W Twierdzeniu 3.12 wynik ten
jest interpretowany w interesujacy sposob jako trywialnos¢ dowolnych powierzchni bilagranzow-
skich w M (w sensie 2-wymiarowych tkanin unimodularnych, co w elegancki spos6b nawigzuje
do Rozdziatu 2 rozprawy).

2.3. Tkaniny symplektyczne. W ostatnim rozdziale pracy (Rozdzial 4) rozwazane sa roz-
maitosci symplektyczne (M,w) wymiaru 4n z 2-tkanina (Fj,Fs) taka, ze liScie foliacji F;,
i = 1,2, sa podrozmaitosciami symplektycznymi M, w ogélnosci o dowolnym wymiarze. Autor
koncentruje sie na przypadku dim F; = 2n. Udowodnione jest, ze taka struktura jednoznacz-
nie wyznacza naturalng koneksje na M (Stwierdzenie 4.2). Nastepnie, podobnie jak we wcze-
$niejszych rozdziatach, rozwazany jest problem klasyfikacji i rownowaznosci. Konkretne wyniki
podane sg w przypadku 4-wymiarowym, czyli dla n = 1 (np. Twierdzenie 4.1 zawiera po-
sta¢ normalng dla struktur z ptaska koneksja). Wyniki rozszerzaja (i uzupetniaja) wezesniejsze
wyniki promotora rozprawy (ze wspéipracownikami).

3. Konkluzja. Moim zdaniem wszystkie rezultaty zawarte w rozprawie sa poprawne. Nie
znalaztem zadnych btedéw w dowodach. Warto podkresli¢, ze dowody sa technicznie trudne
i korzystaja z metod pochodzacych z wielu dziedzin szeroko pojetej geometrii rézniczkowej i
teorii osobliwosci. Pomijajac szczegdtowe rezultaty opisane powyzej, za cenny wktad w rozwoj



dziedziny uwazam ogolne, systematyczne, spojrzenie na rézne geometrie w schemacie: tkanina
+ struktura na rozmaitosci.

Od strony redakcyjnej, rozprawa takze nie budzi zastrzezen. Jest ona przygotowana z du-
7g starannoscig, a wyniki przedstawione sa w sposob klarowny. Natrafitem jedynie na kilka
literéwek. Bibliografia jest obszerna i dobrze pokrywa stan wiedzy dotyczacej tkanin.

Moim zdaniem przedlozona rozprawa spelnia wszystkie wymogi formalne i zwy-
czajowe stawiane rozprawom doktorskim. Z przyjemno$cia rekomenduje przystg-
pienie do dalszych etap6éw postepowania doktorskiego i wnioskuje o wyrdznienie
rozprawy.



