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Tytul rozprawy doktorskiej: Kolmogorov’s model of turbulence
- mathematical analysis.

W pracy doktorskiej mgr. Przemystawa Kosewskiego badane jest lokalne
i globalne istnienie regularnych rozwigzan dwuréwnariowego modelu turbu-
lencji Kolmogorowa. Rozpatrywane sg, przypadki obszaréw periodycznych
(w tym torus) oraz réznych zalozen na dane poczatkowe (w przestrzeniach
Sobolewa H* i H*). Uklad ten ma nastepujacg postagé:

v +div(v® v) — vpdiv (E—D('D)) = -Vp,
wy 4 div (wv) — K div ({%Vw) = —kpw?,

by + div (bv) — kadiv (ng) = —bw + m%‘D(’u)ﬁ
dive = 0.

W ukiadzie réwnari (1) i dalej w pracy, D oznacza symetryczng czesé gra-
dientu, v - drednig pola predkogei, b - 2 /3 redniej turbulentnej energii kinety-
cznej, w - szybkosé dyssypacji éredniej turbulentnej energii kinetycznej {czyli
skale turbulencji), p - sume ciénienia i b. Stale Yo, K1, Kg, K3, k4 1O dodat-
nie parametry, przy czym w dalsze] czgscl rozprawy przyjmuje sie dla up-
roszczenia, ze wszystkie poza o sa, rowne 1, wige w oszacowaniach pojawia
sig tylko k5. Warunki poczatkowe (dla & = 0) to vg, wp, by

Promotorem rozprawy doktorskiej jest dr. hab. Ewa Zadrzyiiska-Pietka,
a promotorem pomocniczym dr Adam Kubica. Opisane w pracy zagadnienia,
1 wyniki bazujg na dwéch publikacjach wepolnych 7z Adamem Kubica, cuyli
(KK1) i (KK2) (w ktérych zgodnie z oswiadczeniem Autora deklarowany
udzial wynosi 70%) oraz dwéch samodzielnych pracach Doktorantas: (K1),



(K2) (ta pierwsza dostepna tylko na arXiv). Praca, liczaca 198 stron, sklada
sig ze wstepu, pieciu rozdzialéw, dodatku (Appendix) i krétkiego podsumowa-
nia (Summary).

We wstepie (Introduction) wprowadzony zostaje rozwazany uklad (1),
opisujacy przeplyw cieczy turbulentnej i omawiane sg, dotychczasowe wyniki
dotyczace modelu turbulencji Kolmogorowa oraz czesciowe wyprowadzenie
problemu z réwnan Eulera przez rozwazanie pewnych §rednich wartosci pred-
kosci i cisnienia. Tdee stojaca za konstrukcja érednich stanowi RANS (Reynolds
Averaged Navier Stokes), czyli uérednianie po czasie predkosci i ci§nienia, co
pozwala na zmniejszenie fluktuacji charakterystycznych dla przepltywoéw tur-
bulentnych.

Rozdzial pierwszy poswiecony jest notacji. Poj awia]a sie w nim stoso-
wane w pracy przestrzenie (m. in. przestrzenie Sobolewa i ulamkowe Sobole-
wa, Bessela), zdefiniowane w obszarze periodycznym Hle (0, L;}, calej praes-
trzeni R? i d—wymiarowym torusie T¢ a takse pomocnicze nieréwnodci
Gagliardo-Nirenberga i funkcje specjalne.

W rozprawie, dla m € N prazestrzenie V™ definiuje sie jako zawezenia do
§2 funkcji nalezacych do przestrzeni

{ue Hp (R tu(-+ kle) =u() dlak e Z,i = 1,2, 3},

loc
a nastepnie

Ve = {v eVv”. divsz,/vdsz}.
Q
Przestrzen L3, (Q) oznacza domkniccie przestrzeni W2(0) w normie Ly (£2).

Ponadto, w pracy uzywa sie m.in. przestrzeni A (T, gdzie
X(T) = L0, 13 V3,) x L0, T; V) x L2(0, T3 V%) 1 (H'(0, T; HY(S))).

W rozdziale drugim pokazane zostalo istnienie lokalnych w czasie roz-
wigzand modelu turbulencji Kolmogorowa w obszarze 12,0, L;) dla danych
poczatkowych z H* (Twierdzenie 2.1.1). Autor dowodz, ze dla écigle dodat-
nich wo, by € V* i vy € Vi, takich, e istniejs dodatnie Brnins Winins Wiax OTAZ
zachodzi

0< bmin S bg(l‘),
0 < wpim < Ldo(il’»') < Wiaxs

(2)

to istnieje dodatni czas £* i funkcje (v,w,b) € X(*) spelniajace uktad (1)
w slabym sensie dla pw. ¢ € (0,¢) przy danych poczatkowych vg, wo, by
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Dodatkowo, zachodzi oszacowanie

Wmin Winax
L A R
1 + H:Zwmint o w(w, ) 1 + HQWmaxt’ (3)
bmiu S b(iﬂ,t),

(1 4 Kotpaxt)1/%2

a czas lokalnego istnienia mozna oszacowaé 7 dotu w tym sensie, ze dla dowol-
nej dodatniej wartosci ¢ i zwartego zbiorn K istnigje dodatni czas Ly s taki,
ze jesli dane poczatkowe w normach H2 szacujg sie z gory przez 6, a

(Wmim Wmax, bmin) € K,

to ¢* > t ;. Dowdd opiera sie na aproksymacji Galerkina i oszacowaniach
jednostajnych, ktére pozwalajg przejsé do granicy i uzyskaé oszacowania na.
w 1 b. Wyniki tego rozdzialu opublikowane zostaly w pracy:

(KK1) Kosewski, P.; Kubica, A.: Local in time solution to Kolmogoron’s
two-equation model of turbulence, Monatshefte fiir Mathematil, (2022) 198(2),
345-369.

W rozdziale trzecim dowiedziono istnienia globalnych, regularnych,
1

jednoznacznych rozwiazai przy kg > 37 1 pewnym warunku malosci, jaki
uzyskuje sig dzigki malym oscylacjom danych poczatkowych w poréwnaniu
do turbulentnej lepkogci % Istnienia rozwigzari regularnych z Twierdzenia
3.2.1 dowodzi sie przez przediuzanie w czasie rozwigzan lokalnych otray-
manych w rozdziale drugim. Wniosek 3.2.4.1 wprowadza dodatkowe warunki
na globalne istnienie rozwigzan. 7 kolei Uwaga 3.2.6 pokazuje, e warunek
malodci jest spelniony przez niepusty klase funkcji.
Dokladniej, definiuje sie wielkogci :

B
Jmin ¢

t N1—1/kz
Honin 1+ Hme'dX[’) )
max

Ya(t) — funk@ja(Awo,Abo,Avo,bmin,wmﬂ.x,/ﬁg,exp(—(l-|-52wmﬂxt)2*1/"ﬂ2)),
Zo(ty — funkeja(vo, by, Ya(t), t).

Woéwcezas dla xy > % igtnieje stata Cp ., (zalezna od (1 i ka), taka, ze dla
danych poczatkowych wp, by € V2 iy, € Vi, dla ktérych istnieja dodatnie
bmimwmim Winax 1 Zachodzi (2) oraz

Hinin — Ca e, Zo(t) > 0 dlat e [0,7) i pewnego czasu T € (0, oo, (4)
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to istnieje jednoznaczne rozwigzanie (v,w,b) € X(T) w Q7.

Zalozenie ka > % jest kluczowe w dowodzie, umozliwia bowiem pokazanie
ekspotencjalnego zaniku normy Ly predkosci v(t) i wielomianowego zaniku
Ly-normy b(t). Co cickawe, Autor stara sig wyjasni¢, skad konkretny wybor
parametru sz, wiec w Proposition 3.3.3 przedstawia oszacowania dla réznych
wartosci sy, Nie jest to écisly dowdd tego, ze 1/2 jest krytyczng wartoscia
parametru k3, ale dobrze wyjasnia motywacje takiego zalozenia w pracy. W
pracy Kolmogorowa kg = %, zatem Twierdzenie 3.2.1 moze byé zastosowane
dla tej wartosci parametru. Rozdzial ten opiera sie na pracy:

(KK2) Kosewski, P.; Kubica, A.: Global in time solution to K. olmogorov’s
two-equation model of turbulence with small initial data, Results in Mathe-
matics, (2022) 77(4):163, 31pp.

W rozdziale czwartym pokazane jest istnie_me lokalnych w czasie roz-
wiazan dla danych poczatkowych z H*(T9) przy s > ¢ £ (d to wymiar przestrze-
ni, dane poczatkowe muszy byé dostatecznie regularne) Rezultat dotyczacy
istnienia rozwigzan znajduje sie w Twierdzeniu 4.1.1, a jednoznacznosé to
teza Twierdzenia 4.1.2. Stosowane techniki opieraja sie na rezultatach z
Appendix, dotyczacych oszacowania komutatora dla potencjalu Bessela, a
ograniczenia na wykladnik s wynikajg z nieréwnogci interpolacyjnych, Lema-
tu 1.3.3 dotyezacego oszacowari potencjatu Bessela i nieréwnodci Gronwalla.
Wyniki tego rozdziatu znalazly sic w pracy:

(K1) Kosewski, P.: Local well-posedness of Kolmogorov’s two-equation
model of turbulence in fractional Sobolev Spaces, (2022) arXivi2212.11391.

W rozdziale pigtym Autor dowodzi istnienia globalnych, stabych rozwia-
zati modelu Kolmogorova na torusie, 2 = [[}_, (0, 27). W tej czec TOZprawy
zaktada si¢, 4e dane poczatkowe speniajg

Uy & de(ﬂ)
by € e (Q), Ingy € Ll(Q), by > 0,
wy € L0, 0 < wyin < wy < Wipax < 00.

Wowcezas pokazuje sig istnienie rozwiazat takich, 7e w szczegdlnogci

1
v € L0, T Wi2(02)) n W0, T; W9(Q)) dla ¢ € [1 1?)

be L=2(0,T5L (), b>0 pw wQ,
Inb e L0, T; L)), be LM0, 7, W) dla A € [1,2),



p € L90, T; L8() dla g € {1 1—6) ,

"11
Wmin Winax T
—_— W) € ————— pow.w .
1 + Hszmint o w(a; ) -1 + H325‘)111'c1>{t P v

Rezultaty z tego rozdziatu zostaly opisane w pracy:

(K2) Kosewski, P.: Eristence of a weak solution to Kolmogorov’s two-
equation model of turbulence in periodic setting. In 20 years of the Fa-
culty of Mathematics and Information Science. A collection of research pa-
pers in mathematical analysis and in partial differential equations, Oficyna
Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, (2022), pp. 77-125.

Ocena rozprawy

Struktura pracy jest logiczna i przemyglana. Jezyk rozprawy jest typowy
dla publikacji matematycznych. W rozdziatach oraz niektérych dowodach
wprowadzono takze podsekcje, co porzadkuje tekst. Wyniki maja forme
twierdzed, wnioskéw i lematow, dobrze i jasno sformultowanych, z zaznacze-
niem zalozen i tezy. Dowody zostaly przedstawione starannie i przejrzyécie.
Na poczatku rozdzialéw znajduja sie ich krotkie oméwienia. Przed niek-
térymi technicznie skomplikowanymi dowodami (np. przed dowodem Lematu
2.2.3) Autor opisuje gléwne idee i tok rozumowania, co niewatpliwie ulatwia
lekturg. Odwolania do lematéw, oszacowar itp. znaczaco pomagaja w dledze-
niu dowodéw, szezegdlnie tych dosé diugich i skomplikowanych technicznie.
Wazystko to sprawia, ze pomimo obszernosci materiatu, rozprawe czyta sie
dobrze i z zainteresowaniem. A

Celem pracy jest analiza uktadu réwnafi modelu turbulencji Kolmogorova
(1) pod katem istnienia regularnych rozwigzasi, lokalnych w czasie, a w
szczegdlnodel globalnych (przy pewnych dodatkowych zalozeniach matosei),
co zostalo zrealizowane. Regularnosé rozwigzan jest ambitnym zadaniem i
dotychczas nie byla analizowana dla tego modelu. Prezentowane w pracy
wyniki stanowig sp6jna tematycznie calodé. Jawna zalesmodéé od danych, np.
réwnanie algebraiczne na czas lokalnego istnienia * w (2.59), oszacowanie
na czas lokalnego istnienia w Twierdzeniu 4.1.1. czy tez explicite zapisany
warunek malosei (4) potrzebny do regularnosei rozwigzad (gduie Zg(t) jest
wprost zdefiniowane w (3.12})), to niewatpliwy atut uzyskanych wynikéw.

Metody wykorzystywane w rozprawie doktorskiej sg typowymi narze-
dziami stosowanymi w rozwazaniach zwigzanych 7 istnieniem i regularnoscia
rozwigzan dla nieliniowych probleméw poczatkowo-brzegowych. Mamy za-
tem oszacowania energetyczne, catkowanie przez czegci, nieréwnodci Sobolewa,
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Héldera, Gagliardo-Nirenberga, aproksymacje Galerkina, twierdzenia inter-

polacyjne. Zastosowane techniki, w tym aproksymacje, sa czosto wieloetapowe
1 wymagaja zlozonych oszacowari. Analiza modelu na torusie wiaze sie z kolei

z koniecznoscig dostosowania oszacowan dla komutatora z R na T¢,

W redakeji pracy mozna zauwazy¢ pewne usterki i niedociagniecia.

1) We wstepie do rozdziatu 3, Autor pisze, ze we Wniosku 3.2.4.1 pokazano
spelnienie warunku malosei przez niepusta, klase funkeji. Tymczasem ta teza
pojawia si¢ w Uwadze 3.2.6, a Wniosek 3.2.4.1 dotyczy warunku globalnego
istnienia rozwiazan.

2) Problem (1) jest zasadniczo problemem poczatkowo-brzegowym, co
Autor zaznacza we Wstepie piszac, ze warunki brzegowe zostana, okreslone
pozniej. Jednak w dalszym tekécie pojawia sig tylko wzmianka o periody-
cznych warunkach brzegowych dla problemu lokalnego istnienia - we wstepie
do Rozdzialu 2, nie w twierdzeniu, oraz dla probleméw przyblizonych w
Rozdziale 5. O periodycznosci obszaru méwi sie w abstrakeie i streszeze-
niu pracy, jednak warunki brzegowe dla problemu (1) nie zostaly formalnie
zdefiniowane. Rozwigzanie, ktérego istnienie pokazane zostato w twierdze-
niach, nalezy do przestrzeni X(T) funkeji z periodycznymi warunkami na
brzegu, ale w zalozeniach twierdzeni periodycznosé albo inne warunki brze-
gowe si¢ nie pojawiajg. Prawdopodobnie, to zaloZenie zostalo zapomniane w
rozprawie, poniewaz w publikacjach (KK1), (KK2), (K2) oczywiscie charak-
teryzuje si¢ warunki brzegowe dla (v,w, b) jako periodyczne.

3) Obgzar Q rozwazany w pracy w 3 wymiarach oznaczany jest przez
TT2.,(0, 27) oraz [T2_,(0, L;). W powszechnie przyjetej terminologii mate-
matycznej, to jest tréjwymiarowa kostka... Jedli rozpatrujemy periodyczne
warunki brzegowe (o ktorych niewiecle sie pisze w rozprawie), to sklejamy
korice i méwimy o problemie na torusie, ale to wymaga przynajmniej komen-
tarza, szczegllnie na poziomie rozprawy doktorskie;.

4) W publikacjach (KK1)-(KK2), (K2), przez p w uktadzie (1) oznacza sig
sume b i dredniego cidnienia, natomiast w rozprawie jest to suma b i cignienia.

5) W oznaczeniach pojawiaja sie niepotrzebne powtdrzenia wybranych
zalozeri, ktére w régnych rozdzialach zyskuja nowe numerki. Na przyklad,
zalozenia (2) w tekécie rozprawy wystepuja w identycznej formie jako (2.1)-
(2.2), (3.1)-(3.2), (4.1)-(4.2). Podobnie, definicje wielkodei b, wt, | w!
maja numery (2.3), ale takze (3.3) i (3.4) oraz (4.3). TLepiej bytoby uzyé
odsylacza. Odsylacz przydalby sig natomiast do definicji opisanych w rozdzia-

e

le pierwszym przestrzeni V™, Vdiv, X(T), ktore sa uzywane w gtéwnych
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twierdzeniach.

6) Iterowki zdarzaja sig, ale rzadko, np. *wpieranie’ zamiast ‘wspieranie’
na stronie 3, "Tribel’ na stronie 156, "euler’ na stronie 196, ’sobolev’ na stronie
197.

Merytorycznie oceniam rozprawe pozytywnie. Rezultaty sa wartosciowe,
a dowody wymagaja uzycia zroznicowanych technik, w tym adaptacji metod
do konkretnych obszaréw. Przeprowadzone rozumowania wskazuja na dobre
opanowanie warsztatu matematycznego i umiejetnodé ciekawego formulowa-
nia rozwazai, a takze znajomosé literatury. Prace Autora: cztery publikacje
1 preprint na arXiv, w tym praca z 2021 roku nie zwigzana z rozprawa oraz
dwie samodzielne, dobrze §wiadcza o dojrzalosci matematycznej i perspek-
tywach prowadzenia dalszej pracy naukowe;.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa spelnia zaréwno ustawowe, jak i
zwyczajowe wymogl stawiane rozprawom doktorskim. W zwiazku z tym
wnosze¢ o dopuszczenie jej Autora do dalszych etapéw postepowania dok-

g
Qﬁw b



