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Przedstawiona rozprawa doktorska dotyczy produktéw Malcewa rozmaitosci, a kon-
kretnie ma za cel poszukiwanie warunkéw na to, aby produkt Malcewa byt rozmaito-
Scia. Chodzi tu o rozmaitosci algebraiczne (varieties), tzn. klasy struktur algebraicznych
ustalonego typu, definiowane poprzez uktady rownosci (equations). Kazda rozmaitosé
jest zamknieta na podalgebry, iloczyny kartezjanskie oraz obrazy homomorficzne. Kla-
syczny fakt mowi, ze jest tez odwrotnie: kazda klasa zamknieta na podalgebry, iloczyny
kartezjanskie oraz obrazy homomorficzne jest wyznaczona przez uktad rownosci.

Produkt Malcewa (Maltsev product) jest dosy¢ specyficzna, asymetryczna, operacja
na parze rozmaitosci, ktora w wyniku daje rodzine algebr. Produkty Malcewa sa do-
brze znane w algebrze, jako, ze daja mozliwosci konstruowania nietrywialnych nowych
naturalnych obiektéw matematycznych.

Ogolne zagadnienie rozwazane w niniejszej rozprawie, to pytanie kiedy produkt Mal-
cewa daje w wyniku rozmaito$¢. Najwazniejszy wynik rozprawy to twierdzenie 8.6
pokazujace dos¢ zgrabny warunek wystarczajacy, przy zatozeniu, ze druga z pary roz-
maitosci jest termowo (wyrazeniowo) idempotentna. Aby ten wynik otrzymac, Autor
wykonal sporo pracy, uzyskujac rézne pomocnicze wyniki, ktére doprowadzity do twier-
dzenia 8.6. W ostatnim rozdziale przedstawione sa zastosowania oraz przyktady. Mozna
tez tam znalez¢ pytania otwarte, bardziej szczegolne niz ogblne oczywiste pytanie o wa-
rynek konieczny i wystarczajacy na to, aby produkt Malcewa byl rozmaitoscia.

Rozprawa jest napisana starannie, od strony matematycznej nie znalaztem zadnych
specjalnych usterek ani btedéw. Dowody gtéwnych twierdzeri oraz pomocniczych lema-
tow polegaja na analizowaniu réznych réwnosci, wyrazeri oraz wtasnosci kongruencji.
Bywa to czasami catkiem nietrywialne i wymaga doswiadczenia oraz dobrego obezna-
nia z tematem. Czytajac przedstawiona rozprawe nie miatem watpliwosci, ze Autor
dobrze czuje sie w temacie, potrafi w sposob zwiezly i logiczny zaprezentowaé swoje
gltowne tezy.

Wyniki rozprawy znajduja sie tez w trzech artykutach opublikowanych w dosé pre-
stizowym specjalistycznym czasopismie Algebra Universalis. Wszystkie artykuly sa
wspolne z promotorka, prof. Anng Romanowska, przy czym jeden z nich jest dodatkowo
wspoélny z C. Bergmanem. Niemniej jednak, skadinad wiem, ze wktad Autora w wyniki



rozprawy jest istotny. Co wazniejsze, gtowny wynik rozprawy (Theorem 8.6) jest zna-
czacym wzmocnieniem wyniku z najnowszego (2022) sposrod wyzej wspomnianych
artykutow.

Podsumowujac, trzy wspotautorskie publikacje w cenionym specjalistycznym czaso-
pismie to caltkiem przyzwoity dorobek w poczatkowej fazie potencjalnej kariery nauko-

wej.

Ponizej kilka drobnych uwag krytycznych. Wszystkie dotycza strony redakcyjnej i
nie wplywaja na ogdlna pozytywna ocene rozprawy.

1.

Praca mogtaby by¢ zredagowana troche lepiej. Mianowicie, Autor moégt uzy¢ pod-
rozdziatow, wtedy struktura rozprawy byltaby bardziej czytelna. To widaé¢ we
wstepie, gdzie Autor odwotuje si¢ tylko do rozdzialéw 2, 4 i 7. Przy czym roz-
dzial 2 to ,,Preliminaries” czyli rozdzial wstepny.

Srona 18, ,direct product”. Wiedzac, ze jest to czes¢ definicji pojecia prevariety,
domysélitem sie, ze chodzi o iloczyn kartezjanski, czyli po prostu produkt. Przy-
miotnik ,direct” sugeruje, ze chodzi o koprodukt, podobnie jak ,direct limit” to
kogranica a ,limit” lub ,inverse limit” oznacza granice funktora. By¢ moze w
srodowisku algebraikow ogolnych pojecie ,direct product” (czyli ,produkt pro-
sty”) nie budzi zadnych watpliwosci, ale dla szerszego grona matematykow jest
to troche mylace. Nie jestem w tym odosobniony, poniewaz na stronie Wikipedii
dotyczacej pojecia ,direct product” mozna znalez¢ polemike:

https://en.wikipedia.org/wiki/Talk:Direct_product.

Strona 20, Example 2.4: Autor mégl bardziej sie wysili¢ i poda¢ odrobine mniej
trywialny przyktad, chociazby dodajac operacje typu

fl(xla cee 7$n) = f(xa(l)a e wxo(n))a
gdzie o jest permutacja.

Strona 26. Pojecie algebry wolnej nalezy do teorii kategorii, co mozna byto od-
powiednio skomentowaé. Ponadto, algebra wolna to para zlozona z algebry oraz
odpowiedniego odwzorowania.

Strona 68. Symbol A oznacza rozmaitosé ztozona z wszystkich algebr danego
typu. W rozdziale 2 znajdujemy bardziej czytelne oznaczenie Ag. Na poczatku
dowodu Twierdzenia 8.6 powinien byé¢ dodany komentarz w stylu ,where A de-
notes ...”. Znaczenie symbolu A jest wprawdzie przypomniane na stronie 66, ale
czytajac tekst wyrywkowo mozna tego nie dostrzec. Inna opcja to uzycie bardziej
specjalnego symbolu na najwicksza rozmaitosé danego typu.
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6. Uwaga czysto techniczna. Wersja elektroniczna rozprawy nie zawiera aktywnych
odnosnikéw, co znaczaco utrudnia przegladanie. Jest to niewatpliwie usterka re-
dakcyjna, ktorg mozna naprawi¢ w kilka sekund, dodajac pakiet hyperref. Majac
aktywne odnosniki, wygodnie czytam tekst z ekranu, bez potrzeby drukowania,
oszczedzajac w ten sposob papier.

Konkluzja. Przedstawiona rozprawa doktorska zawiera nowe i nietrywialne wyniki
w do$é¢ aktywnym dziale czystej matematyki, jakim jest algebra ogélna. Wnosze o
dopuszczenie Autora do dalszych etapow postepowania doktorskiego.

Bardziej formalnie: Przedstawiona rozprawa doktorska spelnia wymogi ustanowione
przez Artykut 187 ust. 1-3 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce (Dz. U. z 2022 r. poz. 574 ze zm.).
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