
Lublin, 27 lipca 2022 r.
Prof. dr hab. Maria Nowak
Instytut Matematyki UMCS
20-031 Lublin
Pl. M. Curie-Skªodowskiej 1

Recenzja rozprawy doktorskiej Tomasza �ukasza �yndy
Selected Reproducing Kernels: Admissible Weights and

Dependence on Parameters

Rozprawa skªada si¦ zasadniczo z trzech rozdziaªów. W rozdziale pierw-
szy omówiono pewne aspekty ogólnej teorii przestrzeni Hilberta z j¡drami
reprodukuj¡cymi. Drugi rozdziaª jest po±wi¦cony przestrzeni Hilberta funkcji
caªkowalnych z kwadratem, które s¡ elementami j¡dra pewnego eliptycznego
operatora ró»niczkowego. Przykªadem takiej przestrzeni jest przestrze« funk-
cji caªkowalnych z kwadratem i harmonicznych. W trzecim rozdziale autor
przedstawia wyniki dotycz¡ce tzw. wa»onych j¡der typu Szegö.

Niech dla obszaru U ⊂ Rn oraz funkcji µ : U → R prawie wsz¦dzie do-
datniej na U (zwanej wag¡) L2(U) i L2(U, µ) oznaczaj¡ przestrzenie Hilberta
funkcji mierzalnych na U i takich, »e odpowiednio

∥f∥2 =
∫
U

|f(w)|2dw < ∞, ∥f∥2µ =

∫
U

|f(w)|2µ(w)dw < ∞.

Nast¦pnie niech D oznacza eliptyczny ró»niczkowy operator okre±lony w
twierdzeniu 2.2 i niech odpowiednio L2D(U) ⊂ L2(U) i L2D(U, µ) ⊂ L2(U, µ)
oznaczaj¡ podprzestrzenie, których elementami s¡ funkcje speªniaj¡ce rów-
nanie Df = 0 w sªabym lub silnym sensie.

Jednym z pierwszych wyników autora przedstawionych w pracy jest twier-
dzenie, które mówi, »e dla n = 2, przy zaªo»eniu, »e brzeg U jest klasy C1

oraz dodatkowych zaªo»eniach regularno±ci funkcji wyst¦puj¡cych w de�nicji
operatora D, przestrze« L2D(U) posiada j¡dro reprodukuj¡ce. W dowodzie
wykorzystano znane wªasno±ci funkcji b¦d¡cych rozwi¡zaniem takiego rów-
nania oraz fakt, »e istnienie j¡dra reprodukuj¡cego w przestrzeni Hilberta
H funkcji okre±lonych na obszarze U jest równowa»ne ci¡gªo±ci funkcjonaªu,
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który funkcji f ∈ H przyporz¡dkowuje jej warto±¢ w dowolnie ustalonym
punkcie z ∈ U .

Ponadto podany jest przykªad operatora D̃ nie b¦d¡cego operatorem elip-
tycznym takiego, »e przestrze« L2D̃(U) nie posiada j¡dra reprodukuj¡cego.

Wag¦ µ nazywamy dopuszczaln¡ dla operatora D, je±li dla dowolnego
zwartego podzbioru X obszaru U istnieje staªa CX taka, »e dla ka»dego z ∈ X
oraz f ∈ L2D(U, µ) mamy

|f(z)| ≤ CX∥f∥µ. (1)

Autor dowodzi, »e je±li waga µ jest dopuszczalna dla D, to L2D(U, µ) jest
domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni L2(U, µ) oraz posiada j¡dro reprodu-
kuj¡ce. Niech Kµ(z, w), z, w ∈ U oznacza j¡dro reprodukuj¡ce przestrzeni
L2D(U, µ). Dalsza cz¦±¢ rozdziaªu drugiego zawiera wyniki opisuj¡ce wªasno-
±ci j¡dra reprodukuj¡cego Kµ(z, w) w zale»no±ci od wªasno±ci funkcji wago-
wych µ i obszaru U . Omówiony jest, m.in. przypadek, gdy U =

∩∞
n=1 Un oraz

U =
∪∞

n=1 Un gdzie {Un} jest odpowiednio ci¡giem malej¡cym lub rosn¡cym
obszarów (dla µ = 1).

Trzeci rozdziaª rozprawy jest po±wi¦cony wa»onym j¡drom typu Szegö
Niech Ω ⊂ Rn b¦dzie ograniczonym obszarem o brzegu ∂Ω klasy C2. Dla
funkcji µ : ∂Ω → R prawie wsz¦dzie dodatniej niech L2(∂Ω, µ) oznacza
przestrze« funkcji f : ∂Ω → C speªniaj¡cych warunek

∥f∥2µ =

∫
∂Ω

|f(w)|2µ(w)dS < ∞,

gdzie dS oznacza miar¦ powierzchniow¡ (Hausdor�a) na ∂Ω. Przestrze« ta
jest przestrzeni¡ Hilberta z iloczynem skalarnym

⟨f |g⟩µ =

∫
∂Ω

f(w)g(w)µ(w)dS.

Nast¦pnie niech A(Ω) oznacza przestrze« funkcji f : Ω → C ci¡gªych na
Ω i analitycznych na Ω oraz niech B(Ω, µ) = A(Ω) ∩ L2(∂Ω, µ). W ko«cu
przestrze« L2H(∂Ω, µ) jest zde�niowana jako domkni¦cie przestrzeni B(Ω, µ)
w L2(∂Ω, µ). Je±li istnieje funkcja Sµ : Ω × Ω → C , Sµ(z, ·) ∈ L2H(∂Ω, µ)
taka, »e dla f ∈ L2H(∂Ω, µ)

f(z) = ⟨Sµ(z, ·)|f(·)⟩µ,
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to mówimy, »e funkcja Sµ(z, ·) jest j¡drem Szegö dla przestrzeni L2H(∂Ω, µ).
Zde�niowane jest poj¦cie miary S-dopuszczalnej za pomoc¡ warunku (CB),
który jest w pewnym sensie analogonem warunku (1). Autor dowodzi, »e
warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia j¡dra Szegö dla przestrzeni
L2(∂Ω, µ) jest S-dopuszczalno±¢ miary µ. Przedstawiony jest równie» waru-
nek dostateczny na to by µ byªa S-dopuszczalna . Ponadto podane s¡ przy-
kªady miar na brzegu koªa jednostkowego i kuli jednostkowej w Cn nie b¦d¡-
cych miarami S-dopuszczalnymi. W dalszym ci¡gu tego rozdziaªu omówione
zostaªy m.in. wªasno±ci wa»onych j¡der Szegö oraz S-dopuszczalnych funkcji
wagowych.

Prezentacja wyników w rozprawie jest jasna. Zostaªy przytoczone twier-
dzenia, z których autor korzysta w swoich dowodach, co uªatwia czytanie tej
pracy. Znalazªam par¦ drobnych misprintów, ale na ogóª z kontekstu wynika
jak je ªatwo poprawi¢. Niemniej, chciaªabym zwróci¢ uwag¦ na usterk¦ w
dowodzie twierdzenia 2.7 . W tym przypadku operator D jest laplasjanem a
U = Ω jest obszarem w Rn, a wi¦c L2D(Ω, µ) jest podprzestrzeni¡ funkcji f
harmonicznych. Wiadomo, »e wtedy |f(z)|α jest funkcj¡ podharmoniczn¡ dla
α ≥ 1, ale niekoniecznie dla α ∈ (0, 1). Funkcja |f(z)|α dla wszystkich dodat-
nich α jest podharmoniczn¡, w przypadku, gdy f jest funkcj¡ holomor�czn¡
w obszarze przestrzeni Cn.

Wyniki zawarte w tej rozprawie doktorskiej stanowi¡ kontynuacj¦ bada«
m.in. V.A. Malysheva, M. Skwarczy«skiego i Z. Pasternaka-Winiarskiego.
Moim zdaniem s¡ one interesuj¡ce i autor z sukcesem stosuje ogólne metody
teorii przestrzeni Hilberta do teorii funkcji wielu zmiennych. Znaczna cz¦±¢
prezentowanego w rozprawie materiaªu zostaªa ju» opublikowana.

Podsumowuj¡c, uwa»am, »e rozprawa doktorska Pana mgr To-
masza �ukasza �yndy speªnia wymogi Ustawy z dnia 14 marca 2003
roku o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i
tytule w zakresie sztuki (art.13, pkt 1) i wnioskuj¦ o dopuszczenie
Pana �yndy do dalszych etapów przewodu doktorskiego.
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