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Recenzja rozprawy doktorskiej Tomasza Lukasza Zyndy
Selected Reproducing Kernels: Admissible Weights and
Dependence on Parameters

Rozprawa sktada si¢ zasadniczo z trzech rozdzialow. W rozdziale pierw-
szy omdwiono pewne aspekty ogodlnej teorii przestrzeni Hilberta z jadrami
reprodukujacymi. Drugi rozdzial jest poswiecony przestrzeni Hilberta funkcji
catkowalnych z kwadratem, ktore sa elementami jadra pewnego eliptycznego
operatora rozniczkowego. Przyktadem takiej przestrzeni jest przestrzen funk-
cji catkowalnych z kwadratem i harmonicznych. W trzecim rozdziale autor
przedstawia wyniki dotyczace tzw. wazonych jader typu Szegd.

Niech dla obszaru U C R" oraz funkcji p : U — R prawie wszedzie do-
datniej na U (zwanej waga) L*(U) i L*(U, i) oznaczaja przestrzenie Hilberta
funkcji mierzalnych na U i takich, ze odpowiednio

12 = / ) Pdw < o0, |If]I2 = / | (w)Pra(aw)dw < co.

Nastepnie niech D oznacza eliptyczny rozniczkowy operator okreslony w
twierdzeniu 2.2 i niech odpowiednio L?D(U) C L*(U) i L2*D(U, ) C L*(U, i)
oznaczaja podprzestrzenie, ktorych elementami sa funkcje spetniajace row-
nanie D f = 0 w stabym lub silnym sensie.

Jednym z pierwszych wynikéw autora przedstawionych w pracy jest twier-
dzenie, ktore mowi, ze dla n = 2, przy zalozeniu, ze brzeg U jest klasy C*
oraz dodatkowych zatozeniach regularnosci funkeji wystepujacych w definicji
operatora D, przestrzeii LD (U) posiada jadro reprodukujace. W dowodzie
wykorzystano znane wtasnoéci funkcji bedacych rozwigzaniem takiego row-
nania oraz fakt, ze istnienie jadra reprodukujacego w przestrzeni Hilberta
‘H funkcji okre$lonych na obszarze U jest rownowazne ciaglosci funkcjonatu,



ktory funkcji f € H przyporzadkowuje jej warto§¢ w dowolnie ustalonym
punkcie z € U .
Ponadto podany jest przykltad operatora D nie bedacego operatorem elip-
tycznym takiego, ze przestrzen LQD(U) nie posiada jadra reprodukujacego.
Wage p nazywamy dopuszczalnag dla operatora D, jesli dla dowolnego
zwartego podzbioru X obszaru U istnieje stata C'x taka, ze dla kazdego z € X
oraz f € L*D(U, ) mamy

[F ()] < Cx|[ £l (1)

Autor dowodzi, ze jesli waga p jest dopuszczalna dla D, to L2D(U, i) jest
domknieta podprzestrzeniag przestrzeni L?(U, u) oraz posiada jadro reprodu-
kujace. Niech K, (z,w),z,w € U oznacza jadro reprodukujace przestrzeni
L?D(U, p1). Dalsza cze$é rozdziatu drugiego zawiera wyniki opisujace wtasno-
Sci jadra reprodukujacego K, (z,w) w zaleznosci od wlasnosci funkeji wago-
wych £ 1 obszaru U. Omowiony jest, m.in. przypadek, gdy U = ()~ U, oraz
U=, U, gdzie {U,} jest odpowiednio ciagiem malejacym lub rosnacym
obszarow (dla p = 1).

Trzeci rozdziat rozprawy jest poswiecony wazonym jadrom typu Szegd
Niech 2 C R™ bedzie ograniczonym obszarem o brzegu 99 klasy C?. Dla
funkcji p : 092 — R prawie wszedzie dodatniej niech L?(9€, ) oznacza
przestrzen funkcji f : 02 — C spelniajacych warunek

12 = / @) Prlw)dS < o

gdzie dS oznacza miare powierzchniowa (Hausdorffa) na 0€2. Przestrzen ta
jest przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym

(flg), = fw)g(w)p(w)dsS.
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Nastepnie niech A(Q) oznacza przestrzen funkeji f : @ — C ciaglych na
Q i analitycznych na § oraz niech B(Q,u) = A(Q) N L2092, ). W koncu
przestrzefi L2 H (OS2, u1) jest zdefiniowana jako domkniecie przestrzeni B(2, i)
w L2(0Q, p). Jedli istnieje funkcja S, : @ x Q@ — C , S,.(z,-) € L*H(0Q, )
taka, ze dla f € L?H (09, p)

f(2) = (Suz ) ()



to mowimy, ze funkcja S, (z,-) jest jadrem Szegé dla przestrzeni L* H (9, ).
Zdefiniowane jest pojecie miary S-dopuszczalnej za pomoca warunku (CB),
ktory jest w pewnym sensie analogonem warunku (1). Autor dowodzi, ze
warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia jadra Szegé dla przestrzeni
L2(08, 1) jest S-dopuszczalno$é miary p. Przedstawiony jest rowniez waru-
nek dostateczny na to by p byta S-dopuszczalna . Ponadto podane sa przy-
ktady miar na brzegu kota jednostkowego i kuli jednostkowej w C" nie beda-
cych miarami S-dopuszczalnymi. W dalszym ciggu tego rozdzialu omédwione
zostaly m.in. wlasnosci wazonych jader Szeg6 oraz S-dopuszczalnych funkeji
wagowych.

Prezentacja wynikow w rozprawie jest jasna. Zostaly przytoczone twier-
dzenia, z ktorych autor korzysta w swoich dowodach, co utatwia czytanie tej
pracy. Znalaztam pare drobnych misprintéw, ale na ogét z kontekstu wynika
jak je tatwo poprawi¢. Niemniej, chcialabym zwroci¢é uwage na usterke w
dowodzie twierdzenia 2.7 . W tym przypadku operator D jest laplasjanem a
U = Q jest obszarem w R", a wiec L2D(, i) jest podprzestrzenia funkcji f
harmonicznych. Wiadomo, ze wtedy |f(z)|* jest funkcja podharmoniczng dla
a > 1, ale niekoniecznie dla « € (0, 1). Funkeja | f(2)|* dla wszystkich dodat-
nich « jest podharmoniczng, w przypadku, gdy f jest funkcja holomorficzng
w obszarze przestrzeni C".

Wyniki zawarte w tej rozprawie doktorskiej stanowia kontynuacje badan
m.in. V.A. Malysheva, M. Skwarczynskiego i Z. Pasternaka-Winiarskiego.
Moim zdaniem sg one interesujace i autor z sukcesem stosuje ogolne metody
teorii przestrzeni Hilberta do teorii funkcji wielu zmiennych. Znaczna czesé
prezentowanego w rozprawie materiatu zostala juz opublikowana.

Podsumowujac, uwazam, ze rozprawa doktorska Pana mgr To-
masza Lukasza Zyndy spelnia wymogi Ustawy z dnia 14 marca 2003
roku o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i
tytule w zakresie sztuki (art.13, pkt 1) i wnioskuje o dopuszczenie
Pana Zyndy do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



