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Streszczenie

Rozprawa dotyczy modelowania konstytutywnego materialéw hipersprezystych z wy-
korzystaniem metod uczenia maszynowego uzupetnionych o wiezy mechaniki osrodkow
ciaggtych. Mimo ze praca miesci sie¢ w obszarze inzynierii ladowej, taczy ona zagadnienia
sztucznej inteligencji z klasyczna mechanika osrodkéw ciagtych. Przyjeto w niej teze,
ze wprowadzenie wiezéw fizycznych do modeli uczenia maszynowego jest warunkiem
koniecznym poprawnego — fizycznie dopuszczalnego i zdolnego do ekstrapolacji — od-
twarzania relacji konstytutywnych, a modele wzbogacone o te wiezy pozwalaja zaréwno
odkrywac te relacje, jak i rozwigzywacé zagadnienia brzegowe oraz identyfikowaé¢ parametry
materiatowe wytacznie na podstawie danych przemieszczeniowych i sit reakeji podporowych.

Punktem wyjscia jest studium klasycznych metod uczenia maszynowego. Sposrdd trzy-
nastu przebadanych algorytméw zaden nie spetnit wymagan modelowania konstytutywnego
bez wprowadzenia wiedzy kierunkowej. Wykazano przy tym, ze typowe metryki (RMSE, R?)
nie uwzgledniaja spetnienia wiezéw fizycznych ani zdolnosci do ekstrapolacji. Stwierdzono,
ze do tego zadania najlepiej nadajg sie metody generujace ciggte, interpretowalne funkcje
regres;ji.

W czesci poswigconej odkrywaniu zwiazkéw konstytutywnych przedstawiono identy-
fikacje parametréw klasycznych modeli hipersprezystosci oraz okreslanie nowych relacji
z wykorzystaniem metod regresji liniowej i konstytutywnych sieci neuronowych (CANN).
Opracowano modut regresji umozliwiajacy analize petnych, réznorodnych stanéw defor-
macji oraz wprowadzono pojecie macierzy naprezeniowej cech. Wykazano konieczno$é
uwzglednienia drugiego niezmiennika deformacji izochorycznej dla zestawu danych ekspe-
rymentalnych Treloara, a takze pokazano, ze regresja i CANN prowadzg do odmiennych,
lecz poprawnych modeli materiatowych.

Kolejna czesé¢ rozprawy dotyczy rozwiazywania zagadnien brzegowych metoda sieci
neuronowych informowanych fizyka (PINN). Na przyktadzie zagadnienia liniowej teorii
sprezystosci wykazano rownowaznos¢ implementacji w czystym srodowisku PyTorch oraz
z uzyciem biblioteki DeepXDE, a takze przeprowadzono szczegdétowa analize zbiezno-
Sci, obejmujaca wpltyw normalizacji zmiennych, architektury sieci, sposobu narzucania
warunkow brzegowych oraz strategii optymalizacji na doktadnosé i koszt obliczeniowy.

W rozdziale wienczacym prace podejécie PINN rozszerzono na material hipersprezysty,

rozwiazujac zagadnienie brzegowe rozciaganej tarczy z otworem, a nastepnie identyfikujac
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parametry konstytutywne modelu Yeoha. W tym celu zaadaptowano opisane w literaturze
podejscie do identyfikacji, w ktérym parametry materialowe wyznaczane sg tgcznie z wa-
gami sieci na podstawie pol przemieszczen oraz historii obciazenia, opracowujac dla niego
modutowa, rozszerzalng implementacje, mozliwg do zastosowania dla innych modeli konsty-
tutywnych i zagadnien brzegowych. Potwierdzono odpornosé podejscia na szum pomiarowy
o poziomie 1%, co wskazuje na mozliwo$é¢ jego zastosowania do rzeczywistych danych
eksperymentalnych, np. pochodzacych z cyfrowej korelacji obrazu. Ponadto stwierdzono,
ze dla zagadnien prostych metoda PINN nie przewyzsza metody elementéow skoniczonych,
a jej potencjal ujawnia si¢ dopiero w zagadnieniach odwrotnych.

Calosc¢ rozprawy potwierdza, ze metody uczenia maszynowego z uwzglednieniem zatozen
fizycznych stanowia warto$ciowe i spojne z prawami mechaniki narzedzie modelowania

konstytutywnego oraz identyfikacji parametréw materiatowych.

Stowa kluczowe: sztuczna inteligencja, uczenie maszynowe, konstytutywne sieci neuro-
nowe (CANN), sieci neuronowe informowane fizyka (PINN), modelowanie konstytutywne,

hipersprezystos¢, mechanika osrodkéw ciaghych, analiza odwrotna.



Summary

This dissertation concerns the constitutive modeling of hyperelastic materials using
machine learning methods supplemented with the constraints of continuum mechanics.
Although the work falls within the field of civil engineering, it combines topics of artifi-
cial intelligence with classical continuum mechanics. The thesis adopted herein is that
incorporating physical constraints into machine learning models is a necessary condition
for the correct — physically admissible and extrapolation-capable — reproduction of
constitutive relations, and that such physically constrained models make it possible both
to discover these relations and to solve boundary value problems, as well as to identify
material parameters solely on the basis of displacement data and support reaction forces.

The starting point is a study of classical supervised machine learning methods. Of the
thirteen algorithms examined, none met the requirements for constitutive modeling without
introducing domain knowledge. Moreover, it was shown that the typical metrics (RMSE,
R?) neither account for satisfying physical constraints nor for extrapolation capability. Tt
was found that methods generating continuous, interpretable regression functions are best
suited to this task.

The part devoted to the discovery of constitutive relations presents the identification
of parameters of classical hyperelastic models and the discovery of new relations using
linear regression and constitutive artificial neural networks (CANN). A regression module
was developed that enables the analysis of complete, diverse deformation states, and
the concept of a stress feature matrix was introduced. The necessity of accounting for
the second invariant of isochoric deformation was demonstrated, and it was shown that
regression and CANN lead to different yet correct material models.

The next part of the dissertation concerns the solution of boundary-value problems
using physics-informed neural networks (PINN). Using the example of a linear elasticity
problem, the equivalence of implementations in pure PyTorch and with the DeepXDE
library was demonstrated for Treolar’s test data, and an in-depth convergence analysis
was carried out, covering the influence of variable normalization, network architecture, the
manner of imposing boundary conditions, and the optimization strategy on the accuracy
and computational cost.

In the concluding chapter, the PINN approach was extended to a hyperelastic material

by solving the boundary value problem of a plate with a hole under tension and then



Summary

identifying the constitutive parameters of the Yeoh model. To this end, an identification
approach described in the literature — in which the material parameters are determined
jointly with the network weights on the basis of displacement fields and loading history —
was adapted, and a modular, extensible implementation was developed for it, applicable to
other constitutive models and boundary value problems. The robustness of the approach
to measurement noise at a level of 1% was confirmed, indicating the possibility of its
application to real experimental data, e.g. obtained from digital image correlation. Moreover,
it was found that for forward problems, the PINN method does not outperform the finite
element method, and its potential is revealed only in inverse problems.

The dissertation as a whole confirms that physically constrained machine learning
methods constitute a valuable tool, consistent with the laws of mechanics, for constitutive

modeling and the identification of material parameters.

Keywords: artificial intelligence, machine learning, constitutive artificial neural networks
(CANN), physics-informed neural networks (PINN), constitutive modeling, hyperelasticity,

continuum mechanics, inverse analysis.
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1. Wstep

W czasach, w ktorych ilos¢ danych ro-
snie w trybie wyktadniczym, metody uczenia
maszynowego (UM) staja sie nieodzownym Sztucznainteligencia
narzedziem do ich przetwarzania i analizy.

Uczenie maszynowe
Glownym atutem UM jest identyfikacja zto-
zonych, czesto nieliniowych zwigzkéw w zbio- Glebokie uczenie
rach danych, ktérych tradycyjne statystyczne
metody nie sag w stanie poprawnie opisa¢ — Generatywna SI
szczegoOlnie w inzynierii, ekonomii czy medy-
cynie, gdzie zwiazki fizyczne sa zbyt zawite
lub stabo odkryte, to algorytmy sztucznej Rysunek 1.1. Hierarchia dziedzin w ra-
inteligencji (SI) pozwalaja na konstruowa- mach sztueznej inteligencji [1]
nie modeli predykcyjnych opartych wylgcznie
na pomiarach. W trakcie ostatniej dekady glebokie sieci neuronowe (ang. Deep Neural
Networks) znalazty zastosowanie w wielu dziedzinach, takich jak przetwarzanie jezyka
naturalnego czy widzenie maszynowe. Pomimo znacznych sukcesow w tych obszarach,
techniki te dopiero w ostatnich latach zaczely byé¢ wykorzystywane w obliczeniach nauko-
wych. W szczegolnosci uzycie sieci neuronowych do rozwigzywania roéwnan rézniczkowych
czastkowych (PDE) [2] dalo impuls do rozwoju nowej dziedziny znanej jako Scientific
Machine Learning (SciML) [3].

Hierarchia dziedzin wchodzacych w sktad sztucznej inteligencji, pokazana na rys. 1.1,
bywa czesto mylona — terminy takie jak sztuczna inteligencja, uczenie maszynowe, gtebokie
uczenie, w ktérego sktad wchodzg sieci neuronowe, bywaja traktowane jako synonimy i cho¢

kazdy z nich wchodzi w zakres poprzedniego, to zasadniczo dotyczg réznych obszarow.

W celu uporzadkowania nazewnictwa juz na poczatku nalezy stwierdzi¢, ze [1]:

Sztuczna Inteligencja (SI) jest dziedzina nauki, ktéra skupia sie na projektowaniu,
ocenie i implementowaniu algorytmoéw i systeméw komputerowych, ktére wykonuja
zadania wymagajace pewnego rodzaju inteligentnego zachowania przypominajacego
ludzkie - sg to wnioskowanie, przetwarzanie jezyka naturalnego, rozpoznawanie wzorcow,

podejmowanie decyzji itp.,
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Uczenie Maszynowe (UM) to poddziedzina sztucznej inteligencji, ktéra skupia sie
na tworzeniu modeli statystycznych i systeméw komputerowych, ktore ucza si¢ na
podstawie duzych zbioréw danych lub wchodza w interakcje ze $rodowiskiem. Systemy
te potrafia podejmowac¢ decyzje bez potrzeby manualnego zaprogramowania regut.

W uczeniu maszynowym istnieja trzy gtéwne paradygmaty:

® uczenie nadzorowane, w ktérym modele uczg si¢ na oznaczonych parach wejscie-
-wyjscie,
® uczenie nienadzorowane, w ktorym algorytmy samoczynnie znajduja wzorce na
podstawie nieoznaczonych danych,
® uczenie przez wzmacnianie, w ktérym agent dostosowuje swoje zachowanie podczas
interakcji ze srodowiskiem w oparciu o system nagrod i kar.
Réznicag miedzy sztuczng inteligencja a uczeniem maszynowym jest to, ze SI obejmuje
wszystkie techniki uzywane do rozwoju inteligentnych systeméw, podczas gdy uczenie
maszynowe skupia sie na dostosowywaniu parametréow (wag) modeli podczas treningu.
Sam dobér hiperparametrow tych modeli moze by¢ zatozony a priori, przeszukany
siatkowo lub dokonany przy wykorzystaniu metod sztucznej inteligencji,

Glebokie Uczenie (Deep Learning) to poddziedzina uczenia maszynowego, ktora
uzywa wielowarstwowych sieci neuronowych, ktérych wagi dostrajane sa w procesie
propagacji wstecznej btedu oraz optymalizacji gradientowej. Teoretyczna podstawg
ich stosowania jest twierdzenie o uniwersalnej aproksymacji [4], zgodnie z ktérym
jednokierunkowa sie¢ neuronowa z co najmniej jedng warstwa ukryta i odpowiednio
dobrang funkcja aktywacji jest w stanie przyblizy¢ dowolng funkcje ciagly z zadang
doktadnoscia, pod warunkiem dostatecznej liczby neurondw,

Generatywna Sztuczna Inteligencja to nowy kierunek badan w sieciach neuronowych
skupiony na modelowaniu rozktadéw w danych i generowaniu nowych prébek (np.
tekstow, obrazéw czy dzwiekow), ktérych cechy statystyczne sa zblizone do danych, na

ktorych zostaty wytrenowane.

W szeroko rozumianej inzynierii ladowej zagadnienia sztucznej inteligencji rozwijane sa
od przetomu lat osiemdziesiatych i dziewiec¢dziesigtych XX wieku, kiedy to wzrost mocy
obliczeniowej oraz upowszechnienie algorytmu propagacji wstecznej btedu umozliwity
praktyczne stosowanie sieci neuronowych w zadaniach inzynierskich [5], [6]. Pierwsze

zastosowania dotycza przede wszystkim analizy i projektowania konstrukcji, predykeji
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wladciwosci materiatéw (w tym wytrzymaltosci betonu), zagadnien geotechnicznych, de-
tekeji uszkodzen oraz wspomagania zarzadzania przedsiewzieciami budowlanymi. Prze-
gladu dorobku pierwszej dekady rozwoju dziedziny dokonal Adeli [7]. Nastepnie, wraz
z dojrzewaniem metody, sieci neuronowe zaczeto wykorzystywac nie tylko jako narzedzie
regresji danych pomiarowych, lecz réwniez do bezposredniego modelowania zachowania
materiatéw. Przelomowa w tym zakresie byta praca Ghaboussiego i wspétpracownikéw [8],
w ktorej relacje konstytutywna betonu w plaskim stanie naprezenia (PSN) odwzorowano
siecig neuronowg uczong wprost na danych do$wiadczalnych, bez zakladania a priori
postaci krzywej naprezenie-odksztatcenie. Podejscie to rozwinieto nastepnie w kierunku
integracji sieci neuronowych z metoda elementéw skonczonych (MES) [9] w charakterze
przyrostowych modeli konstytutywnych [10], [11]. Monograficznego ujecia metod alge-
bry komputerowej oraz inteligencji obliczeniowej w zagadnieniach mechaniki konstrukeji
dostarcza opracowanie [12].

Wspotczesnie obserwuje sie ponowny, intensywny wzrost zainteresowania metodami
uczenia maszynowego w Mechanice Osrodkéw Ciaglych (MOC), napedzany rozwojem
glebokiego uczenia oraz wspomnianej dziedziny SciML. Szczegdlne znaczenie maja przy
tym podejscia, w ktorych wiedza fizyczna nie jest pomijana, lecz wbhudowywana w strukture
modelu lub w funkcje kosztu. Do tej grupy naleza sieci neuronowe informowane fizyka
(ang. Physics-Informed Neural Networks, PINN) [2], rozwiazujace zagadnienia brzegowe
poprzez minimalizacje residuum réwnan roézniczkowych. W mechanice ciat statych zasto-
sowano je m.in. do zagadnien liniowej sprezystosci, sprezysto-plastycznosci oraz analizy
odwrotnej [13]. Naleza do niej réwniez konstytutywne sieci neuronowe (ang. Constitutive
Artificial Neural Networks, CANN) [14], [15], ktérych architektura z zalozenia spelnia wiezy
termodynamiki i mechaniki osrodkow cigglych, a ich wagom mozna nadaé¢ interpretacje
parametrow materiatowych. To wtasnie na styku MOC oraz tak ujetych metod uczenia
maszynowego sytuuje sie tematyka niniejszej rozprawy.

Mimo ze dysertacja osadzona jest w inzynierii ladowej, w jej tytule pojawia sie¢ ter-
min ,,sztuczna inteligencja”. Przyjeto w niej stanowisko, ze cho¢ SI stanowi fascynujacy
i dynamicznie rozwijajacy sie kierunek badan, to z inzynierskiego punktu widzenia znacz-
nie bardziej wartoSciowe sg modele UM uwzgledniajace wiezy fizyczne — np. prawa
mechaniki osrodkéw cigglych oraz wytrzymatosci materialéw. Nalezy jednak pamietac,

ze zaawansowane modele UM nalezy stosowaé z ostroznoscig — zawsze w potaczeniu
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z wiedzg inzynierska i krytycyzmem, a wlasciwe zrozumienie ich ograniczen i zatozen
jest niezbedne dla bezpiecznego i efektywnego wykorzystania, gdyz minimalizuje ryzyko

btednych wnioskéw i decyzji.
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2. Teza, cel i zakres rozprawy doktorskiej

Punktem wyjscia niniejszej rozprawy jest obserwacja, ze klasyczne algorytmy uczenia
maszynowego, stosowane bez wiedzy kierunkowej, nie sa w stanie poprawnie odtworzy¢
relacji konstytutywnych materialéw hipersprezystych. Generowane przez nie modele nie
speliaja wiezow mechaniki osrodkéw ciaglych i nie ekstrapoluja poza zakres danych
treningowych. Wlaczenie wiedzy fizycznej do struktury modelu lub do funkcji kosztu
pozwala uzyska¢ modele zarazem doktadne, interpretowalne i zdolne do ekstrapolacji.

Spostrzezenie to wyznacza teze, cel oraz zakres pracy.

2.1. Teza rozprawy

Wprowadzenie wiezow mechaniki osrodkéw ciagtych do modeli uczenia maszynowego
jest warunkiem koniecznym poprawnego — fizycznie dopuszczalnego i zdolnego do ekstra-
polacji — modelowania konstytutywnego materiatow hipersprezystych. Tak ufizycznione
modele, obejmujace regresje z odpowiednio dobrang bazg funkcyjna, konstytutywne sieci
neuronowe (CANN) oraz sieci neuronowe informowane fizyka (PINN), umozliwiaja zaréwno
okreslanie relacji konstytutywnych, jak i rozwigzywanie zagadnien brzegowych oraz identy-
fikacje parametrow materiatlowych wytgcznie na podstawie danych przemieszczeniowych

i sit reakcji podporowych.

2.2. Cel i zadania badawcze

Celem gléwnym rozprawy jest opracowanie oraz weryfikacja metod uczenia maszyno-
wego z wiezami fizycznymi, stuzacych do modelowania konstytutywnego i rozwigzywania
zagadnien brzegowych teorii hipersprezystosci. Realizacji tego celu podporzadkowano
nastepujace zadania badawcze:

® ocene przydatnosci klasycznych algorytmoéw uczenia maszynowego do modelowania

konstytutywnego oraz wykazanie ich ograniczen w kontekscie spetliania wiezéw
fizycznych i zdolnosci do ekstrapolacji,

e identyfikacje parametrow znanych modeli hipersprezystosci oraz okreslanie relacji

konstytutywnych metodami regresji i konstytutywnych sieci neuronowych (CANN),

e sformutowanie i implementacje sieci PINN dla zagadnienia brzegowego liniowej teorii

sprezystosci wraz z analizg wptywu normalizacji zmiennych oraz strategii treningu

na zbieznos¢ rozwigzania,
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Teza, cel i zakres rozprawy doktorskiej

® rozszerzenie podejscia PINN na materialy hipersprezyste oraz identyfikacje para-
metréw konstytutywnych w zagadnieniu odwrotnym wytacznie na podstawie poél

przemieszczen i historii obcigzenia.

2.3. Zakres i uktad rozprawy

Rozprawa otwiera sie przedstawieniem podstawowych metod uczenia maszynowego
(rozdziat 3) oraz wskazaniem tych z nich, ktore sa wlasciwe do modelowania zwigzkéw kon-
stytutywnych hipersprezystosci. Z uwagi na to, ze znaczng czesé¢ pracy poswiecono sieciom
neuronowym, ich podstawowe pojecia oméwiono w odrebnym rozdziale 4. W rozdziale 5
przedstawiono teoretyczne podstawy mechaniki osrodkéw ciagltych (MOC), niezbedne
do natozenia wiezow fizycznych na architekture sieci neuronowych.

Rozdziat 6 stanowi praktyczna realizacje rozdziatow poprzedzajacych — poswiecono
go identyfikacji klasycznych parametrow modeli hipersprezystosci, a takze odkrywaniu
nowych relacji konstytutywnych z wykorzystaniem metod regresji oraz konstytutywnych
sieci neuronowych. Rozdzial 7 stanowi wprowadzenie do sieci neuronowych informowanych
fizyka (PINN) [2]. Zwieficzono go rozwiazaniem zagadnienia brzegowego belki wspornikowej
w teorii matych przemieszczen i odksztalcen (TeMPO). Rozdzialem konczacym prace
(rozdzial 8) jest rozwiazanie zagadnienia brzegowego teorii hipersprezystosci dla rozciaganej
tarczy z otworem oraz wyznaczenie parametréw konstytutywnych modelu Yeoha [16]
wytacznie na podstawie danych przemieszczeniowych i sit reakcji podporowych.

Uktad rozprawy odzwierciedla logiczny ciag postepowania: od danych do$wiadczalnych,
poprzez okreslenie i identyfikacje parametréw relacji konstytutywnych hipersprezystosci
(regresja, CANN), do rozwiazania zagadnien brzegowych metoda PINN — najpierw
dla materiatu liniowo sprezystego, a nastepnie dla materiatu hipersprezystego, wraz

z identyfikacja jego parametréow konstytutywnych.
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3. Uczenie maszynowe

3.1. Eksploracyjna analiza danych

Celem niniejszego rozdziatu jest zwrdcenie uwagi na koniecznosé poprawnego przygoto-
wania danych oraz znalezienie relacji miedzy zmiennymi i zwrdocenie uwagi na to, by na
ten element pracy poswieci¢ odpowiednia ilo$¢ czasu. Wazng czescia wykonywania modeli
uczenia maszynowego jest odpowiednie pozyskanie i przygotowanie danych. Przyktadami
popularnych serwiséw umozliwiajacych bezptatne pozyskiwanie danych sg serwisy takie jak
Kaggle [17], Google Dataset Search [18], UC Irvine’s Machine Learning [19] czy DataHub
[20].

Niezaleznie od zZrédta pozyskania, zbior danych przed dalsza analiza warto opisaé
formalnie. Przyjmijmy, ze dysponujemy n parami {(g(i),g(i)) ci=1,...,n}, gdzie 2 € R?
to wektory zmiennych objasniajacych, a g(i) € R™ to odpowiadajace im warto$ci zmiennych
objaénianych. Macierze obserwacji X € R™ % oraz Y € R™™ zawieraja odpowiednio

wektory zmiennych objasniajacych i objasnianych:

MU MO R
(2) (2) (2) 2 (@2 (2)

X = 1 2 d Y = Y Y2 m (3'1>
BRI I PRI

3.2. Ocena zaleznosci miedzy zmiennymi

W eksploracyjnej analizie danych niezbedne jest zrozumienie relacji miedzy zmiennymi.
I[stniejg dwie wazne metody statystyczne do ocenienia zaleznosci miedzy zmiennymi - sg
to kowariancja i korelacja. Obie metody opisuja site i kierunek liniowej zaleznosci miedzy
dwiema zmiennymi. Kowariancj¢ (cov) miedzy dwiema zmiennymi (z;,z;) definiuje si¢

jako:

cov(z,, z;) = i(xﬁk) — fz)(x§k) —Z;) € (—00,+00), (3.2)

Ly Lj
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gdzie x; € R™ oznacza wektor obserwacji i-tej zmiennej, a x; jest rednia po jego sktadowych,
a indeks £ jest numerem obserwacji. Kowariancje moga przyjmowac¢ wartosci z zakresu
(—00, +00), co czyni je niewygodnymi do poréwnan. W celu ich normalizacji wprowadza

sie korelacje Pearsona:

Pz zy) = EL) ) (3.3)

= S0 S,

gdzie S, oraz S, to odchylenia standardowe zdefiniowane jako [21]:

Do ocenienia zaleznosci miedzy wszystkimi zmiennymi w zbiorze danych wprowadza

si¢ macierz korelacji r [22]:

_7”@1»&1) r(zy, 1) 7’@1,&(1)_
= (29, 27) 7“@2.7&2) (29, 24) (3.5)
r(@ayzy) T(Zgx) (24,2

Kazdy element w macierzy korelacji jest ograniczony do przedziatu [—1, 1], gdzie jesli:
® r(z;,z;) = 1 oznacza to doskonala korelacje ze soba samym,
® r(z;,z;) € [-1;1] dla i # j reprezentuje stopien i kierunek liniowej zaleznodci miedzy
x; i x;. Jedli r jest bliski 1 lub —1 (|r| > 0.7), oznacza to silng dodatnig lub ujemna
zaleznos¢é liniowg miedzy zmiennymi.

W analogiczny sposob mozemy sformutowaé¢ macierz kowariancji.

3.3. Ocena jakosci dopasowania modeli

Aby oceni¢ dopasowanie modelu, nalezy wygenerowaé przewidywane warto$ci na testo-
wej macierzy obserwacji. Te przewidywane wartosci, zebrane w macierzy Y, odpowiadaja

dopasowanym warto$ciom g(i) = fwp (ﬁ”) dlai=1,...,n, gdzie fiy,: R — R™,
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® wspoétezynnik determinacji, R%:

2

2, (3.6)
a0 — 3

RA(Y,V)=1— S Hy(z‘) g

® blad $redniokwadratowy, MSE:

MSE(Y, ) = —— 3~ [y — 9

, (3.7)

przy czym R? € (—o0o; 1], a warto§¢ R? blizsza 1 wskazuje, ze model lepiej wyjasnia
zmienno$¢ Y.

® Srednia z moduléw réznic, MAE:

S R
MAE(Y, V) = — > |ly® - ¢ . (3.8)

® mediana z moduléw réznic, MedAE:

MedAE(Y,Y) = Med v ], (3.9)
]2:1:...:771
® wzgledny btad w normie Manhattan, e,
(i) _ (i)
~ 1|y
e, YY) = l‘ L (3.10)
S
® wzgledny blad w normie euklidesowej, €,:
N 2
V it [y - 5"
6[2 y (311)

Eafll,

gdzie n to liczba probek, m to liczba sktadowych wektora wyjsciowego, a g(i) oraz g(i) e R™

oznaczaja odpowiednio rzeczywisty i przewidywany wektor wyjsciowy i-tej probki (czyli i-te

@ oraz gj(-i)

5 to rzeczywista 1 przewidywana

wiersze macierzy Y oraz X) Ich j-te sktadowe y;

J-ta wartos¢ wyjsciowa tej probki. Wektor y = % o1 y(i) € R™ to $redni wektor wyjsciowy

po wszystkich probkach, ktorego j-ta sktadowa y; = =370, y]( g jest $rednig j-tej sktadowe;j.

Symbole ||-||; oraz ||-||, oznaczaja odpowiednio norme¢ Manhattan i norme euklidesowa
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wektora, tzn. dla wektora v = (vi,...,v,) € R™ zachodzi |uv||, = X7, |vy| oraz [jv||, =

Poza popularnymi metrykami btedéw w regresji liniowej stosuje sie réwniez bayesowskie
kryterium informacyjne Schwarza, BIC [23] (ang. Bayesian Information Criterion) oraz
kryterium informacyjne Akaikego, AIC [24] (ang. Akaike Information Criterion). Kryteria
te sg monitorowane podczas pracy, gdy chcemy ocenié¢ zarowno jako$¢ dopasowania modelu,
jak i jego ztozono$¢, co jest szczegdlnie istotne dla zachowania interpretowalnosci. Wzory
dla kryteriéw mozemy zapisac:

® bayesowskie kryterium informacyjne Schwarza, BIC:
BIC(MSE,, p,n) = nlog(MSE,) + plog(n), (3.12)
® kryterium informacyjne Akaikego, AIC:
AIC(MSE,, p,n) = nlog(MSE,) + 2p, (3.13)

gdzie MSE,, to btad sredniokwadratowy modelu o p parametrach, a n to liczba obserwacji
w danych. Kryterium BIC stosuje wieksza kare za ztozono$¢ modelu, plog(n), co faworyzuje
modele mniej ztozone przy duzej liczbie danych. Kryterium AIC stosuje kare oparta

wylacznie na liczbie parametréw [21].

3.4. Wybrane metody regresyjne pod katem wymagan mechaniki osrodkéw

cigglych

Modelowanie zachowania mechanicznego materiatéw metodami regresji zalezy od wy-
boru odpowiedniego algorytmu uczenia maszynowego. Wyboér ten wptywa na to, jak dobrze
model dopasuje si¢ do danych i jak dobrze bedzie generalizowac rozwiazanie, a takze czy
pozwoli na interpretacje otrzymanych rezultatéw. Wér6d metod regresji wykorzystywanych
do modelowania wtasciwosci mechanicznych elastomeréow mozna wyrdznié¢ kilka gtéwnych
grup:

® modele parametryczne — proste w interpretacji, maja stata liczbe parametréw

niezalezng od liczby obserwacji,

® modele nieparametryczne — umozliwiaja lepsza reprezentacje danych kosztem

wiekszej ztozonosci rosnacej wraz z liczba obserwacji,
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® modele drzew decyzyjnych — budujg hierarchi¢ prostych regut dzielacych prze-
strzen cech. Dzielimy je na drzewa decyzyjne i ich zespoty, ktore tacza wyjscia z wielu
drzew decyzyjnych, poprawiajac doktadno$é¢ i odpornosé na przeuczenie,

® metody bayesowskie — przewiduja na podstawie rachunku prawdopodobienstwa,
jednoczesnie umozliwiajac oszacowanie niepewnosci,

® sieci neuronowe — potrafig aproksymowac¢ dowolnie ztozong ciagta funkcje, ale ze

wzgledu na ich zlozono$é sa zwykle trudne w interpretacji.

W tab. 3.1 zamieszczono przyktady popularnych metod uczenia maszynowego.

Tabela 3.1. Podzial metod regresji wedlug klasy algorytmicznej

Model Kategoria
LinearRegression parametryczne
SVR nieparametryczne
KNeighborsRegressor nieparametryczne
DecisionTreeRegressor drzewa decyzyjne
ExtraTreeRegressor drzewa decyzyjne

RandomForestRegressor zespoty drzew decyzyjnych
GradientBoostingRegressor zespoty drzew decyzyjnych

AdaBoostRegressor zespoly drzew decyzyjnych
BaggingRegressor zespoty modeli
VotingRegressor zespoly modeli
GaussianProcessRegressor  bayesowskie
MLPRegressor sieci neuronowe

Celem niniejszego rozdzialu jest opisanie wybranych metod regresji z algorytmicznego
punktu widzenia. Opisy kazdej z metod zawierajg opis modelu matematycznego, gtéwne
hiperparametry, funkcje kosztu, sposéb optymalizacji ich parametréw, a takze przedstawiaja
wady i zalety kazdej z nich.

Aby zapewni¢ mozliwo$¢ poréwnania réznych metod, zaimplementowano ujednolicony
przeptyw danych, ktéry uzywa klasy Pipeline z biblioteki scikit-learn [25] i kolejno
wezytuje dane, przetwarza je, standaryzuje oraz dostraja hiperparametry, przeszuku-
jac siatke z pieciokrotng walidacjg krzyzowa. Dane podzielono na treningowe i testowe
z ustalonym ziarnem podzialu w proporcji 80:20, co zapewnia powtarzalnos¢ wynikow.
Dla czesci modeli baze cech rozszerzono o wyrazenia wielomianowe, wykorzystujac klase
(PolynomialFeatures).

Po wybraniu najlepszego zestawu hiperparametrow okreslono metryki na zbiorze

testowym, w ktérych sktad wchodza btad bezwzgledny (MAE), pierwiastek z btedu $éred-
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niokwadratowego (RMSE) oraz wspotczynnik determinacji (R?). Poréwnawcze stosowanie
tej rodziny algorytméw, ocenianych miarami RMSE oraz R2, jest w inzynierii ladowe;
powszechne, czego przyktadem jest zestawienie maszyny wektorow nosnych, sieci neurono-
wych, i algorytméw drzewiastych w zadaniu szacowania temperatury warstw asfaltowych
nawierzchni [26].

Omoéwione ponizej podejscie ma pokazaéd, jak inzynier uczenia maszynowego nieposia-

dajacy wiedzy dziedzinowej z zakresu MOC moégtby podejsé¢ do problemu.

3.4.1. Maszyna wektoréw nosnych

SVR (ang. Support Vector Regression, SVR) jest uogdlnieniem maszyny wektoréw
nos$nych [27] na zadanie regresji [28]. Zaklada, ze w odpowiednio przeksztatconej (lub orygi-
nalnej) przestrzeni cech istnieje hiperptaszczyzna, ktéra w optymalny sposéb aproksymuje
wartosci zmiennej objasnianej y. Optymalnos¢ ta realizowana jest poprzez minimalizacje
odlegtosci pomiedzy hiperptaszczyzng regresji a najblizszymi punktami zbioru treningowego
przy zatozeniu jak najbardziej ptaskiej hiperptaszczyzny oraz minimalizacje przekroczen

marginesu.

o

Training data
Support vectors
Linear SVR

fix) +¢€

2] @ Training data @.. ..®
(O Support vectors e

—— SVR with RBF kernel
fix) +¢€

> 0 > 0
_1.
@ @ -1
°
_2.
G o..ﬁ.)
-2 r\
e
-3+ —
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X

(a) SVR z kernelem liniowym (b) SVR z kernelem gaussowskim

Rysunek 3.1. Regresor maszyny wektoréw nosnych

W praktyce, w przypadku idealnego dopasowania, to wtasnie obserwacje potozone
na granicy tuby e lub ja przekraczajace stanowia tzw. wektory no$ne. Kazda z takich
obserwacji jest reprezentowana jako wektor w przestrzeni cech, stad nazwa algorytmu —
to one ,,niosa” informacje o parametrach funkcji regresji, determinujac jej potozenie oraz

nachylenie.
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Sformulowanie problemu optymalizacyjnego SVR

Niech dane treningowe tworzy zbior {(z;,y,)}i,, gdzie z; € R?, a y € R™. W SVR
chcemy odnalez¢ funkcje:
flz) = Wha, +b, WeR™ pheR™ (3.14)

=1

ktéra minimalizuje norme wag ||W|| przy jednoczesnym ograniczeniu odchylenn pomiedzy

przewidywaniami f(z;) a warto$ciami y,. Sformutowanie SVR wyraza si¢ jako problem

optymalizacji:
o[ 2 T
Wb = min |5 IWI* + C1T¢ (3.15)
przy ograniczeniach dlaz=1,... n:
W2 +b-y,|, <e+&  &>0 (3.16)

Parametr C' > 0 stanowi kompromis pomiedzy ptasko$cia funkcji (minimalizacja |W]|?)
a karami za odchylenia & wykraczajace poza tube tolerancji €. Finalnie ogélna funk-
cja kosztu SVR jest potgczeniem wielko$ci marginesu oraz kary jaka narzucamy za jej
przekraczanie:

J(W,b) = min ;kuuczmax{o,
i=1

w?b

ly,— (W +b) |, - e}] S (37

Kernel trick

W praktyce dane rzeczywiste czesto nie sg liniowo separowalne ani dobrze aproksymo-
walne za pomoca liniowej hiperptaszczyzny w przestrzeni oryginalnych cech. Aby rozszerzy¢
mozliwoéci SVR na przypadki nieliniowe, stosuje sie tzw. kernel trick. Idea polega na tym,

aby dokona¢ zanurzenia:
p: R — H, z = o(z), (3.18)

gdzie H jest przestrzenia z iloczynem skalarnym, w ktérej dopiero zaktadamy istnienie
liniowej hiperplaszczyzny regresyjnej. Jawne obliczanie ¢(z) bywa jednak kosztowne lub

wrecz niewykonalne.
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W przypadku regresji wielowymiarowej kluczowe jest uogélnienie tej idei: kazdy wektor
wag odpowiadajacy danej sktadowej wyjscia mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa
wektoréw zanurzonych danych treningowych. Oznacza to, ze dla kazdej kolumny w,

macierzy wag W zachodzi:
wy = Zaikgp(gi), ar€eR, k=1,....m, (3.19)
i=1

gdzie n oznacza liczbe prébek treningowych, a m wymiar przestrzeni wyjsciowej. Macierz
A = o] € R™™ przechowuje wspélezynniki kombinacji liniowych dla wszystkich wyjéé
jednoczesnie.

Kluczowe jest to, ze nie musimy znaé¢ samego zanurzenia: wystarczy umie¢ obliczaé

iloczyny skalarne odwzorowan, tzn.
k(zi,z5) = (olz), o(z))- (3.20)
Problem optymalizacji liniowego SVR (3.17) mozna przeksztalci¢ do postaci kernelowej:

J(Ab) = min : tr(ATKA) + C > max { 0,
-1

AeRnX rn,7 QeRm

g~ (KA, +1) |, - 5}] |
(3.21)
gdzie K = k(z;,z;) € R™" jest macierza Grama, a (K A);. to i-ty wiersz iloczynu
wewnetrznego macierzy K i A.

Funkcja regresji przyjmuje wowczas postac

o1 i k(zy,z) + by
f(z) = : . (3.22)

;'1:1 ajm k(&j; i) + bm

Warto zauwazy¢, ze w tej postaci wektory wag W nie wystepuja jawnie — ich role
przejmuja kombinacje liniowe funkcji kernelowej. Parametry o, odpowiadaja wspotczyn-
nikom rozwiniecia wektorow wag w bazie zanurzonych prébek treningowych. Najczesciej

stosowane kernele to:
. . . . T
® liniowe: k(gi,gj) =z; T,

® wiclomianowe: k(z;,z;) = (yz z; + )%,

e radialne: k(z;, z;) = exp(—7/lz; — ;).
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Wyniki

Przyblizenie zwiazkéw konstytutywnych regresorem maszyny nosnej okazato si¢ dosé
skuteczne. Wykresy naprezenie-odksztatcenie dla zoptymalizowanych hiperparametrow
z tab. 3.2 zaprezentowane na rys. 3.2 wygladajg poprawnie, a kernel umozliwia modelowanie
nieliniowosci bez koniecznosci wykonywania recznej ekstrakeji cech, cho¢ przy zastosowaniu
jego nieliniowych wariantéow tracimy zdolno$é¢ do interpretacji modelu, co jest pozadane
w przypadku modelowania relacji konstytutywnych.

Wyjatkiem jest SVR z kernelem liniowym, ktorego posta¢ modelu jest identyczna jak
w przypadku liniowej regresji, niemniej jednak istniejg miedzy nimi pewne réznice. Podczas
gdy liniowy SVR minimalizuje (3.17), liniowa regresja minimalizuje sume kwadratéw reszt.
SVR nie karze btedow znajdujacych sie w tubie tolerancji - w liniowej regresji wszystkie
obserwacje bedg braty udzial w procesie optymalizacji, kiedy w SVR beda to tylko wektory
nosne. Poza tuba tolerancji w przypadku SVR kara jest liniowa, a nie kwadratowa jak
w liniowe] regresji, wiec rozwiazanie moze by¢ mniej wrazliwe na wartosci odstajace.
Ponadto funkcja kosztu SVR posiada sktadnik regularyzujacy, wiec tak naprawde jest
blizsza regresji grzbietowe;j.

Zalety: Ograniczenia:
® dobre dopasowanie przy umiarkowanej ® kernel nieliniowy umozliwia modelowa-
liczbie obserwacji, nie skomplikowanych zaleznosci kosztem
® kernel liniowy umozliwia petna interpre- interpretowalnosci,
towalno$¢ modelu, ® rosnacy koszt uczenia przy duzych zbio-
® odporno$¢ na wartodci odstajace ze rach (O(N®) czasowo, O(N?) pamie-
wzgledu na kare poza tubg tolerancji, ciowo).
® odporno$¢ na przeuczenie ze wzgledu na
sktadnik regularyzujacy,
® niski koszt predykcji zwigzany tylko

z liczba wektoréow nosnych.
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Tabela 3.2. Strojenie hiperparametréw modelu SVR w procesie GridSearchCV. Pogrubieniem

wyrdzniono wartosci optymalne.

Parametr Opis Zakres wartosci
C parametr regularyzacji {0.001,0.01,0.1,1, 10,100}
kernel funkcja kernelowa {’linear’; 'rbf’, 'poly’, 'sigmoid’}
degree stopien wielomianu przy kernelu {2,3,4}
7p01y7
gamma parametr kernela 'rbf’ 'poly’ {’scale’, ’auto’}
i ’sigmoid’
epsilon tuba tolerancji {0.0,0.1,0.2}
coef0 niezalezny wyraz dodawany {0.0,0.1,0.5,1.0,2.0}
w kernelach "poly’ i ’sigmoid’
shrinking heurystyka przyspieszajaca {True, False}
rozwiazanie
257 Extrapolation Extrapolation 3 l Extrapolation
e True e True e True
20 — Predicted 41 — Predicted = Predicted
o Predicted (train) o Predicted (train) o Predicted (train)
_ O Predicted (test) 3] O Predicted (test 24 O Predicted (test)
©
g = T
= -
@ E -
0 (7]

(a) Jednoosiowe rozciaganie

, | | | 0
10 -1
A [-]

(b) Dwuosiowe rozciaganie

v
o
|
= o
! =
N
>
=
=
IS
w
o

(c) Czyste $cinanie

Rysunek 3.2. Wykresy S1;1 - wydltuzenia \; przedstawiajace proste testy do$wiadczalne uzyskane
z eksperymentu doswiadczalnego przez Treloara (czarne punkty) i wyznaczonego przy uzyciu
maszyny wektoréw nosnych z hiperparametrami z tabeli 3.2

Wykresy S11 wzgledem wydtuzenia \;: predykcje przy uzyciu maszyny wektoréw nosnych

z hiperparametrami strojonymi wg tab. 3.2 na tle danych eksperymentalnych Treloara

3.4.2. Regresja k-najblizszych sasiadéw (k-NIN)

Regresja k-NN jest klasycznym, nieparametrycznym algorytmem, w ktérym cata

,wiedza” modelu przechowywana jest w zbiorze treningowym. Zamiast uczy¢ jawnej postaci

funkcji regresji, estymuje sie wartos¢ wyjscia w punkcie zapytania z na podstawie wartosci
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obserwowanych w jego lokalnym sasiedztwie w przestrzeni cech (rys. 3.3). Dzieki temu
k-NN dobrze odwzorowuje lokalne nieliniowosci i w naturalny sposéb rozszerza si¢ na

przypadek wielowymiarowego wyjscia.

xZ .
2 k:onearest neighbours

--- & Query point
© k neighbours

O Training sample

>

T

Rysunek 3.3. Schemat dzialania metody k najblizszych sasiadéw (k-NN) w dwuwymiarowej
przestrzeni cech

Definicje i zapis macierzowy

Niech zbiorem treningowym bedzie {(z;,y,)}i,, gdzie z; € R oraz y, € R™. Niech
d(-,-) oznacza metryke w R? oraz Ny (z) C {1,...,n} indeksy k najblizszych sasiadéw
punktu z wzgledem d. Regresor £-NN mozna zapisa¢ jako wazona Srednia wektorow

wyjsciowych sasiadow:

f@) = Y w@y, w@>0, > wilz)=1 (3.23)

€N (z) i€NK(z)
Wyboér wag definiuje konkretna odmiang estymatora:
® jednorodne (klasyczne k-NN):

wi(z) = —, (3.24)

e odleglosciowe (p > 0, 6 > 0 — regularyzacja):

(d<£, &Z) + 5) -’

> @@%%MYW

JENk(2)

w; (i) =

(3.25)
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® jadrowe / Nadaraya—Watson:

(3.26)

w;(z) =

5 K(cl(x, wﬂ) ’

JENK @) iz)
gdzie K jest jadrem (np. gaussowskim), a h(z) peki role lokalnej szerokosci pa-
sma. Przyjecie h(z) réwnego odleglosci do k-tego sasiada prowadzi do adaptacyjne;
»szerokodci okna”.

W przypadku wyjscia wielowymiarowego m > 1 formuta (3.23) dziala bez zmian: Y, sa

wektorami, a predykcja to ich wazona kombinacja. W zapisie macierzowym niech Y, €

RF*™ zawiera wierszami wektory g: sagsiadow, a w € R¥ — wagi. Wéwcezas:
J@) = Yiw € R™ (3.27)

Metryki i skalowanie cech

Najczesciej stosuje sie rodzine metryk Minkowskiego

d 1/p
dp(gv é) = (Z |'17j - Zj|p) S [1’ +OO)7 (328>
j=1

w szczegdlnosci p=2 (euklidesowa) oraz p=1 (Manhattan). Dla cech o réznych skalach
konieczne jest standaryzowanie: #; = (z;—p;)/0;, aby zadna cecha nie dominowata metryki.

W obecnosci skorelowanych cech sensowne bywa uzycie metryki Mahalanobisa dy(z, z) =

\/ (z — 2)TE Yz — 2), gdzie ¥ to macierz kowariancji (np. oszacowana lokalnie).

Wyniki

Algorytm k-najblizszych sasiadéw (kNN) okazal sie malo uzyteczny w przeprowa-
dzonych eksperymentach. Chociaz algorytm naturalnie rozszerza sie na wielowymiarowe
wyjscie, co mogtoby by¢ zaletg w przewidywaniu wszystkich sktadowych tensora napreze-
nia, zaleta ta zostata przyttumiona przez ograniczenie estymacji lokalnej - predykcje daty
poszarpane wykresy naprezenie-wydtuzenie i byty zawodne w obszarach ekstrapolacji (por.

rys. 3.4)
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Zalety:

tatwy w implementacji,

tatwy w interpretacji,

odpornos$¢ na obserwacje odstajace przy
odpowiednio duzym k,

naturalna obstuga wyjscia wielowymiaro-

wego.

Ograniczenia:

implementacja nie wymaga sformutowa-
nia ogoélnego ksztaltu funkcji regresji
przez co model nie ujawnia struktury za-
lezno$ci miedzy zmiennymi,

lokalna interpretowalno$¢ - algorytm wy-
jadnia swoje przewidywania na podstawie
k-najblizszych sasiadow,

wrazliwy na skalowanie zmiennych,
wrazliwy na wybor metryki odlegtosci,
wysoki czas predykcji rosnacy z rozmia-
rem zbioru,

wymaga przechowywania catego zbioru
treningowego na etapie predykcji,
pogorszenie dziatania w wielu wymiarach
(klatwa wymiarowosci [29], [30]),

niemozliwa ekstrapolacja.

Nalezy zauwazy¢, ze tatwosé w implementacji i interpretacji ma charakter ambiwalentny

— brak zaltozen co do funkcji regresji, cho¢ formalnie jest zaleta, to w przypadku mode-

lowania zwigzku konstytutywnego pozbawia nas mozliwosci globalnej interpretowalnosci

i mozliwosci ekstrapolacji. W tabeli 3.3 przedstawiono zakres wartosci testowanych dla

poszczegblnych parametrow.
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Tabela 3.3. Strojenie hiperparametrow modelu KNeighborsRegressor w procesie GridSearchCV.
Pogrubieniem wyrdzniono wartosci optymalne.

Parametr

Opis

Zakres wartosci

n_neighbors

liczba sasiadow uwzglednianych

przy predykcji

{1,3,5,7,9,11,15}

weights sposéb wazenia sasiadéw {’uniform’, 'distance’}
. - {'euclidean', 'minkowski',
metric metryka odlegtosci
'manhattan'}
p wyktadnik w metryce {1,2,3}
Minkowskiego
‘ o o {'auto', 'ball_tree',
algorithm algorytm wyszukiwania sasiadéw
'kd_tree', 'brute'}
leaf size rozmiar lidcia dla struktur drzewa {10, 20, 30, 40,50}
69 ° $rxut;apolation 2.5 /\ Extrapolation 1E—xtrapo\ation
= Predicted ° True. i ; :uei
51 o redicted (train 204 5 bt e g/\ 13 o | Predicd (rai]
= 4 O FPredicted (test) L O Predicted (test) A O Predicted (test)
e & 1.54 £ 104
23 £ z
a . = 1.0 &
2 I 0.54
14 0.5
T T T 1 0.0 T T T T 0.0 T T >
0 2 4 6 8 10 0 1 2 3 4 5 0 2 4 6

A1 [-]

(a) Jednoosiowe rozciaganie

A l-]

(b) Dwuosiowe rozciaganie

A -]

(c) Czyste $cinanie

Rysunek 3.4. Wykresy S1; wzgledem wydtuzenia Ai: predykcje algorytmu k-najblizszych
sasiadéw z hiperparametrami strojonymi wg tab. 3.3 na tle danych eksperymentalnych Treloara

3.4.3. Regresyjne drzewo decyzyjne

Regresor drzewa decyzyjnego (ang. Decision Tree Regressor) konstruuje sekwencje

regut typu jesli—to, ktére dzielg przestrzen cech na roztaczne regiony, a nastepnie przypisuja

kazdemu regionowi stata warto$é réwna sredniej z probek w lidciu(por. rys. 3.5). Model

jest nieliniowy, tatwy do interpretacji i naturalnie uchwytuje interakcje miedzy cechami

poprzez hierarchiczne podziaty.
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(a) Przykladowa struktura drzewa z oznaczonymi weztami  (b) Podzial dwuwymiarowej
i lisémi przestrzeni cech na regiony lisci

Rysunek 3.5. Regresyjne drzewo decyzyjne: przykltad struktury i podziatu przestrzeni cech

Sformulowanie modelu

Niech dane treningowe tworza zbiér {(z;,y,)}i_,, gdzie z; € R% a y, € R™. Drzewo
definiuje rozktad przestrzeni cech na roztaczne regiony {R;}7_, (liScie), zilustrowane na

rys. 3.5a i 3.5b. Funkcja regresji ma postaé¢ skokows:

¢, z€ Ry,
flx) = ¢ (3.29)

Cy, ieRJ

gdzie wektor przewidywany w lisciu R; wyznacza si¢ jako $rednig wektoréw odpowiedzi

nalezacych do tego liscia:
1
6= Y, (3.30)

Us; iz, €R;

gdzie n; oznacza liczbe probek (obserwacji), ktére trafity do liscia R;.

Kryterium podziatu

Niech y, € R™, a Srednig wektorow w wezle S oznacza si¢ jako:

_ 1
Yg = n—SZgZ, (3.31)

€S
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oraz miare niejednorodnosci w wezle jako sredni kwadrat odchylen wektorowych:

1 AT _ —

QS) = e > (yz — Qs) (gi — gs> = tr(CovS(g)) : (3.32)
ies

gdzie @S(g) oznacza empiryczng macierz kowariancji wektoréw odpowiedzi w wezle S.

Dla wezta S i podziatu wedtug cechy k oraz progu s definiujemy
SL:{’iGSZI‘ikSS}, SR:S\SL

Optymalng pare (k*, s*) wybieramy minimalizujac wazony btad w weztach potomnych
(por. rys. 3.5b):

(k*,s") = argmin —2L Q(Sp) + 5% Q(Sp). (3.33)
k,S nSt nSt

Uwaga: Zastosowana miara niejednorodnosci wezta w (3.32) nie jest jedyna. W zaleznosci
od przyjetego kryterium moze by¢ zdefiniowana alternatywnie np. w oparciu o btad

absolutny, funkcje Hubera lub inne funkcje strat.

Zatrzymywanie wzrostu i przycinanie (regularyzacja)

Aby ograniczy¢ przeuczenie, regularyzacje drzewa realizuje si¢ dwojako: po pierwsze,
poprzez warunki stopu (maksymalna gleboko$¢, minimalng liczbe probek w wezle lub
lisciu oraz minimalna poprawe kryterium podziatu), ktére ograniczaja ztozono$é juz na
etapie wzrostu; po drugie, poprzez przycinanie wedtug minimum kosztu i ztozonosci (ang.
cost—complexity pruning), ktore dla drzewa T i parametru o >0 polega na wyznaczeniu
poddrzewa

T* = argmin {R(T) +a \Tﬂ (3.34)

T=<Tmax
gdzie Th.x oznacza pelne (nieskrocone) drzewo, R(T') jest tacznym btedem drzewa (np.
sumg bledéw w lisciach), a |T'| liczbg jego lisci. Drugi sktadnik pehi role kary za ztozonoéé
modelu, a hiperparametr a kontroluje kompromis pomi¢dzy dopasowaniem a ztozono-
Scig. W praktyce warto$é¢ a dobiera sie metoda walidacji krzyzowej, wybierajac drzewo

o minimalnym btedzie walidacyjnym.
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Wyniki

W badaniach przeprowadzonych na rozpatrywanych testach materiatowych model
regresyjny drzewa decyzyjnego (Decision tree regressor) réwniez okazal sie praktycznie mato
przydatny. Cho¢ drzewa dobrze odwzorowuja nieliniowe zaleznosci i lokalne interakcje cech,
to przy niewielkich zbiorach pomiarowych wykazuja tendencje do nadmiernego dopasowania
(ang. overfitting) lub—po silnej regularyzacji—do niedoszacowania (ang. underfitting).
Przewidywane charakterystyki naprezenie-wydtuzenie sa nieciggte, schodkowe i stale
w obszarze ekstrapolacji (por. rys. 3.6), co dyskwalifikuje je do uzycia podczas modelowania

zwiazkoéw konstytutywnych.

Zalety: Ograniczenia:
e tatwy w implementacji, e wrazliwo$¢ na wartosci odstajace,
® tatwy w interpretacji, ® lokalna interpretowalnos$¢ i nieciggltosé
® naturalna obstuga wyjscia wielowymiaro- funkeji regresji (schodkowosé),
wego. ® silna zaleznos¢ jakosci od doboru para-

metréw regularyzacyjnych,
® pogorszenie dziatania w wielu wymia-
rach,

® niemozliwa ekstrapolacja.

Pomimo réznych mechanizmoéw przewidywania, drzewo decyzyjne i algorytm k-NN
maja wiele wspdlnego. Oba sa proste w implementacji oraz interpretowalnosci i z ograniczen
z tego wynikajacych (nieciaglosé, lokalna interpretowalno$¢ i niemozliwosé ekstrapolacji)
nie powinny by¢ uzywane do modelowania relacji konstytutywnych. W tab. 3.4 zestawiono

zakres testowanych hiperparametréow.
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Tabela 3.4. Strojenie hiperparametréw modelu DecisionTreeRegressor w procesie
GridSearchCV. Pogrubieniem wyrdzniono wartosci optymalne.

Parametr Opis Zakres wartosci

criterion funkcja kryterium podzialu  {squared_error,

friedman_mse}

max_depth maksymalna glebokosé {3,5,8,12}
drzewa
min_samples_split min. prébek do podziatu {2,5}
wezta
min_samples_leaf min. prébek w lisciu {1,2,5}
min_impurity_decrease min. spadek nieczystosci {0.0,10°7,107°}

wymagany do podziatu

. . . . ;o _ _
ccp_alpha sita przycinania o ztozonosci  {0.0,1077,107°}
kosztu
64 Extrapolation 2.5 Extrapolation Extrapolation
; :—:ed\cted o True 2.54 o True
51 o Predicted (train) 2.0 —— predicted 1 Pred!ded i
. " o Predicted (train) 2.0 o Predicted (train)
— 4 O  Predicted (test) L O Predicted (test) A O Predicted (test) o
g g 157 g 0
= - g s 1.51 ®
@ 2 9 U”: 1.09 U“n: 1.0 ®
o
14 0.5 0.5 *
o — . . . . U0 . . . . Y . . >
2 4 6 8 10 o 1 2 3 4 5 0 2 4 6
Al Al Al
(a) Jednoosiowe rozciaganie (b) Dwuosiowe rozciaganie (c) Czyste $cinanie

Rysunek 3.6. Wykresy S1; wzgledem wydltuzenia A;: predykcje regresyjnego drzewa decyzyjnego
z hiperparametrami strojonymi wg tab. 3.4 na tle danych eksperymentalnych Treloara

3.4.4. Las losowy

Regresor lasu losowego (ang. random forest regressor) to zespol (ang. ensemble)
taczacy n, drzew decyzyjnych. Kazde drzewo w lesie jest szkolone na losowej probce
danych (ang. bootstrap sampling) i podczas dokonywania podziatu bierze pod uwage tylko
losowy podzbiér cech (ang. feature randomization). W przypadku zadan regresyjnych las
usrednia przewidywania wszystkich drzew. Sita modelu wynika z podejécia opartego na

madrosci thuméw (ang. wisdom of crowd) — chociaz pojedyncze drzewa moga popetniaé
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btedy, zbiorowy proces decyzyjny ma tendencje do uéredniania tych btedéw i uzyskiwania

bardziej wiarygodnych przewidywan.

Sformulowanie modelu

Niech dane treningowe tworza zbior {(z;,y,)}i,, gdzie z; € R?, a y. € R™. Las losowy

jest érednig B niezaleznie trenowanych drzew regresyjnych {f,}2 ;:

fa) = 5 hla) (3.39)

Kazde drzewo f; jest uczone na probce B® losowanej ze zwracaniem z danych treningowych.
Przy kazdym kandydacie podziatu rozwaza si¢ losowy podzbior cech .Ft(b) c {1,...,d}

0 rozmiarze M., W liSciu Rg»b) predykcje:

éb), T € Rﬁb),
1
b .

& = RO} y,  flz) = ¢ : (3.36)
n;

Q(Jb), T € Ry)

i kazdym wezle t podzial (k, s):

(k,s) = argmin —2= Q(S;) + & Q(Sp) (3.37)
ker® 5 TS ns,

otrzymujemy tak jak dla pojedynczego drzewa (por. (3.29) i (3.33)).

Estymacja OOB

Czeéé obserwacji nie trafia do BY) (out-of-bag, OOB). Kazde drzewo jest testowane na
whasnych danych OBB (danych, ktére nie sa wykorzystywane w jego szkoleniu). Usredniajac
te indywidualne wyniki btedu na zbiorze OOB, las losowy zapewnia wbudowany sposéb
pomiaru wydajnosci bez koniecznosci stosowania osobnego zestawu testéw (np. walidacji

krzyzowej).
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Regularyzacja i kompromisy

Las losowy reguluje sie przez: liczbe drzew B (wieksze B = mniejsza wariancja, wiekszy
koszt), ograniczenia ztozonosci drzew (glebokosé, minimalne rozmiary liSci) oraz my,, (im
mniejszy, tym wieksza dekorrelacja drzew i zwykle lepsza generalizacja). W przeciwienstwie
do pojedynczego drzewa, przycinanie typu cost—complexity zwykle nie jest konieczne

(bagging + losowosé¢ cech pelnia role regularyzacji).

Wyniki

Na rozpatrywanych testach materialowych RandomForestRegressor dawat przewidy-
wania stabilniejsze od pojedynczego drzewa: usrednienie wielu baz wygtadza schodkowosé¢
i obniza wariancje, por.rys. 3.7. Funkcja regresji pozostaje jednak suma funkcji skokowych,
wiec krzywe naprezenie-wydhtuzenie maja lokalne zalamania, a ekstrapolacja poza zakres
treningowy jest niemozliwa. Przy matych zbiorach i bardzo gtebokich drzewach mozliwe
jest lekkie przeuczenie, cho¢ mniej nasilone niz w pojedynczym drzewie.

Zalety: Ograniczenia:

® niska wariancja przewidywan wzgledem @ nieciagto$é¢ funkeji regres;ji,
pojedynczego drzewa dzieki baggingowi @ niemozliwa ekstrapolacja,
i losowosci cech, ® pogorszenie dziatania w wielu wymia-

® odpornos¢ na wartosci odstajace, rach,

® naturalna obstuga wyjscia wielowymiaro- @ mniejsza interpretowalno$é¢ globalna
wego, wzgledem pojedynczego drzewa,

® wbudowany mechanizm oceny wptywu @ wysoki koszt obliczen rosnacy wraz

cech. z liczba i glebokoscia drzew.

Zakres wartosci testowanych parametréow i wybor optymalnych z nich zamieszczono

w tab. 3.5.
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Tabela 3.5. Strojenie hiperparametrow RandomForestRegressor w GridSearchCV. Pogrubie-

niem wyrdzniono wartosci optymalne.

Parametr

Opis

Zakres wartosci

n_estimators

liczba drzew w lesie

{100, 300, 600, 1000}

{squared_error,

criterion kryterium podziatu
friedman_mse}
w drzewach
max_depth maks. gteboko$é drzew {None, 8,12, 20}
min_samples_split min. prébek do podziatu {2,5,10}
min_samples_leaf min. prébek w lisciu {1,2,5}

max_ features
bootstrap
oob_score

min_impurity_decrease

liczba cech przy podziale
losowanie ze zwracaniem
estymacja btedu OOB

min. spadek nieczystosci

{sqrt, log2, 0.5, None}
{True, False}

{False, True}

{0, 107, 105}

6 o ;x:;apolatlon 25N Extrapolation 2.0 / Extrapolation
= Predicted o True o True
54 poicte . = Predicted —— Predicted
o Prodicted (train) 2.0 o Predicted (train) 1.54 o Predicted (train)

= 4 O Predicted (test) L O Predicted (test) Rt O Predicted (test)
s & 151 §
T37 = Z 1.0
i - ] o
w0 2 s 1.0 &

1 0.5

™0 T T T T ( —0.0 T ) T . >
2 4 6 8 10 0 1 2 3 4 5 0 2 4 6

A [-]

A [-]

A [-]

(a) Jednoosiowe rozciaganie (b) Dwuosiowe rozciaganie (c) Czyste $cinanie

Rysunek 3.7. Wykresy 511 wzgledem wydtuzenia A;: predykcje RandomForestRegressor ze
strojeniem wg tab. 3.5 na tle danych eksperymentalnych Treloara

3.4.5. Liniowa regresja

Regresja liniowa jest jedna z najwazniejszych i najszerzej stosowanych metod statystycz-
nych oraz klasycznych metod uczenia maszynowego w analizie danych. Jej zastosowania
sg szerokie: od ekonomii i inzynierii po medycyne czy nauki spoteczne, co dowodzi jej
wszechstronnosci i przydatnosci w praktyce badawczej. Regresja liniowa stanowi podstawe
wielu bardziej zaawansowanych algorytméw w uczeniu maszynowym, tym samym mozna

ja wyrozni¢ jako jedno z istotnych narzedzi w sztucznej inteligencji.
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Formalne nawiazanie do koncepcji regresji liniowej przypisuje si¢ Francisowi Galtonowi,
ktory w XIX wieku, badajac zwiazek wzrostu rodzicow i ich dzieci, zwrocil uwage na
zjawisko ,regresji do éredniej” [31]. Jego badania w zakresie antropometrii staly sie
podstawg do opracowania metod regresji, a termin ,regresja” zostal zapozyczony od tego
zjawiska. Dalszego rozwoju tych poje¢ matematycznych dokonal Karl Pearson, ktory
podat formalng definicje wspotczynnika korelacji i skonkretyzowal model regresji liniowej
w ramach statystyki matematycznej [32].

Celem analizy regresji liniowej jest stworzenie modelu opisujacego potencjalng liniowsa
zalezno$¢ miedzy zmiennymi objasnianymi a zmiennymi objas$niajacymi, por. (3.1):

fwaple) =b+W'z, W eR™" beR™, (3.38)

gdzie W jest macierza wspétczynnikéw, a b wektorem wyrazéw wolnych[21].

Parametry modelu okreslamy na podstawie zbioru treningowego, poszukujac takich
wartosci wspotezynnikéw macierzy W oraz b, ktére sprawiaja, ze wyznaczone hiperptasz-
czyzny (po jednej na kazda skladowa zmiennej objasnianej) najlepiej aproksymuja jej
wartosci. Najczesciej problem ten rozwiazujemy, wykorzystujac sume kwadratéw btedow

(ang. residual sum of squares) jako miare dopasowania modelu, wyrazona wzorem:

RSS(W, b) ZHy ~ fwaa®)]. (3.39)

W takim przypadku metoda najmniejszych kwadratow (MNK, ang. least squares) polega
na wyznaczeniu:

(W, b) = arg min RSS(IW, b). (3.40)
Wb

Wyniki

Liniowa regresja okazata si¢ najlepsza z klasycznych metod uczenia maszynowego do
modelowania konstytutywnego. Jej gtéwnym atutem jest prostota, mozliwos¢ stworze-
nia funkcji regresyjnej i mozliwos¢ budowania wyrazen algebraicznych jako zmiennych
wejsciowych — jak przedstawiono w tab. 3.6 optymalny stopien wielomianu wynioést 3.
W tym kontekscie w dalszej czesci pracy naprzemiennie uzywano terminow: baza wyrazen
algebraicznych, baza cech, baza funkcyjna, funkcje bazowe czy macierzy cech. Dzieki temu

zabiegowi mozemy modelowaé nieliniowe zaleznosci przy zachowaniu liniowosci wzgle-
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dem bazy funkcyjnej. Model regresji liniowej zostal wzbogacony o wymagania mechaniki
oSrodkéw ciaglych zestawione w rozdziale 5.8 oraz regularyzacje i z tymi uwzglednieniami
zostal rozwiniety w rozdziale 6. Wyniki predykcji przedstawiono na rys. 3.8. Uzyskana
funkcja regresji jest ciagla i monotonicznie rosngca oraz zdolna do ekstrapolacji. Widoczng
niedociggnieciem jest brak zalozenia zerowania sie sktadowych naprezen w konfigurancji
referencyjnej, ktore tatwo mogltoby by¢ poprawione przez opcje fit_intercept = False,
jednak na tym etapie celowo to pominieto, rezerwujac wprowadzenie ograniczen fizycznych

do rozdziatu 6.

Zalety: Ograniczenia:
e latwa w implementacji i interpretacji, ® liniowo$¢ parametréw wzgledem bazy
® globalna interpretowalno$é¢ - otrzymu- funkcyjnej,

jemy zestaw parametrow odpowiadaja- @ jakos¢ modelu zalezna od wyboru bazy
cym im funkcjom wejsciowym, funkcyjnej,

® mozliwos¢ ekstrapolacji, ® wrazliwo$¢ na wartosci odstajace,

® naturalna obstuga wyjscia wielowymiaro- @ wrazliwosé¢ na wspotliniowosé zmiennych.
wego,

® niski koszt obliczeniowy.

Testowane hiperparametry i ich wartosci optymalne zestawiono w tab. 3.6.

Tabela 3.6. Strojenie hiperparametrow regresji liniowej w GridSearchCV. Pogrubieniem wyrdz-
niono wartosci optymalne.

Parametr Opis Zakres wartosci

poly__degree stopient wielomianu cech {1,2,3,4}

poly_ _include bias czlon staly w ekspans;ji {True, False}
wielomianowej

fit_intercept wyraz wolny modelu {True, False}

positive wymuszenie nieujemnosci {True, False}
wspotezynnikdéw
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Rysunek 3.8. Wykresy 511 wzgledem wydtuzenia A;: predykcje LinearRegression ze strojeniem
wg tab. 3.6 na tle danych eksperymentalnych Treloara

3.4.6. Wersjonowanie projektu

Wersjonowanie jest kluczowym aspektem zarzadzania projektami uczenia maszyno-
wego, umozliwiajacym sledzenie zmian w modelach, zestawach danych i architekturach.
Przyjecie spojnej konwencji wersjonowania utatwia utrzymanie kodu, zapewnia czytelnosé
i przejrzysto$¢, pracy a takze pozwala zrozumie¢ zakres wprowadzanych aktualizacji.
W tym rozdziale przedstawimy standardowy schemat wersjonowania oparty na konwencji

major.minor.patch.build, poczawszy od wersji 1.0.0.0.

Major - znaczace zmiany

Aktualizacje wersji podstawowej sa zarezerwowane dla istotnych zmian, ktére moga
mie¢ wptyw na kompatybilnosé oraz podstawows funkcjonalno$é modelu. Przyktady zmian,
ktére uzasadniaja aktualizacje wersji podstawowej obejmuja:

e modyfikacje zestawu danych - przejscie na catkowicie inny zestaw danych, ktory
moze wymagaé dostosowania wstepnego przetwarzania danych i znaczaco wptynaé na
wydajnos¢ modelu,

® zmiane zadania - zmiana gléwnego celu modelu, np. przejscie od zadania regresji do

zadania klasyfikacji.

Minor - ulepszenia funkcjonalne

Aktualizacje wersji drugorzednej wprowadzaja ulepszenia lub rozszerzenia, ktére dodaja

nowe mozliwosci bez zmiany podstawowej funkcjonalnosci modelu. Przyktady obejmuja:
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e zmiane typu architektury - wdrozenie innej architektury modelu w celu poprawy

wydajnosci lub efektywnosci np. przejscie z regresji liniowej na sie¢ neuronowa.

Patch — konserwacja i optymalizacje

Przyrosty wersji poprawek obejmuja drobne poprawki, optymalizacje i ulepszenia, ktore
nie maja znaczacego wptywu na funkcjonalnosé modelu. Przyktady obejmuja:

e dostosowanie architektury - wprowadzanie niewielkich modyfikacji do istniejacej
architektury w celu zwigkszenia wydajnosci lub stabilno$ci np. zmiana z regresji Ridge
na regresje Lasso w celu poprawy selekcji cech i mozliwosci interpretacji modelu,

e poprawki bledéw - rozwigzywanie probleméw w kodzie lub procesie uczenia w celu

zapewnienia prawidlowego dziatania modelu.

Build - zmiany konfiguracji i hiperparametrow

Przyrosty wersji kompilacji odnosza sie do zmian w konfiguracji modelu, gtéwnie
obejmujacych hiperparametry, ktére wpltywaja na jego wydajnosé bez zmiany jego struktury.
Przyktady obejmuja:
® dostrajanie hiperparametréw - dostosowywanie parametrow, takich jak np. wielkos¢

kroku uczenia, liczba warstw w sieci neuronowej czy wspotczynniki regularyzacji, czy
zmiana algorytmow optymalizacji w celu osiggniecia lepszej zbieznosci.

Opisany schemat wersjonowania zostanie praktycznie zastosowany w rozdziale 6, w kto-
rym rozwinieto dwa modele uczenia maszynowego — liniowg regresje oraz sieci neuronowe —
shuzgce zaré6wno do wyznaczania parametréw klasycznych modeli funkcji jednostkowej ener-
gii sprezystosci (JES), jak i do odkrywania nowych postaci tych funkeji. Oba modele byty
testowane iteracyjnie, uwzglednialy wiele klasycznych modeli hipersprezystosci w réznych
konfiguracjach architektur. W zwigzku z tym przyjeta konwencja major.minor.patch.build
wersjonowania projektu zapewnia zdolno$¢ do $ledzenia kolejnych etapéw rozwoju modeli

i identyfikowac¢ zakres wprowadzonej zmiany.

3.5. Podsumowanie

Przetestowano tacznie 13 algorytméw klasycznego uczenia maszynowego, z ktérych
zaden nie spetit warunkéw modelowania konstytutywnego. Jak udowodniono w rozdziale 6

nie jest to mozliwe bez wiedzy kierunkowej. Ponadto typowe dla uczenia maszynowego
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metryki (RMSE, R?) nie uwzgledniaja spetnienia wiezéw fizycznych i koniecznosci eks-
trapolacji, co wskazuje na kierunek dalszych badan w tej ptaszczyznie. Interesujacym
podejsciem byloby pozostawienie jednej préby wytrzymatosciowej w zbiorze testowym
i wyznaczenie parametréw na pozostalych. W przypadku danych Treloara [33] implikuje
to utrate % danych. W praktyce eksperymentalnej rzadko dysponujemy wicksza iloscia
testéw 1 chcemy z nich uzyskaé jak najwiecej informacji — im wiecej testéw wytrzymato-
sciowych uwzglednimy, tym aproksymacja funkcji jednostkowej energii sprezystosci bedzie
petiejsza. Z punktu widzenia uczenia maszynowego taka strata jest réwniez bardzo duza
(typowo na zbidr testowy rezerwuje sie 10-20% danych). Wobec powyzszego, w niniejszej
pracy zaniechano takiego podziatu i skupiono sie na jak najlepszej aproksymacji przy
wykorzystaniu wszystkich dostepnych prob wytrzymatosciowych.

Zestawienie metryk na zbiorze testowym przedstawiono w tabeli 3.7, a pelny kod
zrodtowy i wyniki dostepne sa w repozytorium https://github.com/Mieczmik/elasto
mer-regression. Kompletny przewodnik zastosowania rozpatrywanych metod do zadan
klasyfikacji dostepny jest pod adresem https://github.com/Mieczmik/titanic-kaggl
e-competition.

Ze wszystkich sprawdzonych metod najlepszymi metodami do modelowania zwigzkoéw
konstytutywnych hipersprezystosci sa regresja liniowa i regresor maszyny wektoréw nosnych
z jadrem liniowym (LinearSVR), ktdre generuja ciagte funkcje regresji, sa zdolne do
ekstrapolacji i daja si¢ interpretowac¢. Co prawda najlepsze metryki osiagnat algorytm
maszyny wektorow nosnych z jadrem wielomianowym, ale jego globalna interpretacja
jest niemozliwa. Drugie miejsce zajeta sie¢ neuronowa MLPRegressor, ktérej podstawom
teoretycznym poswiecono rozdziat 4, a jej wykorzystaniu w modelowaniu konstytutywnym
rozdziaty 6 i 8. Najstabsze wyniki osiagnety algorytmy drzewiaste (por. tab. 3.1), ktére

nie poradzity sobie z interpolacja wartosci ze zbioru treningowego na testowy.
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Tabela 3.7. Poréwnanie metod uczenia maszynowego na zbiorze testowym

Model RMSE MSE MAE R?

SVR 0.0674 0.0045 0.0470 0.9981
MLPRegressor 0.0897 0.0080 0.0641 0.9967
KNeighborsRegressor 0.1181 0.0139 0.1018 0.9943
GradientBoostingRegressor 0.1321 0.0174 0.1052 0.9929
LinearRegression 0.1360 0.0185 0.1122 0.9924
VotingRegressor 0.1440 0.0207 0.1072 0.9915
LinearSVR 0.1592 0.0254 0.1127 0.9896
RandomForestRegressor 0.1957 0.0383 0.1484 0.9843
XGBRegressor 0.2349 0.0552 0.1920 0.9775
BaggingRegressor 0.3605 0.1299 0.2708 0.9469
ExtraTreeRegressor 0.4128 0.1704 0.3245 0.9304
DecisionTreeRegressor 0.4566 0.2085 0.3332 0.9148
AdaBoostRegressor 0.4710 0.2218 0.3506 0.9093
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4. Sieci neuronowe

4.1. Wstep

Sieci neuronowe bywaja postrzegane jako narzedzie skomplikowane i trudno dostepne,
tymczasem ich konstrukcja opiera si¢ na kilku prostych, wielokrotnie powtarzanych opera-
cjach. Pojedynczy element sieci wykonuje jedynie wazong sume swoich wejs¢ i wyznacza
wartos¢ prostej funkcji. Zdolno$é do odwzorowywania ztozonych zalezno$ci bierze sie
dopiero z zestawienia wielu takich elementéw oraz z doboru ich parametrow na podstawie
danych. Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie tych podstaw w sposob przystepny
rowniez dla czytelnika niezaznajomionego z uczeniem maszynowym, tak aby dzialanie sieci
wykorzystywanych w dalszej czesci pracy byto dla niego zrozumiate.

Wywo6d prowadzony jest od najprostszej jednostki do kompletnej procedury uczenia [1],
[34], [35]. Rozpoczyna sie od pojedynczego neuronu, czyli perceptronu (podrozdziat 4.2),
nastepnie omawia jego rozszerzenie do sieci wielowarstwowej (podrozdziat 4.4), funkcje
aktywacji oraz inicjalizacje wag (podrozdzial 4.3), a koriczy na procedurze trenowania sieci

wraz z technikami wspomagajacymi jej zbiezno$¢ (podrozdziat 4.5).

4.2. Perceptron

Pojedynczy neuron, zwany perceptronem, stanowi najprostsza jednostke obliczeniowsg
sztucznej sieci neuronowej. Idea siega pracy Rosenblatta z 1958 r.[36], w ktdrej zapropo-
nowano model inspirowany dzialaniem komoérki nerwowej: na podstawie kilku sygnatow
wejsciowych jednostka generuje pojedyncza wartos¢ wyjsciowa, regulujac site odpowiedzi
przez wagi przypisane poszczegdlnym wejsciom oraz przez funkcje aktywacji rozstrzygajaca,
czy prég pobudzenia zostal przekroczony.

Niech & = (21,9, ..., 2,)" oznacza wektor wejéciowy zawierajacy n skalarnych sygna-
léw. Pojedynczemu neuronowi przyporzadkowuje si¢ wektor wag w = (wy, wa, . . ., wy,)"
oraz skalarny wyraz wolny b, nazywany obciazeniem (ang. bias). Dzialanie neuronu roz-
ktada sie¢ na dwa etapy. Najpierw wyznacza si¢ kombinacje liniowa wej$¢ powiekszong
o obciagzenie:

z=wrz+ b, (4.1)
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a nastepnie do tak otrzymanej wartosci stosuje sie nieliniowg funkcje aktywacji o : R — R:
o _ T
g=o0(z2)= a(w z+ b) : (4.2)

Wartos¢ g stanowi skalarne wyjscie neuronu. Schemat dziatania pojedynczej jednostki

przedstawiono na rysunku 4.1.

b

i\,
w2 z output

17"

A

Rysunek 4.1. Schemat pojedynczego perceptronu

Konstrukcja ta uogélnia sie w naturalny sposob na warstwe zawierajaca wiele neuronow
operujacych na tym samym wektorze wejsSciowym. Jezeli warstwa zawiera m jednostek,
ich wagi zestawia si¢ w macierz W € R™*™  ktoérej kolejne kolumny odpowiadaja kolejnym
neuronom, a wyrazy wolne w wektor b € R™. Wyjscie warstwy stanowi wowczas wektor § €
R™:

_ T
= U(W &er), (4.3)

<>

przy czym funkcje aktywacji stosuje sie sktadowo, niezaleznie do kazdej wspotrzedne;j.
Taka warstwa, w ktoérej kazdy z neuronéw potaczony jest ze wszystkimi wejsciami, nosi
nazwe warstwy w petni potaczonej (ang. fully connected lub dense).

Kluczowym elementem konstrukcji perceptronu jest obecnosé funkcji aktywacji o. Bez
niej, tzn. przy o(z) = z, ztozenie kolejnych warstw redukowatoby sie do pojedynczej trans-
formacji liniowej, niezaleznie od ich liczby. Kazda funkcja calej sieci bytaby wtedy postaci
W'z + b, a model nie wykraczalby poza klase regresji liniowej. Dopiero wprowadzenie
nieliniowosci w kazdej warstwie pozwala sieci aproksymowaé szerokie klasy funkcji ciagtych.
Szczegotowe omdwienie funkeji aktywacji, ich wtasnosci oraz wplywu na zachowanie sieci

stanowi przedmiot podrozdziatu 4.3.
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4.3. Funkcje aktywacji i inicjalizacja wag

Kazda jednostka liniowa w sieci neuronowej zakonczona jest funkcja aktywacji, kto-
rej zadaniem jest wspomaganie procesu uczenia m.in. przez wygaszanie i wzmacnianie

sygnatow.

sig(2) tanh(2) ReLU(z)

| / H g

0.5 | oz 2 |

i 5 —4 -2 2 4 5
> ; ;

4 -9 2 4 4 | 4 -9 2 4

(a) funkcja sigmoidalna (b) tangens hiperboliczny (¢) funkcja ReL.U

Rysunek 4.2. Standardowe funkcje aktywacji stosowane w sieciach neuronowych

Historycznie najwezesniej stosowano funkcje sigmoidalna [1]:

1
1+e2

Osig(2) = € (0; 1). (4.4)

Pokrewna funkcja jest tangens hiperboliczny:

0 _ o—?

tanh(z) = e e(—11) (4.5)
o wartosciach wycentrowanych wokét zera. Funkcje (4.5) i (4.4) wyplaszczaja sie asympto-
tycznie dla duzych co do modutu argumentéw, dla ktorych ich pochodne daza do zera. Przy
ztozeniu wielu warstw prowadzi to do problemu zanikajacych gradientéow (ang. vanishing
gradients [1]): sygnal propagowany wstecz przez kolejne warstwy zostaje wielokrotnie
przemnozony przez wartosci bliskie zera i wyktadniczo zanika, uniemozliwiajac aktualizacje
wag w warstwach najgtebszych. Tangens hiperboliczny jest najsilniej nieliniowy w okolicach
zera (rysunek 4.2), co stanowi fundamentalng konsekwencje praktyczna dla sieci omawia-
nych w rozdziatach 7 i 8: argumenty funkcji tanh musza zawiera¢ si¢ w obszarze aktywnym
(rzedu jednoéci), w przeciwnym razie neurony pracuja w obszarze wyplaszczenia, gdzie
rowniez wystepuje zanikanie gradientow. Wymaganie to stanowi bezposrednia motywacje

dla normalizacji zmiennych wejSciowych, opisanej w podrozdziale 4.5.5.

52



Sieci neuronowe

Najpopularniejsza funkcja aktywacji w klasycznych zastosowaniach jest jednostka

liniowa z progowaniem (ang. rectified linear unit, ReLU [37]):
ReLU(z) = max(0, z). (4.6)

Jest ona prostsza i szybsza obliczeniowo niz funkcje nasycone, a sieci z ReLU zwykle
zbiegaja szybciej. Wada jest natomiast problem martwych neuronéw — jednostka, ktorej
wejscie stale przyjmuje wartosci ujemne, generuje na wyjsciu zero, a gradient wzgledem jej
wag takze znika. W odpowiedzi na to ograniczenie zaproponowano warianty zachowujace
niezerowe nachylenie w obszarze ujemnym (Leaky ReLU, PReLU, ELU). W niniejszej
pracy ReLU ani jej modyfikacje nie sa wykorzystywane. W sieciach PINN konieczne jest
obliczanie wyzszych pochodnych wyjscia wzgledem wejsé, co wymaga gltadkich funkcji
aktywacji, stad wybér funkeji tanh.

Sposob losowania wag startowych istotnie wptywa na zbieznos¢ treningu. Glorot
i Bengio [38] wykazali, ze inicjalizacja z rozkladu o stalej wariancji prowadzi do zanikania
lub eksplodowania gradientow w gtebokich sieciach, a zaproponowana przez nich metoda
dobiera wariancje wag tak, by wariancja sygnatu oraz gradientu byta zachowana pomiedzy
warstwami. Aby zrozumie¢, skad biorg sie konkretne wartosci, warto przesledzi¢ propa-
gacje wariancji przez pojedynczg warstwe liniowa. Przy wejsciach o jednakowej wariancji
i wagach losowanych niezaleznie ze Srednig zero, wariancja kazdej sktadowej wyjscia jest
nin-krotnoscia iloczynu wariancji wagi i wariancji wejscia. Zachowanie skali sygnatu w przod
wymaga zatem, by ny, Var(W) ~ 1, podczas gdy analogiczny warunek dla propagowanego
wstecz gradientu daje ngy Var(W) ~ 1. Obu wymagan nie da sie spelié¢ jednoczesnie,

wiec Glorot i Bengio przyjmuja kompromis usredniajacy oba mianowniki:

2

Nin + Nout

Var(W) = (4.7)

W wariancie réwnomiernym wagi kazdej warstwy o ny, wejSciach i nyye wyjsciach losuje

sie z rozktadu jednostajnego:

W~ U{— V ninfnout’ + ninfnout ) (4'8>
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Stala 6 pod pierwiastkiem wynika wprost z warunku (4.7). Dla rozktadu jednostajnego na
przedziale [—a, a] wariancja wynosi a?/3, wiec przyréwnanie a?/3 = 2/(ny, + newt) daje
a = 1/6/(niy, + nou ). Inicjalizacja ta jest dostosowana do funkcji aktywacji symetrycznych
wzgledem zera, takich jak tanh czy sigmoid i stanowi standardowy wyboér w sieciach
PINN wykorzystywanych w pracy — zaréwno w rozdziale 7, jak i w rozdziale 8 wagi sieci
inicjalizowane sg zgodnie z wariantem Glorot uniform.

Zatozenie o symetrii aktywacji nie jest jednak spelnione dla funkcji ReLU, ktéra
wygasza catg ujemng potowe dziedziny. W efekcie potowa neuronéw warstwy przekazuje
na wyjsciu zero, a wariancja sygnatu po aktywacji spada o potowe wzgledem przewidywan
analizy liniowej. Dla takich sieci opracowano osobny schemat inicjalizacji He [39], w ktérym
wagi losuje si¢ z rozktadu normalnego, a wariancj¢ dobiera si¢ jedynie na podstawie liczby

wejse:

W~N<0, 2 ) (4.9)

Nin
Stata 2 w liczniku kompensuje wygaszenie potowy sygnatu przez ReLLU: gdyby aktywacja
zachowywala cala dziedzine, wystarczytaby wariancja 1/ny,, lecz aby utrzymaé skale
sygnahu, nalezy ja podwoi¢. Pominiecie nq, odzwierciedla z kolei nacisk metody He na

zachowanie skali sygnatu propagowanego w przod.

4.4. Wielowarstwowy perceptron

Pojedyncza warstwa neurondéw omoéwiona w rozdziale 4.2 oblicza wazong sume wej$é
powiekszong o obcigzenie, a nastepnie podaje wynik po zastosowaniu funkcji aktywacji.
Aby model potrafit odwzorowywacé zaleznosci nieliniowe, warstwy takie zestawia sie jedna
za druga, tzn. wyjscie jednej staje sie wejsciem kolejnej. Tak zbudowang sie¢ nazywa sie
wielowarstwowym perceptronem (ang. multilayer perceptron, MLP) lub siecia jednokie-
runkows (ang. feedforward neural network, FNN). Gdy kazdy neuron warstwy polaczony
jest ze wszystkimi neuronami warstwy poprzedniej, sie¢ jest w pelni potaczona (ang. fully
connected feedforward neural network, FFNN). Zaleta takiej konstrukcji jest to, ze sie¢
samodzielnie buduje reprezentacje danych odpowiednia dla rozwiazywanego problemu, bez
recznego dobierania cech wymaganego w klasycznych metodach liniowych [1]. Przyktadowa,

sie¢ przedstawiono na rysunku 4.3.
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input layer hidden layers output layer
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Rysunek 4.3. Schemat w pelni potaczonej sieci jednokierunkowej FFNN z dwiema warstwami
ukrytymi

W sieci wyréznia sie trzy rodzaje warstw. Warstwa wejSciowa (ang. input layer) nie
wykonuje zadnych obliczen. Wprowadza do sieci wektor danych opisujacych pojedyncza
obserwacje, a jej szeroko$¢ rowna jest liczbie zmiennych wejsciowych. Warstwy ukryte
(ang. hidden layers) leza pomiedzy wejsciem a wyjsciem i kolejno przetwarzaja sygnal,
budujac coraz bogatsza reprezentacje danych. Ich liczba, nazywana gteboko$cig sieci oraz
liczba neuronéw w kazdej z nich, czyli szeroko$é, sg hiperparametrami dobieranymi na
etapie dostrajania architektury. Warstwa wyjsciowa (ang. output layer) zwraca konicowy
wynik, przy czym jej szerokos¢ i funkcja aktywacji zaleza od rodzaju zadania, co oméwiono
ponize;j.

Niech sie¢ sktada sie z D warstw o szerokosciach ng, nq, ..., np, gdzie ng jest wymiarem
wejscia, a np — wyjscia. Kazdej warstwie d przypisuje sie wagi W@ e Rra-1%14 orag
obcigzenia b e Rna, Odpowiedz sieci wyznacza sie warstwa po warstwie, co nazywa sie

propagacja w przdd (ang. forward pass):

a? =g, (4.10a)
o = U(mdﬁ@(w + @<d>) ., d=1,...,D—1, (4.10b)
9= g(MD)T@“"” + Q(D)) : (4.10c)

Warstwy o indeksach d = 1,...,D — 1 to warstwy ukryte (ang. hidden layers). Ich
wartosci nie sg obserwowane bezposrednio, lecz wykorzystywane jedynie wewnatrz sieci.
W warstwach tych stosuje si¢ jednakowa funkcje aktywacji o (w niniejszej pracy tangens
hiperboliczny, podrozdziat 4.3). Jej obecnosé jest niezbedna: bez nieliniowosci ztozenie
kolejnych warstw sprowadzaloby si¢ do zwyktego przeksztatcenia liniowego i sie¢ nie

wykraczataby poza model liniowy, co wykazano w podrozdziale 4.2.
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Inaczej traktuje sie funkcje wyjéciowa g w réwnaniu (4.10c), ktéra dobiera si¢ do
rodzaju zadania:

® regresja (przewidywanie zmiennej ciagtej) — ¢ jest funkcja tozsamosciowa, dzieki
czemu wyjscie moze przyja¢ dowolng wartos¢ rzeczywista, a liczba neuronéw odpo-
wiada liczbie przewidywanych wielkosci. Ten przypadek wystepuje w sieciach CANN
i PINN rozwazanych w niniejszej pracy,

e klasyfikacja binarna — g jest funkcja sigmoidalna (4.4), a pojedyncze wyjscie
interpretuje sie jako prawdopodobienstwo przynaleznosci do jednej z dwoch klas,

e klasyfikacja wieloklasowa — g jest funkcja softmaz, dajaca rozktad prawdopodo-

bienistwa po K klasach (tyle tez jest neuronéw wyjsciowych):

e
softmax(z); = m (4.11)

Liczba parametrow podlegajacych uczeniu wynika wprost z przyjetej architektury.
Zbierajac wszystkie wagi i obciazenia w jeden wektor § = {w(d), Q(d)}é):l, a ich taczna

liczbe ny wyraza wzor:

D
ng = Z (ng—1ng +ngq) . (4.12)
d=1

Liczba parametréw ro$nie wiec wraz z szerokoscia warstw (iloczyn ng_1 ng) oraz z ich liczba,
czyli gltebokoscig sieci. Wicksza sie¢ ma wicksza zdolnos¢é do dopasowania, lecz podnosi
koszt obliczen i ryzyko przeuczenia (ang. overfitting), omawianego w podrozdziale 4.5.
Teoretyczne uzasadnienie zdolnosci aproksymacyjnych sieci daje twierdzenie o uni-
wersalnej aproksymacji Hornika, Stinchcombe’a i White’a [4], [40], zgodnie z ktérym
juz sie¢ z jedng warstwg ukrytg potrafi przyblizy¢ dowolng funkcje ciggla f na zbiorze
zwartym z dowolng doktadnoscia e > 0, to jest sup, || f(z) — g(z)|| < . Twierdzenie to
dowodzi jednak jedynie istnienia takiej sieci i nie wskazuje, jak dobrac jej parametry
ani ile neuronéw jest potrzebnych. Poniewaz liczba neuronéw w pojedynczej warstwie
ukrytej potrafi rosng¢ wyktadniczo wraz ze ztozonoscig problemu, w praktyce zamiast
jednej bardzo szerokiej warstwy buduje sie sieci gtebokie, ktore przy poréwnywalnej liczbie
parametréw osiagaja lepsze wyniki i szybciej zbiegaja podczas treningu [1], [35].
Architektura w pelni potaczona nie jest jedynym mozliwym wyborem. W niniejszej
pracy wykorzystywany jest rowniez wariant réwnoleglej sieci jednokierunkowej (ang. paral-

lel feedforward neural network, PFNN) [41], w ktérym kazda sktadowa wyjscia oblicza
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oddzielna podsieé¢ przetwarzajaca wspélne wejscie, a ich wyniki si¢ taczy (ang. concatena-
tion)(rys. 4.4). Rozwiazanie to stosuje sie w wariancie W3 sieci PINN z rozdziatu 7, gdzie
osobne gatezie aproksymujg poszczegolne sktadowe pola przemieszczen oraz w sieciach
typu CANN z rozdziatu 6, w ktérych kazdy niezmiennik tensora deformacji przetwarza

wlasna gataz.

subnet 1

concatenation

subnet 2

subnet K

Rysunek 4.4. Schemat réwnoleglej sieci jednokierunkowej (PFNN). Wspélne wejscie przetwarza
K niezaleznych podsieci, ktérych wyjscia taczy sie w jeden wektor wyjsciowy.

4.5. Trenowanie sieci neuronowych

Trenowaniem sieci nazywa sie procedure doboru parametréw 6 = {IW@, b(d)}é):l, mini-
malizujaca funkcje kosztu L(6) wyznaczona na dostepnym zbiorze danych. Inicjalizacje wag,
ustalajaca punkt startowy optymalizacji, oméwiono w rozdziale 4.3 w kontekscie odpowia-
dajacych jej funkcji aktywacji. W niniejszym rozdziale przedstawia sie postaé¢ funkceji kosztu,
algorytm wyznaczania jej gradientu, gradientowe metody optymalizacji wykorzystywane
w pracy oraz techniki wspomagajace zbieznosé: normalizacje wejs¢, regularyzacje i wezesne
zatrzymanie.

Iteracyjna procedura treningu sieci, ktérej poszczegolne sktadowe omawiaja kolejne
podsekcje niniejszego rozdziatu, sktada sie z nastepujacych krokéw [35]:

1. Ustalenie hiperparametréw algorytmu, w tym kroku uczenia n i maksymalnej liczby
iteracji n, zwanych epokami (ang. epochs),

2. Inicjalizacja parametréow 6, zgodnie ze schematem dobranym do funkcji aktywacji
(rozdzial 4.3), w PyTorch [42] realizowana automatycznie przy konstrukcji warstw
klasy torch.nn.Module.

3. Powtarzanie dla k =0,1,...,n — 1:

a) wyznaczenie wartosci funkeji kosztu L(6;) na podstawie propagacji w przod (4.10),

w PyTorch realizowanej wywotaniem obiektu sieci na danych wejsciowych,
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b) wyznaczenie gradientu VyL(§,) algorytmem propagacji wstecznej, w PyTorch
uruchamianej metoda loss.backward() korzystajaca z modutu autograd. Przed
kazdym wyznaczeniem nowego gradientu konieczne jest wyzerowanie poprzed-
nich warto$ci metoda optimizer.zero_grad(), poniewaz autograd akumuluje
gradienty z kolejnych wywotan,

c¢) aktualizacja parametréw 6, = 60, — nVyL(0)), w PyTorch wykonywana przez
metode step() wybranego obiektu klasy torch.optim.Optimizer.

Powyzszy zarys odpowiada najprostszej, klasycznej wersji algorytmu. Stosowane w praktyce
warianty modyfikujg przede wszystkim ostatni krok, wprowadzajac ped, adaptacyjny krok
uczenia lub aproksymacje¢ drugich pochodnych, co omawia rozdziat 4.5.3. Przyktadows
implementacje opisanej petli treningowej w srodowisku PyTorch zamieszczono w zatacz-

niku 7.

4.5.1. Funkcja kosztu

Funkcja kosztu mierzy rozbieznosé¢ pomiedzy odpowiedziami sieci ) a warto$ciami

docelowymi y* wyznaczonymi na zbiorze treningowym o liczebnoéci N:

L) = 3 (396), 4) (4.13)

gdzie ¢ jest pojedynczym czlonem strat dobranym do rodzaju zadania. W zadaniach
regresji standardowym wyborem jest sredni btad kwadratowy (MSE, por. (3.7)), ktory jest
gtadki i rézniczkowalny w catej dziedzinie, co umozliwia stosowanie metod gradientowych,
a dzieki zaleznosci kwadratowej silnie karze duze odchylenia [43]. Sredni btad kwadratowy
nie jest jednak jedynym mozliwym wyborem, poniewaz posta¢ cztonu ¢ mozna formutowaé
dowolnie, w zaleznosci od rozwazanego zagadnienia i przyjetej koncepcji modelu. Dla
poréwnania, w zadaniach klasyfikacji, niewystepujacych wprawdzie w niniejszej pracy,
stosuje sie zwykle entropie krzyzowa, lepiej dopasowang do interpretacji wyjscia sieci jako

rozkladu prawdopodobienstwa [43].

4.5.2. Algorytm propagacji wstecznej

Minimalizacja (4.13) metodami gradientowymi wymaga wyznaczenia pochodnych
funkcji kosztu wzgledem kazdej wagi i obciazenia sieci. Liczba parametréw ro$nie zgod-

nie z zaleznoscia (4.12), a ich reczne wyprowadzanie odrebnie dla kazdej architektury
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bytoby niepraktyczne. Standardowym rozwigzaniem jest algorytm propagacji wstecznej
(ang. backpropagation), wykorzystujacy regute taiicuchowa do rekurencyjnego wyznaczania
pochodnych warstwa po warstwie, przechodzac przez sie¢ od wyjscia ku wejsciu (rys. 4.5).
Kazda warstwa otrzymuje gradient kosztu wzgledem swojego wyjscia obliczony w warstwie
nastepnej i wykorzystuje go do wyznaczenia gradientu wzgledem wtasnych parametrow

oraz wejscia, ktore jest jednoczesnie wyjsciem warstwy poprzednie;j.

=

forward pass

S

backpropagation: 0L/ ow ()

)
18

Rysunek 4.5. Schemat propagacji w przod oraz propagacji wstecznej

Formalnie, oznaczajac z(@ = W@Tgd-1) 4 p(@ argument funkcji aktywacji warstwy d
oraz 89 = 9L /02D tzw. blad warstwy, otrzymuje sie dla warstw ukrytych zaleznoéé

rekurencyjna:

5@ — (w(d—i-l)é(dJrl)) o 0/(§(d)> : (4‘14)

gdzie ¢’ oznacza pochodng funkcji aktywacji, a ® iloczyn Hadamarda dwdch macierzy

tych samych wymiaréw A = [A;;], B = [B;;] € R™*™ okreslony wzorem:
Q = A ® E = [Cij]a wskaznikowo CZ = Aij Bij7 o ’ (415)

Uwaga: Wyjatkowo nie obowiazuje tu konwencja sumacyjna — mimo powtérzonych wskaz-
nikéw ¢, 7 nie sumujemy po nich, lecz otrzymujemy macierz iloczynéow odpowiadajacych
sobie sktadowych.

Gradienty wzgledem parametrow warstwy d wyrazaja sie wowczas wprost:

OL __ (@ng@r OL _ sy

Wyznaczone pochodne (4.16) dla wszystkich warstw zestawia si¢ w jeden wektor VoL,
ktorego sktadowe odpowiadaja kolejnym sktadnikom 6 = {w(d),b(d) D | i stanowia wejécie

iteracyjnej procedury minimalizacji funkcji kosztu.
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Laczny koszt obliczenia gradientu jest tego samego rzedu co koszt propagacji w przod,
co czyni algorytm wykonalnym nawet dla sieci o milionach parametrow. W stosowanym
w pracy srodowisku PyTorch propagacja wsteczna realizowana jest przez modul autograd,
ktéry automatycznie buduje graf obliczen i wyznacza pochodne dowolnego wyjscia wzgle-
dem dowolnych zmiennych posrednich. Mechanizm ten pozwala rézniczkowaé wyjscie sieci
nie tylko wzgledem jej parametréw, ale rowniez wzgledem wejé¢, na czym opiera sie formu-
towanie reszt réwnan rézniczkowych w sieciach PINN z rozdziatéw 7 i 8 oraz wyznaczanie

pochodnych funkcji jednostkowej energii sprezysto$ci w sieciach CANN z rozdziatu 6.

4.5.3. Gradientowe algorytmy optymalizacji

Algorytm propagacji wstecznej dostarcza gradientu funkcji kosztu, a zatem informacji
o kierunku, w ktérym nalezy modyfikowaé parametry, aby ja zmniejszy¢. Pozostaje wyko-
rzysta¢ te informacje w iteracyjnej procedurze poszukujacej minimum. Punktem wyjscia
wiekszosci stosowanych w praktyce metod jest stochastyczny spadek wzdtuz gradientu
(ang. stochastic gradient descent, SGD). Aktualizacja parametréw w kroku k przyjmuje
postac:

Opi1 =0k — 1 VQL<Qk)7 (4-17>

gdzie n > 0 jest krokiem uczenia (ang. learning rate). Dobor n ma istotny wplyw na
zbiezno$¢ (rys. 4.6): zbyt mate wartosci skutkuja powolnym treningiem i podatnoscia na
utkniecie w obszarach ptaskich, zbyt duze — oscylacjami wokét minimum, a niekiedy roz-
bieznoscig. Pojawiajaca sie w nazwie stochastyczno$é¢ wynika ze sposobu, w jaki wyznacza
si¢ gradient VoL w kazdej iteracji, co szczegdétowo omawia podrozdziat 4.5.4. W praktyce
zamiast klasycznego SGD stosuje sie jego usprawnione warianty taczace informacje o historii

gradientéw z adaptacyjnym dostosowaniem kroku uczenia.
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Loss
Loss
Loss

(a) zbyt maly (b) dobrany prawidlowo (c) zbyt duzy

Rysunek 4.6. Wplyw wartosci kroku uczenia 7 na zbieznoéé¢ metody spadku wzdluz gradientu
dla przyktadowej funkcji kosztu L(#) = 62. Czerwone strzalki ilustruja kolejne aktualizacje
parametru zgodnie ze wzorem (4.17).

W rzeczywistych zastosowaniach funkcja kosztu sieci neuronowej jest znacznie bardziej
ztozona niz przyktad pokazany na rysunku 4.6. Okreslona w przestrzeni wielu parametréw,
jest funkcja niewypukty zawierajaca liczne minima lokalne, punkty siodtowe oraz rozlegte
obszary ptaskie, w ktorych gradient niemal zanika. Klasyczna metoda SGD pozbawiona
pamieci o poprzednich krokach tatwo utyka w takich obszarach lub oscyluje wzdtuz waskich
dolin, nie zbiegajac do rozwigzania w rozsadnym czasie. Aby zaradzi¢ tym trudnosciom,
do reguty aktualizacji wprowadza si¢ dwa mechanizmy: ped, akumulujacy wcze$niejsze gra-
dienty i nadajacy aktualizacji bezwtadnosé¢ oraz adaptacyjny krok uczenia, dostosowywany
osobno dla kazdego parametru.

Najpowszechniej stosowanym z takich wariantéw jest optymalizator Adam (ang. Ad-
aptive Moment Estimation), zaproponowany przez Kingme i Ba [44]. Wprowadza on oba
mechanizmy poprzez wykltadniczo wygaszane srednie pierwszego i drugiego momentu

gradientu funkcji kosztu, na podstawie ktérych wyznacza sie aktualizacje parametrow:

my, = By, + (1 = B1) VoL,

vy, = Bovp_q + (1 - 52) (VQL) © (VQL>: (4-18)
Opi1 =05 — Zk © my,

gdzie 81,8y € [0,1) sa wspdtezynnikami wygaszania (typowo 1 = 0.9, 5y = 0.999),
v/ - wykonywane jest po kazdej sktadowej. Pierwszy moment m;, pekni role pedu i usred-
nia gradienty z poprzednich krokéw. Drugi moment v, usrednia kwadraty gradientéow,

a dzielenie przez niego skaluje krok osobno dla kazdego parametru.
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Sposéb aktualizacji opisany wzorem (4.18) wymaga jeszcze dwéch drobnych korekt.
Na poczatku uczenia, dla matych k, srednie kroczace my, i v, pozostaja silnie zanizone
wzgledem wartosci, ktére przyjetyby przy dhuzszym usrednianiu. Powodem jest ich inicjali-
zacja zerami. Mate wartosci v, w mianowniku skutkuja wtedy nieproporcjonalnie duzymi
krokami, utrudniajac zbieznos¢ w pierwszych iteracjach. Aby temu zapobiec, wprowadza

sie nastepujace poprawki:

~ my.
my = 9
1—jf
v
=1 (4.19)
— P2
Op1 =0k = © 1y,

gdzie € = 1 jest niewielkim wektorem stabilizujacym (typowo e = 107%), zapobiegajacym
dzieleniu przez zero w mianowniku. Wzory (4.18) uzupetnione poprawkami (4.19) stanowia
petng definicje algorytmu Adam.

Odrebna klase metod reprezentuje optymalizator L-BFGS (ang. (ang. limited-memory
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno), zaproponowany przez Liu i Nocedala [45]. Jest to
metoda drugiego rzedu i w odréznieniu od opisanych wyzej algorytmow, ktére kieruja sie
wylacznie gradientem, wykorzystuje ona dodatkowo informacje o krzywiznie funkcji kosztu.
Krzywizne te opisuje macierz drugich pochodnych funkcji kosztu, nazywana macierza
Hessego H,. Gdyby aktualizowa¢ parametry w oparciu o t¢ macierz, krok przyjmowaltby
postac:

041 =0, — Hi ' VoL, (4.20)

Jawne wyznaczenie i odwrécenie tej macierzy jest jednak niewykonalne dla sieci o duzej
liczbie parametréw, gdyz jej rozmiar wynosi ng X ng. Metoda BFGS zastepuje zatem
doktadng odwrotnos¢ macierzy Hessego przyblizeniem budowanym iteracyjnie na podstawie
kolejnych wartosci gradientu oraz parametréw. Wariant L-BFGS (ang. limited memory)
przechowuje przy tym jedynie ograniczona liczbe ostatnich par przyrostow parametrow
i gradientu zamiast catej macierzy, z ktorych odtwarza dziatanie przyblizonej odwrotnosci
na wektorze gradientu. W poblizu minimum L-BFGS zbiega znacznie szybciej niz metody
gradientowe pierwszego rzedu, jest jednak wrazliwy na punkt startowy i uruchomiony

daleko od niego tatwo moze si¢ zatrzymac.
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Z uzupetniajacych si¢ wlasnosci obu algorytméw korzysta strategia dwuetapowa stoso-
wana w sieciach PINN z rozdzialéw 7 i 8. Jej przewage nad pojedynczymi optymalizatorami
pod wzgledem predkosci zbieznoéci ilustruje poréwnanie na funkeji Rosenbrocka (rys. 4.7).
W pierwszej fazie Adam, dzieki adaptacyjnej skali kroku, szybko sprowadza punkt po-
czatkowy z obszaru o duzej wartosci funkcji kosztu do otoczenia minimum globalnego, nie
wymagajac przy tym precyzyjnego doboru hiperparametréw. W drugiej fazie L-BFGS,
startujac juz blisko minimum, wykorzystuje informacje o lokalnej krzywiznie i osigga niskie

wartosci kosztu w znacznie mniejszej liczbie krokow niz metody pierwszego rzedu.

3 102
107!
21 0
— SGD 10~4 2
—— L-BFGS . 1 — SGD
-1 —— Adam+L-BFGS w 10 £ Adam
Adam S 10-10 g —— L-BFGS
* start —— Adam+L-BFGS
ol + global min (1,1) 10-13
10—16
-1 1 ) 1 0o 0l 02 03 04
-2 -1 0 1 2 100 10' 102 103 10
X Steps
(a) trajektorie optymalizacji (b) wartosé¢ funkeji kosztu w kolejnych krokach

Rysunek 4.7. Poréwnanie zbieznoéci SGD, Adama, L-BFGS oraz strategii dwuetapowej
Adam+L-BFGS na funkcji Rosenbrocka

4.5.4. Uczenie wsadowe

Procedura aktualizacji parametréw (4.17) w swojej dostownej postaci wymaga wy-
znaczenia gradientu funkcji kosztu na catym zbiorze treningowym w kazdej iteracji. Dla
typowych rozmiaréw zbiorow danych jest to nieefektywne, a niekiedy takze niewykonalne.
Standardowym rozwigzaniem jest oszacowanie pelnego gradientu Srednig gradientow liczo-

nych na losowo wybranym podzbiorze obserwacji [46], nazywanym wsadem (ang. batch):

1M 1 .
— N0 ) ~ — N @ 4.21
W(N ; > W(M >, , (4.21)

i€B

gdzie N to liczba przyktadéw w zbiorze treningowym, B to biezacy wsad, a M to jego
elementéw. Przez () skrétowo oznaczono £ (g(i) (9), g(i)> z réwnania (4.13).

Kolejne wsady przetwarza sie sekwencyjnie: pierwsza iteracja wykorzystuje elementy
(g(l),g(l)), o (g(M),g(M)), druga — (£(M+1)7Q(M+l)), . (Q(QM),Q(QM)) i tak dalej, az do

wyczerpania zbioru. Petne przejscie przez zbior treningowy stanowi pojedyncza epoke.
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Po jej zakonczeniu kolejnosé elementéw zbioru permutuje sie losowo, aby kolejne epoki
przetwarzaly dane w innym porzadku, i procedure rozpoczyna si¢ od nowa.
Aproksymacja (4.21) wprowadza do procesu uczenia element losowosci. Wynikajace
z tego zaszumienie krokéw, mimo pozornie niekorzystnego charakteru, w praktyce petni
role regularyzacyjna i sprzyja osigganiu rozwigzan lepiej generalizujacych na dane spoza

zbioru treningowego.

4.5.5. Normalizacja danych wejsciowych

Dobor efektywnego kroku uczenia jest tym trudniejszy, im bardziej sktadowe wektora
wejsSciowego réznia sie skala. Sktadowe o duzych warto$ciach generuja duze aktywacje,
prowadzac do wysycenia funkcji tanh omawianej w rozdziale 4.3 i do zanikania gradientow.
Sktadowe o matych wartosciach przekazuja za$ sygnat nierézniagcy sie od zera, co efektywnie
wytacza je z procesu uczenia. W typowym schemacie zmienne wejsciowe sprowadza si¢ do
poréwnywalnej skali jedna z dwoch transformacji. Standaryzacja (ang. z-score normaliza-
tion) zastepuje kazda zmienng jej wartoscia scentrowana i podzielona przez odchylenie

standardowe:

o x— 1, 1 X, 2
3 =dt “J:N,Zx;)’ sj:\lNZ(x§)—uj). (4.22)

=1

Skalowanie min-max odwzorowuje dziedzine kazdej zmiennej w ustalony przedziat, najcze-

Sciej [—1,1] lub [0, 1]: "
i (4.23)

— min, 2@
min; &;

R T; — min; T
T;= A

J (4)

max; &

Po dowolnej z tych transformacji wszystkie sktadowe wejscia poruszaja sie w podobnym
zakresie, dzieki czemu propagowane sygnaty i gradienty zachowuja poréwnywalng skale
pomiedzy wspotrzednymi, a optymalizator moze wykorzystywa¢ wspélny krok uczenia.
W sieciach PINN normalizacja nie jest jedynie zabiegiem usprawniajacym, lecz warunkiem

zbieznosci, co wykazano w rozdziale 7.

4.5.6. Regularyzacja, przeuczenie i wczesne zatrzymanie

Sieci o duzej liczbie parametrow maja tendencje do nadmiernego dopasowywania sie
do zbioru treningowego (ang. overfitting), oddajacego réwniez szum pomiarowy zamiast

wlasdciwej zaleznosci funkcyjnej. Klasycznym przeciwdziataniem jest regularyzacja, czyli
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rozszerzenie funkcji kosztu o czton karzacy duze wartosci wag. Regularyzacja Lo (ridge,

znana réwniez jako ang. weight decay) [1], [47] dodaje sume kwadratéw wag:

Ly(8) = L(8) + X i W z : (4.24)

gdzie A > 0 jest hiperparametrem okreslajacym site regularyzacji. Czton (4.24) jest gladki
i rézniczkowalny, a jego pochodna zmniejsza kazda wage proporcjonalnie do jej wartosci,
ograniczajac rozrastanie sie parametréw. Regularyzacja L; (lasso) [1], [47] zastepuje sume

kwadratow wag sumg ich wartosci bezwzglednych:
D

Li(0) = L(9) + A Y- [w . (4.25)
d=1

W odréznieniu od (4.24), czton Ly nie jest rézniczkowalny w zerze, lecz dzieki temu wymusza
doktadne zerowanie cze$ci wag, prowadzac do rozwiazan rzadkich. Obie regularyzacje
wykorzystywane sa w niniejszej pracy w rozdziale 6. Dobér odpowiedniej wartosci A
stanowi tam jeden z etapéw strojenia algorytmu.

Odrebna technika, niewykorzystywana wprawdzie w niniejszej pracy, lecz powszechnie
stosowana w gtebokich sieciach, jest porzucanie neuronéw (ang. dropout) [48]. W kaz-
dej iteracji treningu losowo wybrang czes¢ neurondéw warstwy tymczasowo wytacza sie
z obliczen, ustawiajac ich wyjscia na zero, przez co sie¢ nie moze nadmiernie polega¢ na
pojedynczych jednostkach i uczy sie reprezentacji bardziej odpornych. Na etapie predykcji
wszystkie neurony pozostaja aktywne.

Diagnostyka jakosci treningu opiera si¢ na podziale dostepnych danych na trzy roztaczne
podzbiory [1]. Na zbiorze treningowym wyznacza si¢ parametry sieci. Zbiér walidacyjny
nie uczestniczy w aktualizacji wag, lecz stuzy do monitorowania przebiegu treningu
i doboru hiperparametréw. Zbiér testowy pozostaje natomiast catkowicie wytaczony
z procedury uczenia i wykorzystuje sie go wyltacznie do konicowej, jednorazowej oceny
zdolno$ci uogdlniania gotowego modelu.

Przeuczenie objawia sie rosnaca rozbiezno$cig wartosci funkeji kosztu pomiedzy zbiorem
treningowym a walidacyjnym: na zbiorze treningowym warto$¢ ta maleje, podczas gdy na
zbiorze walidacyjnym po pewnym czasie zaczyna rosna¢. Wezesne zatrzymanie (ang. early
stopping) [1] polega na monitorowaniu wartosci funkcji kosztu na zbiorze walidacyjnym

i przerwaniu treningu w chwili, gdy ta przez ustalong liczbe epok przestaje male¢. Poniewaz
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moment zatrzymania zalezy od zbioru walidacyjnego, ten ostatni wptywa na finalny model,
co jest kolejnym powodem, dla ktorego niezaleznej oceny dokonuje si¢ dopiero na odtozonym
zbiorze testowym. Sytuacja przeciwna, niedouczenie (ang. underfitting), w ktérej warto$é
funkcji kosztu na obu zbiorach pozostaje wysoka, wskazuje na zbyt prostg architekture

sieci lub niewystarczajaco dtugi trening.
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5. Sformutowanie zagadnienia brzegowego w ramach

mechaniki osrodkéw cigglych

W rozdziale tym przedstawiono podstawowe pojecia i rownania mechaniki o$rodkdw
ciggtych niezbedne do sformutowania zagadnienia brzegowego nieliniowej teorii sprezystosci.
Szczegdltowe oméwienie poruszanych zagadnien, wraz z ich sformalizowanym ujeciem
geometrycznym, zawieraja podreczniki z mechaniki oérodkéw ciagtych (MOC) [49]-[58]
oraz monografie poswiecone nieliniowej teorii sprezystosci i hipersprezystosci [59]—[72] oraz
obszerna literatura Zzrédtowa tam cytowana.

W celu sformutowania zagadnienia brzegowego mechaniki osrodkéw ciagtych przyjetym
modelem matematycznym jest przestrzen wioknista z wyrdzniong trojka elementow:

® przestrzenig wiazki, ktora jest trojwymiarowa przestrzeniag euklidesowa punktowa

okreslajaca potozenie ciala,

® przestrzenig bazowa, ktéra jest jednowymiarowa euklidesowa punktowa przestrzenig

czasu,

® okreslong surjekcja bedaca odwzorowaniem rzutowania przestrzeni wigzki na prze-

strzen bazowa [73].

5.1. Deformacja

Aby rozrézni¢ konfiguracje poczatkows By, odpowiadajacg ciatu nieodksztatconemu,
od konfiguracji aktualnej (ciata odksztatcalnego) B, stosuje sie materialny opis Lagrange’a
badZ przestrzenny opis Eulera [73]. Za konfiguracje odniesienia ciata nieodksztatconego
zwykle obiera sie konfiguracje poczatkowa By, ktorej przypisuje sie chwile t = 0. W ujeciu
Lagrange’a dla chwil ¢ > 0 polozenie czastki ciala wyznacza odwracalna wektorowa
funkcja ruchu x (X, t) [56], [57], [61], [65]-[68], zalezna od wektora potozenia tej czastki
w konfiguracji odniesienia X oraz od czasu t. Z kolei opis Eulera, w ktorym argument x
jest wektorem potozenia czastki w konfiguracji aktualnej, otrzymuje sie przy uzyciu funkcji

odwrotnej x~1(x,t). Prowadzi to do zwigzku:

x =x(X,t) =X +u(X,1), (5.1)
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przy czym u(X, t) stanowi pole wektorowe przemieszczen czastki ciata, co ilustruje rys. 5.1.
Ogdlnie biorac, kazdej z konfiguracji towarzyszy pewien krzywoliniowy uktad wspét-

konfiguracja
poczatkowa

konfiguracja
aktualna

Rysunek 5.1. Poczatkowa oraz aktualna konfiguracja odksztalcajacego sie ciala [71]

rzednych. Szczegdlnym przypadkiem sa uktady kartezjanskie o odmiennych reperach,
np. {Op, {E;}} w By oraz {O, {e;}} w B. Najprostsze podejscie polega za$ na przyjeciu
wspoélnego dla obu konfiguracji uktadu kartezjanskiego, np. {O, {e; }}, por. rys. 5.1 [68]-[70],
[74].

Dla odwzorowania x(X,t) wyznacza sie pochodng Frécheta, zwyczajowo okreslana

mianem ,, gradientu deformacji”:

ox(X,t)

F 0x ’ 0X

. (5.2)

Tensor F odwzorowuje sztywne obroty oraz wydtuzenia infinitezymalnych nitek material-

nych przy przejsciu miedzy obiema konfiguracjami [50], [64], [66], [67]:

dx = FdX. (5.3)

7 samej definicji tensora F' plynie wniosek, ze deformacje sktadajg sie multiplikatywnie:

F = FlFQFg, (54)

a operacja ta nie jest przemienna, czyli F1FoF3 # FoFF3.
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5.2. Tensory odksztalcen

Kwadraty dtugosci nitek materialnych odpowiednio w konfiguracji aktualnej oraz
poczatkowej wynosza:

di* = dx.dx, dL* = dX.dX, (5.5)

co, korzystajac z zaleznosci 5.3, mozna rozwina¢ do postaci:

di* = (FdX).(FdX) = (FdX)"(FdX) = dX"F'FdX, 56)
5.6
dL? = (F'dx).(F'dx) = (F'dx)" (F'dx) = dx"F "F'dx.

Pozwala to zinterpretowaé prawy C oraz lewy tensor Cauchy’ego—Greena B! [57],
[65], [66], [68], [73] w postaci:
C=F'F, ¢c=B'=F7'F'=FF" (5.7)

Objetos¢ nieskonczenie matego rownolegtoscianu zbudowanego na trzech wektorach,

zaréwno przed deformacja, jak i po niej, otrzymuje sie z ich iloczynu mieszanego:
dV = (dX1 X dXQ).ng, dv = (Xm X dXQ).ng. (58)

Biorac pod uwage, ze odwzorowanie nitek materialnych miedzy obiema konfiguracjami

realizuje tensor gradientu deformacji F [61], [65], [66], otrzymuje si¢:
dv = (FdX; x FdXs).FdXs = (det F) - [(dX; x dX,).dXs] = (det F)dV = JdV, (5.9)

przy czym wykorzystano ponizsze przeksztatcenia:

(FdX; x FdXy). FdX3 =€, [Fip(dX1)p][Fjq(dX2)g][Fir(dX3),]
=Ciin FipFiy Fir (dX1),(dX2), (dX3),
gk Liptjq k( 1)p Z)q( 3 (5.10)
=detF qur (Xm)p(dXZ)q(dXB)r

= (det F) - [(dX; x dX,).dXs]

oraz przyjeto, ze wyznacznik J, opisujacy zmiang¢ objetosci, przyjmuje wartosci dodatnie
(J > 0). Wynika stad, ze dopuszczalne deformacje tworza zbiér F € Lin™, w ktérym Lin™

oznacza przestrzen dodatnio okreslonych tensoréw drugiego rzedu (dim Lint = 9) [56],
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[57], [61], [68]. Infinitezymalny element powierzchni z wersorem normalnym, rozpatrywany

przed deformacja i po niej, wyraza sie jako:
dS=dSN, ds=dsn. (5.11)
Rozwazana wczesniej objetosé (5.8) zapisa¢ mozna obecnie w formie:
dV =dS.dX, dv=ds.dx. (5.12)
Po skorzystaniu z (5.3) uzyskuje sie:
ds.dx = JdS.dX = JdS.(F'dx), (5.13)
co po dalszych przeksztalceniach daje:
ds =nds = J(F')"NdS = (Cof F)NdS = (Cof F) dS. (5.14)
Osobliwy tensor F poddaje si¢ rozktadowi polarnemu [57], [65], [66]:
F =RU = VR, (5.15)

w ktérym R to ortogonalny tensor obrotu o jednostkowym wyznaczniku, natomiast U
oraz V stanowig odpowiednio prawy i lewy dodatnio okreslony tensor wydtuzen, dany

wzorami:

U=+C=VF'F, V=+vB=VFFT. (5.16)

Tensory C, U, B,V nalezg do Sym™, czyli przestrzeni symetrycznych dodatnio okreslonych
tensoréw drugiego rzedu (dim Sym™ = 6). Dla tensoréw U oraz V obowiazuja twierdzenia

spektralne:

K K

k=1 k=1
przy czym A\, oznaczaja dodatnie warto$ci wlasne, nazywane wydtuzeniami, zas Py i px sa

obréconymi wektorami wlasnymi odpowiednio w konfiguracji poczatkowej oraz aktualnej.
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Analogicznie mozna napisac:

K K
C=> NP, B=> \ps (5.18)
k=1 k=1

Gdy C, U, B iV redukuja sie do tensorow jednostkowych, gradient deformacji F repre-
zentuje wylacznie sztywny obrot, co oznacza, ze wymienione tensory charakteryzuja czysta
deformacje. Postugiwanie sie tensorami jednostkowymi do opisu stanu bez odksztatcen jest
jednak niewygodne, dlatego wprowadza sie takie miary odksztatcenia, dla ktorych brak
odksztatcen odpowiada tensorowi zerowemu.

Przykladem takich miar jest rodzina tensoréw odksztalcenia Setha [57], [66], [68]:

E™ = —(U" -1). (5.19)

1
n

W obrebie tej rodziny na uwage zastuguje tensor odksztatcen Lagrange’a, otrzymywany

dlan =2, tj. E® = E, gdyz:
ds®> — dS* = dXTF'FdX — dX"dX = dX*(C — 1)dX = dX"(2E)dX. (5.20)
Tensor Lagrange’a zapisuje si¢ w postaci:

E = ; (F'F -1) = ; (H+DTH+T) -1 =5 (H+H" + H'H), (5.21)

N | —

skad, po przyjeciu wspélnej konfiguracji (x = X), wynika jego liniowe przyblizenie

stosowane w TeMPO, czyli +(H + HT) [57], [65], [66], [68].

5.3. Gradient predkosci, tensor predkosci deformacji, tensor spinu

Na podstawie wektora potozenia czastki ciata mozna okresli¢ wektor predkosci i przy-

spieszenia:
XX, CovX,h) .
Gradient predkosci deformacji:
L = grad v(x,t) (5.23)
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przeksztaltca gradient deformacji F w jego pochodna materialng F:
F =LF. (5.24)

Rozktadajac go na czesé symetryczng i antysymetryczng, otrzymujemy odpowiednio tensor

predkosci deformacji D oraz tensor spinu W [57], [64], [67], [73]:

D:;(L+LT), W:;(L—LT). (5.25)

5.4. Tensory naprezenia i ro6wnania réwnowagi

Tensor naprezenia Cauchy’ego o (x,t), zdefiniowany w konfiguracji aktualnej, oraz
tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa I rodzaju S(X, ), odniesiony do konfiguracji poczatkowej,
powiazane sg zaleznoscia [60], [64], [66], [73]:

onds = SNdS. (5.26)
Prowadzi to do zaleznoSci:
S = JoF 1 = JoCof F = 7CofF, (5.27)

gdzie T = Jo oznacza tensor naprezenia Kirchhoffa.
Zasady zachowania pedu oraz momentu pedu, zapisane w konfiguracji aktualnej,

prowadza do lokalnych réwnan [51], [64], [67], [68]:
dive +f=px, o=0c". (5.28)
Ich odpowiednikiem w konfiguracji odniesienia sg [50], [64]:
DIVS +fy = pox, SFT =FS7, (5.29)

gdzie symbole f oraz f, reprezentuja sily objetosciowe w obu konfiguracjach. Drugie

z réwnan (5.29) pokazuje, ze tensor S pozostaje niesymetryczny, dlatego definiuje sie
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symetryczny tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa I rodzaju:
T=F"'S. (5.30)
W przypadku quasi-statycznym (X = 0) réwnanie (5.29) redukuje si¢ do postaci:
DIVS +f, = 0. (5.31)

Powyzsze réwnanie réwnowagi, wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi, stanowi

zagadnienie brzegowe rozwiazywane w dalszej czesci pracy metoda PINN.

konf. aktualna

o — Cauchy

konf. poczgtkowa (ref.) sita akt. / pow. akt.

= J-1SFT S=JoF T
o=J SF/ 7 c=Jr|t=Jo

S — Piola—Kirchhoff I 1 + — SFT { 7 — Kirchhoff
sita akt. / pow. ref. J S =71 Cof F L r=Jo

T::FFJTF—T////
/
T =FTF"

T=F!S|S=FT

T — Piola—Kirchhoff 11

sita ref. / pow. ref.

Rysunek 5.2. Relacje migdzy tensorami naprezenia w teorii duzych deformacji

W niniejszej pracy relacje konstytutywne beda formutowane w kategoriach niezmienni-
kow tensoréw Cauchy’ego—Greena, co prowadzi w sposéb naturalny do tensora napreze-
nia Pioli-Kirchhoffa drugiego rodzaju T, sprzezonego energetycznie z prawym tensorem Cau-
chy’ego-Greena C. Na potrzeby identyfikacji parametrow oraz weryfikacji modelu wyniki
przeliczane sg na tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa pierwszego rodzaju S, odpowiadajacy
naprezeniu inzynierskiemu. Tensor ten pojawia sie¢ w danych doswiadczalnych Treloara
[33] oraz w naprezeniowych warunkach brzegowych metody PINN (ang. Physics-Informed
Neural Networks) [2], [75].
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5.5. Ogélna postac relacji konstytutywnych hipersprezystosci

Laczne zastosowanie zasad zachowania pedu, momentu pedu, energii oraz masy —
odpowiednio w konfiguracji aktualnej i odniesienia — prowadzi do zwiazkéw [51], [64],
[67], [68], [73]:

pU=0-D =tr(eD), pU =8 F =tr(SFT), (5.32)

w ktorych U jest energia wewnetrzng ciata, a D — tensorem predkosci deformacji. Dodat-

kowo definiuje si¢ jednostkowsq energie sprezystosci W:

pU poW JW o S 57 C ¥ ) (5.33)

z ktorej, przy zatozeniu wystarczajacej regularnosci i rézniczkowalnosci funkeji JES,

wyprowadza sie relacje konstytutywne hipersprezystosci:

oW (E) _, IW(©)
OB |p_gr 9C |o_cr

(5.34)

S = Vs (F)

&2

Dla uproszczenia te sama litere W wykorzystano do oznaczenia funkcji réznigcych sie

argumentami oraz dziedzinami [68]-[70], [74], [76].

5.6. Relacje konstytutywne jako funkcje niezmiennikéw

W ogélnym ujeciu role argumentéw funkeji jednostkowej energii sprezystosci mate-
rialu izotropowego petni¢ moga trzy nieredukowalne, izotropowe niezmienniki tensoréw
wyznaczonych na podstawie C i B. Moga to by¢ na przyktad trzy dowolne niezmienniki
dowolnej miary deformacji badZ odksztalcenia (tacznie z ich wartosciami wlasnymi). Wybor
argumentéw funkcji JES nie jest jednoznaczny, jednak gdy funkcja zalezy od C i B, ze
wzgledu na interpretacje podstawowych niezmiennikéw korzystnie jest przyjaé [68]-[70],

(73], [74], [76]:

I; =trC =trB,

I = §[(trC)* = tr C*| = tr Cof C = §[(tr B)’ — tr B?| = tr Cof B, (5.35)

1
2

I; =detC =detB = J? > 0.
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Pierwszy niezmiennik [; jest zwigzany z suma kwadratow wydluzen gtéwnych (I; =
A2 + A3 + )\2) i opisuje érednig zmiane dtugodci nitek materialnych. Drugi niezmiennik I,
jest suma kwadratéw wydtuzen powierzchniowych (I = AA3+A3A3+A2)\?) i charakteryzuje
zmiane pél powierzchni elementéw materialnych. Trzeci niezmiennik /5 jest kwadratem
jakobianu J = det F (I3 = A2A\2)\2 = J?) i opisuje zmiane objetosci elementu materialnego.

Przyjmijmy, ze funkcja JES zalezy od wprowadzonych powyzej niezmiennikéw:

V)

Pochodne tych niezmiennikéw po tensorze C [51], [64], [67], [68]:

oL, 0L, o1,
se=L Fg=hLl-C

- — — 2
= . e =hI-nCtC (5.37)

Drugie z réwnan (5.34) prowadzi do zwiazku konstytutywnego zapisanego w konfiguracji

materialnej [55], [67], [77]:

oW )
TZQ%ZQ(MI—F%C‘F’Y&;C), (5.38)
gdzie:
Nn=art+ahh+azly, p=-—(tazh), 3 =as (5.39)

natomiast wspotczynniki o; stanowig pochodne funkeji JES:
o =——, 1=1,2,3. (5.40)

Wykorzystujac zwigzek o0 = J'FTFT wraz z twierdzeniem Cayleya-Hamiltona, dochodzi

sie do analogicznego zwiazku konstytutywnego w konfiguracji aktualnej [55], [67], [77]:
2 2
o= (h1+ 5B+ 5B, (5.41)

gdzie:
fr=asl3, [o=ar+taxly, f3=-ay J= \/73 (5.42)
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5.6.1. Rozklad objetosciowo-izochoryczny

Gradient deformacji F poddaje si¢ multiplikatywnemu rozktadowi na sktadowa objeto-

Sciowa oraz izochoryczna [67], [78]:
F=J7F, detF=1. (5.43)
Funkcje JES zapisuje sie wtedy nastepujaco:
W=U(L, I, J), (5.44)
przy czym niezmienniki deformacji izochorycznej [67], [78] przyjmuja postaé:
L=J7L, L=J*0L (5.45)

Definiuje sie izochoryczny lewy tensor Cauchy’ego-Greena B = J~2/3 B wraz z odpo-

wiadajacymi mu dewiatorami:

Bp=B-iL1 By =B'-!LIL (5.46)

W=

Zmiana zmiennych w (5.41) prowadzi do zwiazku konstytutywnego w konfiguracji aktualnej:

U 2<8U oU ) (5.47)

= —I+>|—=Bp—- =B}
=97 T\er, 7" o P

Przyjecie stanu naturalnego (E = 0) pociaga za soba warunek U(3,3,1) = 0 [68].

Dodatkowo definiuje sie izochoryczny prawy tensor Cauchy’ego-Greena C = J~%/3C

wraz z jego dewiatorami w konfiguracji materialnej:
DEVI=I-1LC"', DEVC=C-}(I}-2L)C™". (5.48)

Analogiczna zmiana zmiennych w (5.38) daje zwiazek konstytutywny w konfiguracji

materialnej:

oU ou - U oU _
T=JB3"_C '+ J2?DEV(2| = +1,=|1-2-2C]. 5.49
a7 - T ( (811 - 165) ol ) (549)
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Szczegblowe wyprowadzenia relacji (5.47) i (5.49) zamieszczono w zataczniku 1. Zesta-
wienie relacji konstytutywnych w zaleznosci od niezmiennikéw Iy, I5, I3 oraz niezmiennikow
izochorycznych I, I, J przedstawiono w zalaczniku 2.

5.6.2. Klasyfikacja materialow hipersprezystych

Dla funkcji JES o postaci (5.44) izotropowe materiaty hipersprezyste dzieli sie na [64],
[67]:

a) niescisliwe — funkcja JES nie zalezy od niezmiennika opisujacego zmiany objetosci:
W =wp(L, L), (5.50)

b) matoscisliwe — funkcja JES stanowi sume energii odksztalcenia postaciowego oraz
objetosciowego:

W =Wp (I, L) + Wy (J), (5.51)
¢) $cisliwe — pozbawione powyzszych ograniczen, jak np. (5.44).
5.6.3. Materialy niescisliwe
W materiatach niescisliwych obowiazuja wiezy:

J=detF=1 = detC=1 A detB =1, (5.52)

pozostajace w zgodzie z zasada obiektywnosci. Funkcja JES przestaje wtedy petni¢ role

potencjatu naprezen, dlatego za potencjal sprezysty przyjmuje sie funkcje Lagrange’a:
L(jla 1_27 J) :WD(I_h j?) _p(J_l)J (55?))

w ktorej p to mnoznik Lagrange’a utozsamiany ze srednim cisnieniem hydrostatycznym.
Jego wartos$¢ uzyskuje sie dopiero po rozwiazaniu konkretnego zagadnienia brzegowego [68].
Z funkcji (5.53) otrzymuje sie zwiazek konstytutywny materiatu niedcisliwego w konfiguracji

aktualnej:

2 (aWD g_ o B—1> . (5.54)

= I+ 222
S A NPy 2 oL,
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5.6.4. Podstawowe testy doswiadczalne materialéw niescisliwych

Potaczenie relacji konstytutywnej (5.54) z wiezami niedcisliwosci (5.52) prowadzi do
zwiazkow taczacych naprezenia nominalne z wydtuzeniami probki w trzech podstawowych
testach doswiadczalnych [33], [67], [73], [79]. Dla materiatéw niedcidliwych czyste $cinanie
odtwarza sie eksperymentalnie poprzez préobe rozciggania, w ktérej warunki brzegowe
odpowiadaja ptaskiemu stanowi odksztatcenia.

Wystepujace w tych testach naprezenie nominalne S;; odpowiada sktadowej pierwszego
(niesymetrycznego) tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa S = Jo F~T, ktéry figuruje
w réwnaniach réwnowagi formutowanych w konfiguracji odniesienia.

a) Jednoosiowe rozciaganie (\y = A3 = 5\1_1/2):

L=M+20\Y L=M\2+2), (5.55)

ow (M) o[- OWp  OW
Spp=——=2 =2(1 =A%) [\ =2 = 5.56
T 0N ( 1)<18]1 +612> (5.56)

. , . . . N
b) Dwuosiowe réwnomierne rozcigganie (A = Ao, A3 = A\{°):

L=2)N+)" L=2)\7+ ) (5.57)

OW(N) o\ [(OWp W
Sip=Sp=21—2"7 —9() — )" Dol 5.58
11 22 = 3 o ( 1 1 )( a1, T A o, (5.58)

¢) Czyste écinanie — realizowane jako jednoosiowe rozcigganie w PSO (Ay = 1, A3 = A\[1):

== A2 4, (5.59)
oW () N [OWy W

Sy = ——~ 2 —9o(N\ = A3 D D 5.60

BTN (A 1)<811+6IQ> (5.60)

Do réwnan (5.56), (5.58) i (5.60) wstawia sie relacje konstytutywna (5.54), uwzgled-
niajac jednoczesnie odpowiednie niezmienniki izochoryczne (5.55), (5.57) oraz (5.59). [67],

[79]

5.6.5. Aspekty implementacyjne w MES

W praktyce obliczeniowej komercyjne solvery MES (m.in. Abaqus [80], ANSY'S [81],

Mare [82]) stosuja postaé¢ maloscisliwag (5.51) lub niedcisliwa (5.50). Addytywny rozklad na
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Wp i Wy w wariancie matoécisliwym umozliwia osobne traktowanie czesci izochorycznej
i objetosciowej na poziomie elementu skonczonego, co jest konieczne do unikniecia blokowa-
nia objetosciowego (volumetric locking) [64], [83]. W wariancie niescisliwym czton Wy nie
wystepuje, a J = 1 jest wymuszany przez wprowadzenie ci$nienia hydrostatycznego jako
dodatkowej niewiadomej weztowej (mnoznika Lagrange’a), co wymaga uzycia elementéw
hybrydowych.

Warto zauwazy¢, ze addytywny rozktad na cze$¢ izochoryczng i objetosciowa jest fizycz-
nie uzasadniony wytacznie dla materiatéw matoscisliwych [67] (nearly incompressible [64])
— gdy k > u, zmiana ksztattu prawie nie wptywa na objetos¢ i odwrotnie, wiec oba
rodzaje odksztalcen mozna traktowac¢ niezaleznie. Dla materiatu o poréwnywalnych i p
ta niezaleznos¢ zanika — np. czyste $cinanie, ktére z definicji jest deformacja izochoryczna,
powodowaloby zauwazalng zmiang objetosci, co podwaza sensownosé¢ osobnego traktowania

obu czlonéw.

5.7. Ogdlna postac relacji konstytutywnych hipersprezystosci w zagadnieniach

plaskich

W wielu zastosowaniach inzynierskich tréjwymiarowy opis konstytutywny mozna
uproécic, sprowadzajac go do zagadnienia ptaskiego. Wyrdznia sie dwa zasadnicze przy-
padki: ptaski stan naprezenia (PSN), w ktérym jedna z gtéwnych wartodci naprezenia jest
réwna zeru, oraz plaski stan odksztatcenia (PSO), w ktérym zerowe jest odpowiadajace
odksztalcenie gtéwne [64], [66], [67]. W niniejszej pracy rozpatruje sie wytacznie plaski
stan naprezenia, ktory stanowi naturalne zatozenie zaréwno dla klasycznych testow kali-
bracyjnych na cienkich prébkach — jednoosiowego rozciagania, dwuosiowego rozciggania
czy czystego $cinania — jak i dla wspotcezesnych metod pomiarowych opartych na cyfrowe;j
korelacji obrazu (DIC, ang. Digital Image Correlation) [84]-[87], gdzie §ledzona jest
zazwyczaj deformacja elementow, w ktérych jeden wymiar jest znaczaco mniejszy od

pozostatych.

5.7.1. Plaski stan naprezenia

W PSN tensor naprezenia Cauchy’ego przyjmuje postac:

c=0+0nQ®n, (5.61)
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gdzie o jest ptaskim symetrycznym tensorem naprezenia, a n oznacza wektor wlasny stanu
naprezenia odpowiadajacy zerowemu naprezeniu gtownemu.
W zagadnieniach ptaskiego stanu naprezenia reprezentacja macierzowa tensora gra-

dientu deformacji przyjmuje postac:

Fll F12 0
F— |Fy Fpn 0, (5.62)
0 0 M

gdzie A3 jest wydtuzeniem w kierunku normalnym do ptaszczyzny deformacji. Wyznacznik

plaskiego gradientu deformacji F oznaczamy J = det F, wobec czego:
J=detF =J \s. (5.63)
Lewy tensor Cauchy’ego-Greena B = FFT przyjmuje postaé:
B=B+Xn®n B'=B'+)\’n®n, (5.64)
gdzie B = FFT. Izochoryczny lewy tensor Cauchy’ego-Greena definiujemy jako:
B=J?%B, B'=J/B. (5.65)
Dewiatorowe czesci tych tensoréw:
Bp=B- (trB™HL (5.66)

Podstawiajac (5.64) do (5.65) otrzymujemy sktadowa Bss oraz $lad tensora izochorycz-
nego:

By = J 723 /\37 trB=J23tB = J_2/3(tr]~3 + )\g) (5.67)

Stad z (5.66) sktadowa dewiatorowa w kierunku normalnym wynosi:

(Bp)ss = Bss — 3 trB=J 203 — LA (r B+ A3) = 1 J (203 — 00 B).  (5.68)
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Analogicznie dla tensora odwrotnego, podstawiajac (5.64) do (5.65):

By =) wBl=luB T = BB 47, (5.69)

(B3 )ss = B — Ltr B~ = J20 072 — LA (r B 4 072) = L2 (2052 — e BY).

(5.70)
Wprowadzajac nastepujace wspotezynniki:
_ QU - 20w - 2 OW
- Sty === —, 5.71
=5 T aan =g en (5.71)
relacje (5.47) zapisujemy w zwartej postaci:
O'ZB()I"‘BI BD+B—1 BBI (572)

Podstawiajac rozktady (5.64) oraz I = I+n®n do (5.72), rozdzielamy tensor naprezenia

na czes¢ plaska i sktadows normalna:
o=6+033nQ®n, (5.73)

gdzie:

& = BoLl+ 51 (Bp)y + 6.1 (BpY), (5.74)

jest ptaskim tensorem naprezenia, zas:
o33 = Po+ B (Bp)ss + 51 (Bp')ss. (5.75)

Dla cistosci, (Bp)| oraz (Bp')| oznaczaja bloki plaskie (2 x 2) dewiatoréw tréjwymiaro-

wych, tj.:

(Bp)y=J ¥ B—1(rB+ )1, (5.76)
(Bp') = J*[ B — 1 (trB™' + 232 1], (5.77)

co rozni je od dewiatoréw dwuwymiarowych tensora ptaskiego.
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Warunek PSN o33 = 0 z wykorzystaniem (5.68) i (5.70) daje réwnanie na A3:
Bo+ By T2 =0 B) + By 3 /P20 B =0, J=J)  (5.78)

Rozwiazywalnosé¢ analityczna tego rownania zalezy od przyjetej postaci funkcji JES.
Stosujac MES réwnanie (5.78) rozwiazuje sie iteracyjnie (np. metoda Newtona—Raphsona)
w kazdym punkcie catkowania Gaussa [88].

Po wyznaczeniu A3 (analitycznie lub numerycznie) buduje sie pelny tensor gradientu
deformacji z (5.62), co pozwala obliczy¢ wszystkie sktadowe naprezenia z relacji tréjwymia-
rowej (5.72). Mozna réwnowaznie postuzy¢ sie bezposrednio postacia ptaska (5.74) — oba
zapisy daja identyczny wynik, poniewaz o33 = 0 jest juz zagwarantowane przez dobor As.

Analogiczna réwnowaznos¢ mozna wykazaé dla tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa
[ rodzaju P = J o F~7T. Korzystajac (5.62), (5.63), ptaski tensor tego naprezenia mozemy
zapisac¢ jako:

S=XNJ&F T, (5.79)

Dla materiatu nieécisliwego (J = 1) zachodzi A3 = 1/.J, a warunek (5.78) jest spetniony
tozsamosciowo — role [, przejmuje mnoznik Lagrange’a (—p), eliminowany algebraicznie

z réwnania o33 = 0. Relacja konstytutywna przyjmuje wéwczas postaé [72]:

= = = - ~ ou ~ ou
o=—-pl+5B+5,B7 =2—, g =—2—, 5.80
p B B B oI, B oL, ( )
gdzie cisnienie wyznacza si¢ z warunku o33 = 0:
p:ﬁ_l )\3"‘571 )\52 :5_1 in-'-Bfl j2. (581)

Po podstawieniu (5.81) do (5.80) oraz wykorzystaniu rozktadéw B = B + J2n @ n,

B! =B~ + J%n ® n otrzymuje sie ptaskg relacje konstytutywna PSN [72]:

&= —(31 J2+ B, J2) I+ B+3.,B (5.82)
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Po przeksztalceniach, zastosowaniu twierdzenia Cayley’a—Hamiltona dla tensoréw

plaskich B! = —j‘Q(B -1 i), otrzymujemy [72]:

G = —(51 J2 4 /L(J2 - I])) I+ (Bl — B, J*2) B. (5.83)

Wykorzystanie wigzu niescisliwoéci A3 = (A \y) ! sprawia, ze w PSN funkcje energii

mozna uzalezni¢ wylacznie od dwéch wartosci whasnych [72]:
T (s he) = (0, o, A 1051 (5.84)

Gléwne naprezenia Pioli-Kirchhoffa I rodzaju przyjmuja wtedy postac:

T T

S =2 5= 5.85
Lo o (5:85)
Funkcja U(\1, A2) jest ponadto §ciéle wypukta wtedy, gdy macierz:
0?U 0?U
N on o
ON; 01 0Ny (5.56)

0*U 0*U
OMONs 0N

pozostaje dodatnio okreslona [72], [89]. Mniej restrykcyjnym warunkiem jest stabilno$é
w sensie Druckera — material niescisliwy uznaje si¢ za stabilny, jezeli ponizsza macierz

funkcyjna jest dodatnio okreslona [72], [90]:

e
A1@+A%ﬂ Mo U
o By, N1 O (5.87)
L, 0T 00 LT |
PO Tohe TP oN

5.7.2. Plaski stan odksztalcenia

W ptaskim stanie odksztatcenia (PSO) izochoryczny lewy tensor deformacji Cau-

chy’ego—Greena przyjmuje postac

B=B+n®n, (5.88)
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gdzie B jest ptaska (symetryczna) czeScia tensora, a n oznacza wektor normalny do
ptaszczyzny odksztalcenia, odpowiadajacy jednostkowemu wydtuzeniu w tym kierunku.
Dla materiatow niescisliwych w warunkach PSO trzecia izochoryczna warto$é¢ wtasna
wydhuzenia wynosi A3 = 1, a z warunku nieécigliwosci M A, = 1 wynika, ze oba izochoryczne

niezmienniki sg sobie réwne:
L=L=N+)\?+1. (5.89)

Funkcja energii odksztalcenia redukuje si¢ zatem do zaleznosci od jednej wartosci wtasne;j.
W niniejszej pracy przypadek PSO nie jest dalej rozwijany, poniewaz pomiary z cyfrowej

korelacji obrazu na cienkich probkach odpowiadaja warunkom PSN.

5.8. Wymagania dla modelowania relacji konstytutywnych stawiane przez

Mechanike Osrodkéw Cigglych

Celem modelowania konstytutywnego w teorii sprezystosci jest znalezienie zwigzku
pomiedzy odksztatceniem a wywolywanym przez nie naprezeniem w punkcie materialnym
przy spelnieniu szeregu wymagan stawianych potencjatowi sprezystemu i naprezeniom
[91]. W niniejszym rozdziale zostang oméwione te wymagania oraz przedstawione zostana

metody ich spehienia.
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S 0j; R
J = e
B*
%T l"u awx)—F $
v g Pt
5, = e B”
(a) (b) (c)
Spojnosé termodynamiczna Symetria naprezenia tensora Obiektywnosé JES
S_ ow Cauchy’ego W(QF) = W(F)
OF og=o" vQ e 0(3)
F
G— &
dx dx
T
F
e/~ o-[@
X dx
(d) (e) (f)
Symetria materialna Nieujemnosé energii Warunek wzrostu
W(FQT) = W(F) W(F) >0 objetosciowego

VQ e 0(3)

W(F) — oo gdy:
J—ooVJ—0"

F ij
F, S, >
ij o= -
F, cofF, detF
(8) (h) (i)
Warunek normalizacji energii ~ Warunek normalizacji naprezen Poliwypuktosé
W@ =0 S(I)=o0 W wypukle wzgl.

F, cof FidetF

Rysunek 5.3. Schematyczne przedstawienie typowych warunkéw dla potencjatu sprezystego
i naprezen [91]

5.8.1. Spd6jnosé termodynamiczna

Relacje konstytutywne hipersprezystosci musza by¢ spojne z zasadami termodynamiki.
W procesach izotermicznych i adiabatycznych energia wewnetrzna U jest réwna gestosci
energii swobodnej Helmholtza, a z catkowego bilansu energii mechanicznej oraz zasad

zachowania pedu, momentu pedu i masy otrzymuje si¢ nastepujace zaleznosci lokalne [67],
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[72]:
U = tr(oD), poU = tr(STF). (5.90)

Wprowadzajac pojecie jednostkowej energii sprezystosci (JES) W i stosujac lokalna

zasade zachowania masy py = pJ, zaleznosé (5.90) przyjmuje postaé:
oo .
W = jtr(aD) = tr(S'F). (5.91)

Z lokalnego sformulowania zasady zachowania energii mechanicznej (5.91), dla do-
statecznie regularnej funkcji JES materialu jednorodnego, wynika, ze funkcja W jest

potencjatem dla naprezen, tzn.:

sy = WE) 2%. (5.92)

[stnienie potencjatu (5.92) gwarantuje, ze na zamknietym cyklu deformacji dyssypacja

energii jest zerowa:

?{ tr(TE) dt = 0, (5.93)

co stanowi fundamentalna réznice miedzy hipersprezystodcia (sprezystoscia w sensie
Greena) a hyposprezystoscia, gdzie warunek (5.93) w ogdlnosci nie jest speliony [67],

72].

5.8.2. Symetria tensora naprezen Cauchy’ego

Tensor naprezen Cauchy’ego o jest symetryczny, co wynika bezposrednio z zasady
zachowania momentu pedu. Z zasad zachowania pedu i momentu pedu w konfiguracji

aktualnej otrzymuje si¢ nastepujace lokalne réwnania réwnowagi [66], [67]:

dive + f=p, oc=o", (5.94)

gdzie f oznacza sily objetosciowe, p — gestos¢ ciata w konfiguracji aktualnej, a @ —

przyspieszenie.
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5.8.3. Obiektywnosé funkcji JES i symetria materialna

Wymog obiektywnosci oraz izotropii materiatu narzuca na funkcje JES nastepujacy
warunek:

W(E) =W (QEQ"), vQ € 0(3), (5.95)

w ktérym tensory Q sg elementami grupy przeksztatcen Galileusza, obejmujacej obroty
i odbicia lustrzane O(3) w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Warunek ten jest row-
nowazny rozdzielnemu spetnieniu obiektywnosci W (F) = W (QF') oraz symetrii materialne;j
W (F) = W(FQT) [68]-[70], [73], [74]. Na mocy warunku 5.95 oraz twierdzenia o skalarnej
izotropowej funkcji tensorowej funkcja JES zalezy od trzech niezaleznych niezmiennikow

tensora E, np.:
W(E) = W(trE, 757“E27 trE3) = VV(NZ-); i=1,23. (5.96)

Podstawienie powyzszego do 5.34 prowadzi do zwiazku konstytutywnego hipersprezystosci
materiatu izotropowego w opisie materialnym [68]-[70], [74], [76].
5.8.4. Warunek wzrostu

Dodatkowo, rozwaza si¢ rézne obligatoryjne warunki, z ktorych najczesciej spotykanym

jest warunek wzrostu objetosciowego:

W(F) = oo w miarg jak (J — 07 VvV J— 00), (5.97)

co wynika z obserwacji, ze cialo materialne nie moze zosta¢ skompresowane do objeto-
Sci réwnej zero ani rozszerzone do nieskonczonej objetosci [64]. Szczegdlnie istotny jest
przypadek znacznej kompresji objeto$ciowej, poniewaz moze on wystepowaé¢ w szerokim

zakresie praktycznych zastosowan inzynierskich.

5.8.5. Warunek normalizacji i nieujemnosci funkcji jednostkowej energii

sprezystosci oraz warunek normalizacji naprezen

W niezdeformowanej konfiguracji, tj. F = I, powinny by¢ spelnione warunki normali-

zacji [64], [91]:
WE=I)=0 oraz S(F=I)=0 (5.98)
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dla obu: funkji jedostkowej energii sprezystosci i naprezen. Oprocz normalizacji, energia
swobodna powinna wzrasta¢ w kazdym przypadku, gdy pojawia sie deformacja. Zatem,
oprécz réwnania 5.98;, nieujemno$é energii odksztalcenia, tj. W(F) > 0 jest wyma-

gana.

5.9. Poliwypuktosé

5.9.1. Wypuklosé

Funkcje Scisle wypukie maja unikalne (globalne) minimum. Powstaje pytanie czy sa one
réwniez uzyteczne z fizycznego punktu widzenia? Aby przygotowaé odpowiedz, rozwazmy

dwuwymiarowy zbiér K. Zbiér ten jest wypukty, gdy
Ax;+ (1=N)xy € K, Vx1,x2 € K, X€[0;1]. (5.99)

W ujeciu geometrycznym definicja ta stwierdza, ze odcinek taczacy x; i xo zawiera si¢ w K.
W przypadku zbioru wypuktego jednowymiarowego lub dziewieciowymiarowego punkty

w (5.99) nalezy odpowiednio zastapi¢ skalarami oraz tensorami drugiego rzedu.

Ao, Ao,

(a) Zbiér wypukly (b) Zbiér niewypukly

Rysunek 5.4. Por6wnanie zbioru wypuklego i niewypuklego: (a) i (b)

W przypadku skalarnej wypuktej funkcji tensorowej, np. funkcji JES W w zaleznosci

od gradientu deformacji F, zdefiniowanego na dziewigciowymiarowym zbiorze wypuklym
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R3*3, zachodzi, por. rys. 5.5:

WOAF, + (1 = NFy) < AY(Fy) + (1-N¢(Fy) VF,Fy e R*3 X e€[0,1]. (5.100)

F1 F2

Rysunek 5.5. Wypuklosé funkeji W (F)

Jezeli funkcja W(F) jest rézniczkowalna, warunek wypuktosci przyjmuje postaé,

por. rys. 5.6:
W(F) + S(F)-AF < W(F + AF) VF,AF € R (5.101)

gdzie: S(F) = %—Vg,F = F,AF = F, — F;. Dla funkgji $cisle wypuktych w réwnaniu

(5.101) zachodzi znak “<” zamiast “<” przy F; # Fo i A € [0, 1].

b
W(F + AF) \

F F + AF

Rysunek 5.6. Wypuklo$é rézniczkowalnej funkeji W (F)
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Alternatywnie (warunek monotonicznosci) mozna zapisaé

>0, (wypuktosé)
(S(F3) — S(Fy)) - (Fy — Fy) VF,Fy € R¥. (5.102)

>0, (Scista wypuktosé)

Jezeli W jest dwukrotnie rézniczkowalna, réwnowazny warunek wypuktosci zapisujemy

jako

>0, (wypuklosc) W (F)

>0, (Scista wypuktosé)

(5.103)

co stanowi wymég dodatniej (pot)okreslonosei tensora stycznosci nominalnej A. Niemniej
jednak warunku wypuktosci nie mozna stosowac, poniewaz wtasnos¢ ta stoi w sprzecznosci
z najbardziej bezposrednimi wymaganiami fizycznymi (por. np.[61]).

Zbiér {F | det F > 0}, przy {F € R¥**} nie jest wypukty. Aby to zilustrowaé, rozwaza
sie prosty przyktad. Definiuje sie dwa gradienty odksztalcenia:

F, = diag(1,1,1),Fy = diag(—1,—1, 1), przy det F; = 1,det Fy = 1. (5.104)
Ich wypukta kombinacja liniowa dla A = % daje
F = F; + ; F, = diag(0,0, 1), det F = 0. (5.105)

Stad wprost wida¢, ze det F dla kombinacji wypuklej moze spasé¢ do zera, co przeczy
wypuktosci zbioru {F | det F > 0}.

Nieadekwatnos¢ zatozenia wypuktosci potencjatu sprezystego mozna zaobserwowad
w zachowaniu jednorodnej, izotropowej, matoscisliwej gumowej membrany [92]. Zatézmy

ponizsza posta¢ deformacji:

A 00
F=>10 X 0 (5.106)
0 0 1
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Rozwazajac funkcje jednostkowej energii sprezystosci jako:

. 1 “ 1 “
F)= F)= FY2P+ ——— =2 =M\ +—— -2 >1
W(F) =W (detF) [(det )+ (et B2 ] ()\1)\2 + Y3 ) , a>1,
(5.107)

otrzymujemy:

W (F)

=0, lim W(F) = +oo0, lim W(F) = +o0. (5.108)

det F=1 det F—0+ det F—+o00

Guma jest materiatem prawie niescisliwym, a w zwiazku z tym gromadzi duzo energii

A l
1z \
8
\\ (1,1)

B
k

(a) wykres warstwicowy (b) wykres tréjwymiarowy

.l;

> A4

@

Rysunek 5.7. Niewypukla funkcja JES wg propozycji z réwnania 5.107 przy o = 1

sprezystej, gdy iloczyn A\ \s znacznie odbiega od jedynki. Kontury przedstawiajace rowng
energia sa w ksztalcie banana (por. rys. 5.7). Sprawdzajac obie strony nieréwnosci (5.101)
podstawiamy wartosci jednostkowej energii sprezystosci (5.107) dla a = 1 w punktach (A),
(B) i (C) z rys. 5.7. Otrzymujemy wéwczas:

W(F¢) = (dlag (1575 L 1)) =10.44,
LW () + W(Fp)] = 3[W(diag (3, 4, 1])] + W (diag(4, 1, 1))] =0, (5.109)
W(Fc)=1044> L [W(Fa) + W(Fp)] =0,

co narusza warunek wypukloéci. Notabene w literaturze réwnanie (5.107) dla a = 1

powszechnie stosowane jest jako forma penalizacji objetosciowej [60].

91



Sformutowanie zagadnienia brzegowego w ramach mechaniki osrodkéw ciagtych

W literaturze podkresla sie, ze potaczenie zasad obiektywnosci JES i symetrii mate-
rialnej z wymogiem wypuktosci JES prowadzi do szeregu nieréwnosci ograniczajacych
mozliwe wartosci wtasne naprezen Kirchhoffa. Z jednej strony warunek niezmienniczosci
wzgledem obrotéw wymaga, aby energia nie zmieniata w zaleznosci od konfiguracji (5.95),
a z drugiej strony wypuktos¢ funkcji energii naktada restrykcje na liniowa aproksymacje
tej energii (5.101), co przektada sie na niemozno$¢ wystapienia pewnych stanéw $ciskania
w dwoch roznych kierunkach gtéwnych. W praktyce oznacza to, ze przy zatozeniu jedno-
czesnej wypuktosci i petnej obiektywnosci JES mozna uzyskaé fizycznie nieakceptowalne
zachowania materiatu, szczegdlnie w stanach czystego $ciskania.

Ponadto $cisle wypukte funkcje JES posiadaja co najwyzej jedno minimum, co w rezul-

tacie uniemozliwia wystapienie zjawiska utraty statecznosci.

5.9.2. Quasi-wypuktosé

Niemozliwe jest uwolnienie energii z jednorodnego ciata przez proces izotermiczny, o ile
cialo jest unieruchomione na brzegach [52]|. Dla materialéw hipersprezystych ten warunek

mozna zapisa¢ w postaci:
t . —
/ S FdVdt :/ W(F,t)dV —/ W(F, ty)dV > 0, (5.110)
to Y Bo Bg Bg

przy zalozeniu, ze w chwili poczatkowej ty zachodzi F = F na By, W (F,ty) = W (F) oraz
zachodza jednorodne warunki brzegowe typu Dirichleta x = F X na dB,.
Dla odpowiednio regularnego pola wektorowego v : v € C§° (§2) zadanego na zbiorze €2

o objetosci V' i gradientu deformacji przyjmujacego postac:
F=F+GRADv(X), F € Lin* (5.111)

po podstawieniu (5.111) do (5.110) ¥X € Q zachodzi warunek quasi-wypuktosci funkeji
JES [61], [71], [93], [94]:

‘1/ /Q W (F + GRADv(F)) dX > W(F). (5.112)

Warunek quasi-wypuktosci musi by¢ spetniony dla dowolnego pola wektorowego v, nie
jest wymaganiem lokalnym, a dotyczy ograniczonego zbioru punktéw €2, stad warunek ten

jest do$¢ skomplikowany do weryfikacji[95].
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5.9.3. Wypukloséé pierwszego rzedu

(Scisla) wypuktosé pierwszego rzedu ma te sama postac, co ogdlna definicja wypukto-

Sci (5.101) z ta rdéznica, ze:
F,=F, +a®b, VF, e¢R> VabecR®){0}. (5.113)

Wstawiajac (5.113) do (5.100) otrzymujemy po przeksztalceniach otrzymujemy warunek
(Scistej) wypuklosci pierwszego rzedu wzgledem a dla kazdego F i kazdego wektora b,

por. rys. 5.8:

W(F+Xa®b) (<)< W(F) + A\[W(FE+a@b)—W(F)], e[0:1] (5.114)

W (F+ra@h)

\

Fl F2

Rysunek 5.8. Wypuklosé rzedu pierwszego dwukrotnie rézniczkowalnej funkeji W (F)

Wstawiajac (5.113) do (5.101) otrzymujemy warunek wypuklosci pierwszego rzedu dla

funkcji W dwukrotnie rézniczkowalnej, por. rys. 5.9:

W(F)+ S(F)-(a®b) (<) < W(F +a@b). (5.115)
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|

i
W(F +a®b) \

W(F +a®b) \ S eed /S(F)~a®b

W (F) \

F

F F+a®b
F+la®b

Rysunek 5.9. Wypuklosé rzedu pierwszego rézniczkowalnej funkeji W (F)

Stad tensor S musi by¢ funkcja monotonicznie rosnaca wzgledem wszystkich przyrostow
rzedu pierwszego a ® b. Wreszcie, analogicznie do (5.103), definicje dla funkcji dwukrotnie

rézniczkowalnych W (F) zapisuje sie jako:

 OPW(F)

(a@b)-A(F)-(a@b) (>) 20, A(F) = =, (5.116)

ktora nazywa sie warunkiem Legendre’a-Hamarada. Jezeli w (5.116) wystepuje silna
nieréwnosé to funkcja W (F) spelnia warunek silnej eliptycznosci, ktéry jest niezbedny
do zdefiniowania dodatnio okreslonego tensora akustycznego, a tym samym dla istnienia
rzeczywistych predkosci fal sprezystych.

W praktyce pelne wykazanie poliwypuklosci analitycznie bywa trudne, dlatego stosuje
sie testy numeryczne sprawdzajace konieczne warunki wypuklosci [91], [96], [97]. Jedna,
z metod jest weryfikacja tzw. warunku rank-one convezity (wypuktosci 1-rzedowej), ktory
jest implikowany przez poliwypuktosé. Polega to na sprawdzeniu, czy dla dowolnych dwoch
stanéw deformacji Fy, Fy potaczonych deformacja rzedu 1 (tzn. Fo = F; + a ® b) energia

spetnia nieréwnos$é¢ wypuktosci:
W(aF;+ (1 —a)F,) < aW(F))+(1—a)W(Fy) Vacel0;1]. (5.117)

W praktyce zamiast dowolnych deformacji wybiera si¢ reprezentatywne Sciezki odksztal-
cenia, ktore najczesciej ujawniajg brak poliwypuktosci i W bada sie wzdtuz takich Sciezek.
Przyktadowo, testuje sie czyste Scinanie, proste Scinanie czy jednoosiowe lub dwuoosiowe

rozcigganie. W jednoparametrycznych deformacjach W jako funkcja parametru deformacji
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powinna by¢ wypukta (jej druga pochodna wzgledem tego parametru > 0). Jesli znajdzie si¢
kierunek, w ktérym W jest niewypuktla (tj. istnieje zakres parametru, gdzie druga pochodna

staje sie ujemna lub funkcja ma ksztalt wklesty), oznacza to naruszenie poliwypuktosci.

5.9.4. Poliwypuktosé

Szeroka klasa zagadnien brzegowych w teorii hipersprezystosci, sformutowanych w je-
zyku analizy funkcjonalnej, dla ktérej udowodniono twierdzenie o istnieniu rozwigzania,
opiera sie na poliwypuktych potencjatach sprezystosci [98]. Funkcja jednostkowa ES W (F)

jest poliwypukta, jezeli wypukta jest jej rozszerzona postaé, okreslona jako:

W (F) = W(F, Cof F, det F), (5.118)

gdzie dziedzina tej funkcji jest dziewietnastowymiarowy zbiér Lin x Lin x (0,00)
[99], [100]. Rozszerzenie dziedziny potencjatu sprezystosci jest niezbedne, poniewaz dla
funkeji W (-, F') tensor F' € Lint nalezy do niewypuklego zbioru Lin*. Z perspektywy
matematycznej teorii hipersprezystosci analiza poliwypuktosci funkcji JES materiatow
Scisliwych okazuje sie wygodniejsza w postaci (5.36) niz w przypadku funkcji JES (5.51)
lub (5.50) w dziedzinie niezmiennikéw deformacji izochorycznej [55], [57], [67]. Niezmienniki
deformacji izochorycznej (5.45) nie wykazuja wypukloéci wzgledem F € Lin oraz Cof F €
Lin.

W wielu przypadkach przedstawienie potencjatu sprezystosci wzgledem odpowiednich
funkcji F utatwia analize regularnosci potencjatu sprezystosci, zwtaszcza gdy jest on suma

trzech funkcji izotropowych zaleznych od jednej zmiennej:

W (F) = W(F, Cof F, det F) = W;(F) + Wa(Cof F) + W(det F) (5.119)

Przy badaniu poliwypuktosci funkcji W (F'), mozna bezposrednio wykorzystaé wyniki
teoretyczne analizy funkcji wypuktych jednej zmiennej. W pracy [89] dowiedziono, ze
funkcje W; sa wypukte wzgledem odpowiednich zmiennych F, Cof F oraz detF > 0,
co czyni W(F) funkcja poliwypukta. W praktyce teoretyczne modele hipersprezystosci
zazwyczaj ograniczaja sie do funkcji w formie 5.119. Przyktady najczesciej stosowanych

funkeji wypuktych podane sa w tab. 5.1, por. [54], [61], [89], [101].
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Tabela 5.1. Przyktadowe funkcje wypukle jednej zmiennej, Zrédlo: [71]

Funkcje wypukte wzgledem:
F Cof F detF=J >0

|F||%*, a>1 | Cof F||**, a>1 J* a>1V a<0
I9=(tr C)*=||F||**, a>1 Ig=(tr Cof C)*=| Cof F||?**, a>1 —InJ, J-nJ
tr CM, M=m&m, |ml|=1 trCof CM, M=m&m, |m|=1 e’ BER

tr C, azé tr Cof C?, aZ% (J-1)*, a>1

exp(S81;) exp(B1z) cJ?—d In J, ¢>0, d>0

W szczegolnosci izotropowe poliwypukte potencjaty hipersprezysto$ci mozna stosun-

kowo tatwo skonstruowaé¢ poprzez funkcje postaci:

W (I, I, I3) = Wi(I,) + Wa(L) + Ws(Is) (5.120)

gdzie I; to niezmienniki tensora odksztatcenia C lub U. W procesie konstruowania
takich funkcji bardzo pomocne jest twierdzenie Silhavy’ego, ktére umozliwia budowanie
funkcji poliwypuktej jako zlozenia funkcji wypuktej z niemalejacymi funkcjami wypuktymi
wzgledem F i Cof F oraz funkcji wypuktej wzgledem detF > 0 [54]. Twierdzenie to
wynika z klasycznych wynikéw analizy wypuktosci funkeji wielu zmiennych [89] oraz
definicji poliwypuktosci. Wymog, zeby funkcja byta niemalejaca wynika z faktu, ze ztozenie
niemalejacej funkcji wypuklej z funkcja wypukta jest funkcja wypukta [102].

Warunek przedstawienia funkcji JES przy pomocy sum trzech funkeji izotropowych
zaleznych od jednej zmiennej 5.119 jest wystarczajacy, ale nie jest konieczny, niektére
funkcje poliwypukte nie mogg by¢ zaprojektowane przy uzyciu rownania 5.36. Doktadniej
mowiac, na przyktad, gdy energia zawiera sktadniki liniowe wzgledem F, aby zapisaé
je przez te niezmienniki, trzeba zastosowaé pierwiastek kwadratowy, poniewaz tensor
Cauchy’ego—Greena prawego ma postaé C = FTF. Pierwiastek kwadratowy nie jest jednak
funkcja wypukta. Gdy stosujemy pierwiastek do funkcji wypuktlej, weale nie musi powstaé
funkcja wypukta [102]. Niemniej jednak, jesli stwierdzimy brak wypuktoéci wzgledem

zmiennych Iy, I, I3 to z pewnoscia dana funkcja nie spetnia warunku poliwypuktosci.
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Dlatego analizowanie wypuktosci wzgledem I, I5, I3 jest uzytecznym testem stabilnosci
modelu hipersprezystego.
Dla skalarnej funkcji f(F) wprowadza sie nastepujace implikacje [67]:

wypuktos¢ = poliwypuktos¢ = quasi-wypuktos¢ = wypukto$é¢ rzedu pierwszego .
(5.121)
W niniejszej pracy potencjaly sprezystosci badane beda dwutorowo:

1. weryfikowane bedzie spelnienie warunku rank-one convexity (wypuklosci wzgledem
kierunkéw rangi jeden), bedacego warunkiem koniecznym poliwypuktosci — sprawdze-
nie to wykonywane bedzie dla przypadku PSO na podstawie wykreséw warstwicowych
JES,

2. potencjal sprezystosci bedzie konstruowany w zaleznosci od niezmiennikéw tensora
deformacji, co pozwoli zapewnié¢ poliwypukto$é poprzez odpowiedni dobér funkeji

sktadowych (por. réw. (5.120)).

5.9.5. Podsumowanie

W pracy naprezenie bedzie formutowane jako gradient potencjatu jednostkowej energii
sprezystosci, ktore przewidywane bedzie przez modele uczenia maszynowego. Implikuje
to spetnienie warunku spéjnosci termodynamicznej por. rys. 5.3a. Ponadto poten-
cjal jednostkowej energii sprezystosci bedzie formutowany w dziedzinie niezmiennikéw
deformacji przez co automatycznie otrzymuje sie symetryczny tensor naprezenia
Cauchy’ego por. rys. 5.3b, a takie sformutowanie zapewnia réwniez spetnienie warunkow

obiektywnosci por. rys. 5.3c i symetrii materialnej por. rys. 5.3d.
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6. Okreslanie relacji konstytutywnych
hipersprezystosci metodami regresji i sieci

neuronowych

6.1. Wprowadzenie

Identyfikacja relacji konstytutywnych materialéw hipersprezystych — czyli wyznaczenie
funkcji jednostkowej energii sprezystosci W, ktorej pochodne definiujg odpowiedz napreze-
niowa materiatu — jest jednym z fundamentalnych zagadnien mechaniki eksperymentalnej
i obliczeniowej. Istnieje wiele przyktadow klasycznych modeli hipersprezystych, w tym
modele Neo-Hooke’a, Mooney’a-Rivlina, Yeoha, Demiraya i Ogdena, z ktérych wszystkie
wykorzystuja z géry okreslone wyrazenie analityczne dla funkcji JES. Wybér postaci
tych modeli jest wynikiem wieloletnich prac i badan [64], [66], ale ostatecznie to badacz
podejmuje decyzje o wyborze konkretnego typu modelu, zanim dopasuje jego parametry
do danych eksperymentalnych. Proces ten sprawdza si¢, gdy istnieje doglebne zrozumienie
zachowania rozpatrywanego materiatu i modeli funkcji JES, jednak i to nie gwarantuje
zadowalajacego dopasowania do posiadanych danych czy poprawnej ekstrapolacji i moze
prowadzi¢ zaréwno do nadmiernego uproszczenia (pominiecia istotnych cztonéw), jak
i do przeparametryzowania (wlaczenia cztonéw zbednych) funkeji JES. Problem ten staje
sie znacznie powazniejszy w przypadku nowych materiatow. Patrzac na mnogos$¢ dostepnych
modeli, wybor wtasciwej postaci W nie jest trywialny, a btedna decyzja na tym etapie nie
moze zosta¢ skorygowana przez samg procedure dopasowania parametréw. W niniejszej
pracy skupiono sie na materiatach izotropowych, dla ktorych funkcja W zalezy wytacznie
od niezmiennikéw tensoréw Cauchy’ego—Greena (Iy, I, I3).

Idea zastapienia analitycznych modeli konstytutywnych aproksymatorem uczonym
z danych siega poczatku lat 90. XX wieku. Pionierska praca jest artykul Ghaboussiego,
Garretta i Wu z 1991 roku [8], w ktérym zaproponowano uzycie sieci neuronowej typu
FFNN (feedforward neural network) do modelowania zaleznosci naprezenie-odksztalcenie
przy cyklicznym obciazeniu jednoosiowym i dwuosiowym w plaskim stanie naprezenia
(PSN) betonu na podstawie danych eksperymentalnych, bez narzucania konkretnej postaci
analitycznej. PéZniejsze prace tego zespotu — zwlaszcza Hashash i in. [11] — pokazaly, jak

wytrenowang sie¢ osadzi¢ w procedurze UMAT programu Abaqus. Analogiczny cel zostat

98
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osiagniety w [103], a kod dotaczony do publikacji umozliwia przekonwertowanie wytrenowa-
nych wag i obciazen w bibliotece PyTorch na ogélny kod FORTRAN [104]. Od tego czasu
zagadnienie modelowania konstytutywnego sieciami neuronowymi rozwija sie rownolegle
z postepem w uczeniu maszynowym: od sieci rekurencyjnych (RNN [105]) do opisu historii
obciazenia, przez architektury informowane fizyka (PINN [106]), az po wspdlczesne podej-
Scia oparte na operatorach neuronowych, tak wiec z duza dozg prawdopodobienstwa mozna
przewidywac¢ intensywny rozwoéj w modelowaniu konstytutywnym przy wykorzystaniu

uczenia maszynowego.

6.1.1. Liniowa regresja

Jedng z metod uczenia maszynowego jest liniowa regresja, ktorej popularno$é¢ w mo-
delowaniu konstytutywnym rowniez wzrosta w ostatniej dekadzie, cho¢ tak naprawde jej
nieliniowej wersji uzywamy od lat, np. stosujac funkcje NonlinearModelFit w pakiecie
Mathematica [107]. Obecne badania prowadzone sa nad regresja rzadka (ang. sparse
regression), ktéra pozwala zerowa¢ wspotezynniki przy niestotnych cztonach, co umozliwia
nie tylko wyznaczenie wspotczynnikéw znanych modeli konstytutywnych, ale takze wytonié
forme funkcji JES z zatozonej bazy funkcyjnej. Przyktadowo, w pracy [108] Flaschel, Kumar
i De Lorenzis zaproponowali algorytm EUCLID (Efficient Unsupervised Constitutive Law
Identification and Discovery), w ktérym funkcja JES jest aproksymowana jako superpozycja
zbioru funkeji bazowych, wykorzystujac regresje rzadka L, z progowaniem. Ponadto ich
zbiér danych treningowych stanowily dane przemieszczeniowe pochodzace z korelacji
cyfrowej obrazéw (DIC) oraz globalnej sity bez pomiaréw naprezen, stad notabene nazwa
unsupervised. Urrea-Quintero i in. rozszerzyli to podejscie, taczac algorytmy regresji

rzadkiej, takie jak LASSO, LARS oraz OMP, z kryteriami informacyjnymi AIC i BIC [109].

6.1.2. Sieci neuronowe

Rownolegle rozwinety sie podejscia oparte na sieciach neuronowych, w ktérych JES
jest parametryzowana warstwami sieci. Linka i in. [14] zaproponowali architekture CANN
(Constitutive Artificial Neural Networks), w ktérej kazdy neuron odpowiada jednej funkcji
bazowej (np. Softplus, potega) zaleznej od niezmiennikéw, co czyni architekture interpre-
towalng w sensie mechaniki. Linka i Kuhl [15], [110] rozszerzyli ten pomyst, proponujac

nowe rodziny CANN z automatycznym odkrywaniem modelu.
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Flaschel i in. [111] zaproponowali NN-EUCLID (Neural Network-based Efficient Unsu-
pervised Constitutive Law Identification and Discovery), ktory rozszerza podejscie EUCLID
o sie¢ neuronowa trenowang w uczeniu nienadzorowanym na danych z pol przemieszczen.

Z kolei Input Convex Neural Networks (ICNN) Amosa i in. [96] pozwalaja skonstruowaé
sie¢, ktoérej wyjscie jest wypukle wzgledem wejsé dzieki odpowiedniej konstrukeji archi-
tektury (nieujemne wagi, wypukle i niemalejace aktywacje). Klein i in. [97] oraz Linden
i in. [91] zaadaptowali ICNN do mechaniki cial hipersprezystych, stosujac je na zestawie
niezmiennikéw deformacji I, I, J.

W opinii autora niniejszej pracy mozliwym rozwiazaniem jest zastosowanie architektury
réwnolegtej PFNN (Parallel Feed-forward Neural Network), w ktorej niezalezne podsieci

przetwarzaja roézne zestawy wejsé, a ich wyjsécia bylyby sumowane:
W = Wiesn (1, Lo, J) + Wi(Ly) + Wa(L) + Ws(J). (6.1)

Pierwsza podsie¢ Wicnn jest siecig ICNN wypukta w niezmiennikach tacznie — co implikuje
poliwypuktosé, cho¢ jest warunkiem silniejszym — i odpowiada za modelowanie interakcji
miedzy niezmiennikami. Pozostate trzy podsieci W; sg jednoargumentowe: kazda musi
by¢ jedynie wypukla (i niemalejaca dla Iy, I5), por. réwnanie (5.120). Poniewaz suma
funkcji wypuktych jest wypukta, caly model (6.1) jest poliwypuktly. Jednoczesénie cztony
separowalne rozszerzaja przestrzen reprezentowalnych potencjatow poza klase ograniczong
przez tacznag wypuktosé.

Nalezy podkresli¢, ze kod Zrédtowy implementacji Kleina i in. [97] oraz Lindena
i in. [91] nie zostal udostepniony publicznie, co utrudnia niezalezna weryfikacje zakresu
restrykeyjnosci przyjetej architektury. W niniejszej pracy podejscie oparte na ICNN nie jest
stosowane, poniewaz sieci ICNN wymagaja nieliniowych funkcji aktywacji (np. Softplus),
ktére uniemozliwiaja bezposrednie odczytanie wag jako statych materiatowych.

Podsumowujac, cho¢ sieci neuronowe majg zdolnosé aproksymacji kazdej funkcji ciagte;
[4], [40], nie moga by¢ stosowane bezkrytycznie w modelowaniu konstytutywnym. Sieci
neuronowe zazwyczaj sktadaja si¢ z wielu warstw i dlatego sa okreslane mianem czarnych
skrzynek. Taka sie¢ moze bardzo doktadnie odtworzy¢ dane treningowe, natomiast nie
dostarczy zadnego wyjasnienia, dlaczego dany material zachowuje si¢ w okreslony sposéb,
a poza zakresem danych treningowych, w przypadku ich ekstrapolacji czy przy innych

stanach naprezenia jej przewidywania staja sie zawodne. Modele konstytutywne musza
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nie tylko dopasowywaé¢ krzywe do danych treningowych, ale tez spetnia¢ szereg wymagan
stawianych przez mechanike osrodkow ciaglych, opisanych w sekcji 5.8, pozostajac przy

tym interpretowalnymi i dobrze generalizujacymi.

6.1.3. Proponowane podejscia

Pierwsza czes¢ niniejszego rozdziatu — obejmujacego identyfikacje relacji konstytu-
tywnych metodami regresji liniowej przy uzyciu niezmiennikéw tensora deformacji —
powstawala w 2022 roku, jeszcze zanim sieci PINN (oméwione w rozdziale 7) staly sie
powszechnie stosowanym narzedziem do rozwigzywania zagadnien brzegowych mechaniki
osrodkow ciaglych. Przedstawione wowczas podejscie, cho¢ konceptualnie proste, nie daje
sie whudowa¢ w graf obliczeniowy sieci PINN — regresja opiera sie na symbolicznym réz-
niczkowaniu i operuje poza mechanizmem automatycznego rézniczkowania. Aby umozliwié
wspolng optymalizacje modelu konstytutywnego z rozwiazaniem zagadnienia brzegowego,
regresor zastgpiono siecig neuronows, ktoéra realizuje caty tancuch obliczen wewnatrz grafu

PyTorcha.

Deformation gradient F

y

Kinematics

C:FTF, BZFI]:T‘T — Il,IQ, I3

|
v v

[ W(Il,fg,fg) via B J t W(Il,IQ,I3) via C ]
Linear Neural Linear Neural
regression network regression network

| | | |
! !

Rysunek 6.1. Architektura modutu ACLE — od gradientu deformacji F przez kinematyke
i aproksymacje potencjatu JES do miar naprezen
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Punkt wyjscia stanowi gradient deformacji F, z ktorego wyznaczane sg tensory Cau-
chy’ego—Greena, a nastepnie ich niezmienniki Iy, I, I3. Niezmienniki te sa zmiennymi
wyrazen algebraicznych, ktére to stanowia warstwe wejsciowg do aproksymatora funkcji
JES, realizowanego regresja liniowa lub siecia neuronowa. Nastepnie naprezenia wyznaczane
sa poprzez rozniczkowanie funkcji JES wzgledem odpowiedniego tensora deformacji. W ni-
niejszym rozwigzaniu funkcja jednostkowej energii sprezystoéci zostata zdefiniowana w kon-
figuracji materialnej przez niezmienniki prawego tensora deformacji Cauchy’ego-Greena C,
a naprezeniem wyjsciowym jest drugi tensor Pioli-Kirchhoffa T (prawa galaz na rys. 6.1),
natomiast nic nie stoi na przeszkodzie, by zdefiniowaé ja przez tensor gradientu deformacji
F czy niezmienniki lewego tensora Cauchy’ego-Greena B. Nalezy jednak pamietaé, aby
w ostatnim kroku wykonaé¢ odpowiednie transformacje (por. rys. 5.2) pozwalajace uzyskaé
interesujacy nas tensor naprezenia.

W swojej najbardziej podstawowej postaci sie¢ neuronowa wykonujaca powyzsze zadanie
jest po prostu pojedyncza warstwa liniowa bez odchylenia (ang. bias). Jej struktura matema-
tyczna przypomina regresje liniows, w ktérej kazda waga sieci odpowiada wspotczynnikowi
mnozacemu kolejne wyrazenia bazowe. Najwigksza r6znicg miedzy tymi dwiema metodami
jest sposdb optymalizacji funkcji kosztu — regresja wykorzystuje metode najmniejszych
kwadratéw do rozwiazania uktadu rownan w jednym kroku, podczas gdy sie¢ wykorzystuje
iteracyjny algorytm propagacji wstecznej. Najwicksza korzyscig z zastosowania tego dru-
giego podejscia jest to, ze aproksymowany model konstytutywny z pelnym rézniczkowalnym
grafem obliczeniowym moze zosta¢ wpiety do szerszej architektury sieci neuronowej i opty-
malizowany wspélnie z pozostaltymi elementami w trakcie jednego przebiegu. Przyktadem
jego uzycia moze by¢ rozwiazanie problemu brzegowego teorii sprezystosci, w ktorym
poszukiwane bytyby réwniez parametry materiatowe.

Pierwotnym planem bylto zastapienie liniowe]j regresji taka jednowarstwowa siecia
neuronows, natomiast zostal on zastgpiony algorytmem z nieco glebsza architektura,
konstytutywnej sieci neuronowej (CANN) opracowanej przez Linke i in.[14], [15]. Teo-
retycznie juz plytka sie¢ neuronowa moze przybliza¢ dowolng funkcje ciagla [40], ale
w pracy [112] Montufar i in. udowodnili, ze potrzebuje do tego wigkszej liczby parametréw.
Decyzje popart przyktad zaprezentowany w 6.4.3, w ktérym zastosowano rozszerzenie

funkcji JES o model Demiraya [113], w ktérym wspotezynniki stojace przy wyrazeniach

102



Okreslanie relacji konstytutywnych hipersprezystosci metodami regresji i sieci neuronowych

z niezmiennikami deformacji izochorycznej zostaly wybrane arbitralnie, a nie w drodze
optymalizacji. W CANN natomiast wspomniany wspétczynnik moze by¢ jedna z wag sieci.

Kod i rozwigzania przedstawione ponizej sa wtasng, niezalezng adaptacja kodu dostar-
czonego do pracy [15], napisanego w TensorFlow [114]. Wlasna implementacja zostata
wykonana przy wykorzystaniu biblioteki PyTorch [42] i umozliwia integracje z dowolnymi
architekturami napisanymi w tym samym pakiecie, w tym z rozwigzaniami prezentowanymi

w rozdziale 8.

6.2. Zbiér danych Treloara

Zbioér danych z eksperymentéw Treloara [33] uzyty w tej pracy zostal opublikowany
na jednym z serwiséw przeznaczonych do tego celu [115]. W zbiorze mozna znalezé dane

pochodzace z testéow jednoosiowego i dwuosiowego rozciggania oraz czystego S$cinania

gumy.

6 Test Type Tabela 6.1. Prébka z przetasowanego zbioru da-
—— Unaxial Tensile nych r:[‘reloara

1 —#— Biaxial Tensile
| —&— Pure Shear

(6]

IN

Strain Stress Test
[} [MPa] Type

L=3[] L-3[]

511 [MPa]

N
1

7.054 4119 ut 4.807 2.454
1.121  0.163  ps 0.013 0.013

2965 0935 ps 1.302 1.302

Rysunek 6.2. Graficzne przedstawienie da- 4760  1.586 ut 2677 1.574
nych Treloara. Wykresy naprezen w zalezno-
sci od wydhuzenia dla: jednoosiowego rozcia- 1.306 0.331  ps 0.072 0.072
gania, dwuosiowego rozciggania, czystego
Scinania

Ar[-]

Tabela 6.1 przedstawia wydtuzenie, naprezenie Piola-Kirchhoffa II rodzaju, ktérych
interpretacja zostata pokazana w rozdziale 5, typ testu dla kazdego wiersza oraz niezmien-
niki deformacji, losowo przetasowanego z oryginalnego zestawu danych. Ponadto caty zbior
danych przedstawiono graficznie na rys. 6.2.

Modele konstytutywne sformutowano wytacznie przy uzyciu niezmiennikéw deformacji
I, I, ktére odpowiadaja kolejno za rozciaganie/$ciskanie oraz $cinanie materiatu [116].

Niezmienniki te okreslono zakladajac wiezy niescisliwosci I3 = det(C) = 1. Uzycie nie-
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zmiennikow pozwala wyrazi¢ potencjal hipersprezysty jako funkcje niemalejaca i wypukty
w niezmiennikach, co przy I3 = 1 implikuje poliwypuklo$¢ (por. rys. 5.3i). Ponadto
zapewnia to symetrie tensora naprezen (por. rys. 5.3b), obiektywnos$é (por. rys. 5.3c),
symetrie materialng (por. rys. 5.3d) oraz zgodnosé termodynamiczna (por. rys. 5.3a)[91].

Na rysunku 6.3 przedstawiono macierz korelacji Pearsona dla catego zbioru danych.
Wynika z niej, ze naprezenie silnie koreluje z pierwszym niezmiennikiem (r = 0.89)
i umiarkowanie stabo z drugim (r = 0.31), natomiast korelacja miedzy niezmiennikami

(r = 0.66) oznacza, ze Iy wnosi informacje czeSciowo niezalezna od 1.

Il.O

m
) -0.5
m
:\‘ -“ -0.0
a -—0.5
v 0.89 0.31 l
n

1 _10

I1-3 l2-3 Str;ess

Rysunek 6.3. Macierz korelacji Pearsona

Dane pierwotnie zostaty opublikowane w formie wykreséw. Po odczytaniu punktow
z wykresow mozna przeprowadzié¢ interpolacje kwadratowa dla kazdej deformacji, co
generuje rownomiernie rozmieszczone punkty na catym zakresie odksztatcen. To podejscie
wydaje si¢ praktyczne, gdy pracujemy z danymi dostepnymi wytacznie w formie graficznej.
Jezeli dodatkowo ujednolici sie liczbe punktow dla kazdego typu testu, zaden przypadek
deformacji nie dominuje nad pozostatymi, a kazdy test ma réwny wptyw na identyfikacje
parametrow. Oryginalnie odczytane punkty z wykreséw stanowia zbiér testowy i pozo-
staja niezalezne od przyjetej liczby punktow interpolacji, a ocena modelu odbywa sie na
rzeczywistych danych pomiarowych, a nie na punktach sztucznie wygenerowanych przez
interpolacje. Kwestia doboru liczby punktow interpolacji zostanie omoéwiona w dalszej

czesci pracy.

6.3. Wybdr rozwiniecia jednostkowej energii sprezystosci

W przypadku materiatéw hipersprezystych W = W(C) funkcje jednostkowej energii

sprezystosci, bazujaca na niezmiennikach, wygodnie jest rozwija¢ w ich potegi. W pracy
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przyjeto ogdlng postac:

. N k I m
Wl I, J)= Y Crum (I =3) (L=3) (J—1)", (6.2)
k-H+m=1
Przesuniecia niezmiennikéw tj. (I — 3), (I — 3), (J — 1) zapewniaja W = 0 w stanie
odniesienia (F = I). W dalszych etapach pracy funkcje (6.2) rozwinieto o cztony Demi-
raya [113]:

W(I, 1) = Z Br.o [exp(auwo (I1 —3)) — 1] + i klexplaor (12 —3)) — 1],  (6.3)
k=1 k=1
w taki sposdb, ze catkowita funkcja JES przyjmowata postac W+ W.

Przez odpowiedni dobdr wspétczynnikéw C 1 zamiane zmiennych niezmiennikéw
deformacji na niezmienniki deformacji izochorycznej [78], [83], [117] rozwinigcie (6.2)
pozwala uzyskaé¢ pea rozdzielnoéé na czesé izochorycezna Wi (Ih, I) i objetoéciowa Wy(J)
oraz zredukowac sie do wielu klasycznych form opisujacych zaréwno materialy niescisliwe
(J = 1) jak i malo $cisliwe. Jednym z przykladéw jest zmodyfikowana wielomianowa,

propozycja Rivlina [77], [118]:

N
W(l,L,J) = > Crio(li —3)* (L —3)" + ZC’OO% (J —1)%, (6.4)

k=1 k=1
W przypadku rozpatrywania materiatu w programie ABAQUS [80] nalezy przyjac:

1
Crio=Cl, Copor = Do (6.5)
k

gdzie parametry Dy okreslaja $cisliwosé materiatu (dla Dy — 0 otrzymujemy model
materiatu $cisliwego). W przypadku materiatu niescisliwego nalezy w danych do programu
ABAQUS podstawi¢ bliskie zeru parametry Dj. Poniewaz w niniejszej pracy zbiér danych
doswiadczalnych Treloara zostatl stworzony w oparciu o zwiazki niescisliwosci, w dalszych
czesciach bedzie stosowana skrdcona notacja Cy; zamiast Cy ;9. Nalezy zaznaczy¢, ze
szcezegblnymi przypadkami modelu wg propozycji (6.4) sa miedzy innymi nastepujace
modele materiatéw mato Scisliwych / niescidliwych:

Dodatkowym, istotnym argumentem przemawiajacym za przyjeciem wielomianowego

rozwiniecia (6.2) jest mozliwo$é tatwego skonstruowania poliwypuktego potencjatu ES (zob.
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Tabela 6.2. Wybrane modele ES jako szczegélne przypadki ogélnego rozwiniecia (6.2)

L.p. Model Postaé¢ funkcji ES niescisliwych [mato $cisliwych]
1 neo-Hooke [77] W = Cl OO(fl — 3) l(COQ 2<J — 1)2J
2 Yeoh [16] W = choo (I, — 3)* [Zcoozk )k]
k=1

3 Mooney-Rivlin [77] W = Cioo(I; —3) + Co10 (L2 —3) + Cooz(J —1)*

3 - _
Z Ck,O,O (Il — 3)k + CO,l,O ([2 — 3)

k=1

=i
I

4 Biderman [119]

podrozdziat 5.9.4, s. 95, szczegdlnie réwnanie (5.120)). Nasze rozwiniecie (6.2) funkeji ES

przyjetoby wowczas:

W(l, I, J) choo L -3 + Z(Jozo L -3 + ZOOOm J—1)™  (6.6)

k=1 =1 m=1

Warunek poliwypuktosci przektada si¢ bezposrednio na ograniczenia dla Cj , :

(i) Cro0 >0 k=1
(ii) Co10>0 1>1 (6.7)
(iii) Coom >0 m>1"

Warunki (6.7)(i)(ii) gwarantuja, ze wielomiany W (I1), Wa(I,) sa wypukle i niemalejace
dla Iy, Iy > 3 [54], [89], natomiast wymog (6.7)(iii) zapewnia wypuklo$¢ wzgledem det F >
0 [54]. "Wyraz liniowy (J — 1) decyduje wytacznie o ciSnieniu w konfiguracji poczatkowe;
i jesli zada si¢ stanu beznaprezeniowego, przyjmuje si¢ Co o1 = 0 [66], [120].

6.4. Implementacja modelu regresji z wykorzystaniem niezmiennikéw

deformacji

W niniejszym rozdziale oméwione zostanie, w jaki sposéb niezmienniki deformacji moga
by¢ przeksztatcane aby formutowaé, trenowad i zapisywaé¢ wagi modelu regresji liniowe;j.
W celu efektywnego i spéjnego przeksztatcania danych w procesie modelowania wykorzy-
stano moduty przeksztalcenia danych (transformers). Sa to estymatory udostepnione
w pakiecie scikit-learn [25] obstlugujace metody transform i/lub fit_transform. Aby

zbudowaé estymator ztozony, moduty te taczy si¢ z innymi modutami przeksztatcen lub

106



Okreslanie relacji konstytutywnych hipersprezystosci metodami regresji i sieci neuronowych

predyktorami (takimi jak klasyfikatory lub regresory). Do kreowania estymatoréw ztozo-
nych zastosowano potok danych (pipeline). Potok danych wymaga, aby wszystkie etapy
poza ostatnim realizowaly operacje przeksztatcen danych. Ostatni krok w potoku moze
pehié¢ role modutu przeksztatcen, klasyfikatora lub — tak jak w omawianym przypadku
— regresora. Dzieki takiemu podejsciu, polegajacemu na tancuchowym dopasowywaniu ko-
lejnych operacji przeksztatcen, mozliwe jest odwzorowanie dowolnie wyrazonych zaleznosci

naprezenie-wydtuzenie.

deformation_to_invariants design_matrix regression_model
TensorTolnvariantsTransformer DesignMatrixTransformer LinearRegression

Rysunek 6.4. Schemat blokowy omawianego potoku danych

Do potoku danych wprowadzono dwa niestandardowe moduty przeksztatcen danych:
TensorToInvariants Transformer i DesignMatrixTransformer, a nastepnie przeprowa-

dzono liniowg regresje za pomoca LinearRegression dostepng w pakiecie scikit-learn:

® TensorToInvariantsTransformer: modul przeksztatcen danych, ktory pobiera ten-
sory gradientu deformacji F, przeksztalca je w prawe tensory deformacji Cau-
chy’ego-Greena C, a nastepnie wyznacza niezmienniki deformacji I, I5 i J,

® DesignMatrixTransformer: modut przeksztalcen danych bedacy gtéwnym elemen-
tem tego algorytmu, ktérego celem jest utworzenie macierzy wielomianowych
cech naprezeniowych i obliczanie symbolicznych pochodnych funkcji jednostkowej
energii sprezystosci wzgledem niezmiennikow deformacji 11, I i J. Wykorzystuje
FeatureGenerator do tworzenia cech wielomianowych i eksponencjalnych o zadanym
stopniu oméwionych w 6.3, a nastepnie wykorzystuje biblioteke sympy [121] do oblicza-
nia pochodnych symbolicznych takich cech. Pochodne te sa przeksztalcane w funkcje
numeryczne, a nastepnie wykorzystywane do budowy macierzy cech naprezeniowych,
ktora jest uzywana w regresji liniowej,

® LinearRegression: regresja liniowa probuje znalezé zestaw wspétezynnikéw (para-
metréw modelu), ktére najlepiej opisuja zalezno$é liniowa pomiedzy cechami napre-
zeniowymi a zmienna docelowsg - tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa I rodzaju.
Parametry te sa szacowane metoda najmniejszych kwadratéw, minimalizujac sume
kwadratow réznic pomiedzy przewidywaniami modelu a rzeczywistymi warto$ciami

zmiennej docelowej.

Kod moduléw przeksztatcen danych dostepny jest w zataczniku 3.

107



Okreslanie relacji konstytutywnych hipersprezystosci metodami regresji i sieci neuronowych

Konstrukcja macierzy cech naprezeniowych przy uzyciu transformera

DesignMatrixTransformer

W zadaniach przedstawionych w niniejszym rozdziale kluczowym elementem jest
tworzenie macierzy cech naprezeniowych (design matriz), ktéra pozwoli na zastosowa-
nie odpowiednich metod estymacji parametréw w modelu materialowym. Macierz cech
naprezeniowych jest wejsciem do wszystkich modeli liniowej regresji opisanych w tym
rozdziale. Klasa ta korzysta z wielomianowych rozwinie¢ funkcji jednostkowej energii
sprezystosci w dziedzinie niezmiennikow deformacji oraz oblicza pochodne czastkowe tej
funkcji wzgledem nich.

Konstruktor tej klasy przyjmuje dwa kluczowe elementy:

® degree — stopien wyrazen algebraicznych, za pomoca ktérych generowana bedzie

funkcja jednostkowej energii sprezystosci,

® model_ fit — wariant obliczenn macierzy cech naprezeniowych. Dopuszczalnymi war-

tosciami sg:

— simplified — uproszczony model dopasowuje sie do pierwszej sktadowej tensora
naprezen S,

— full — w tym przypadku model dopasowuje sie do wszystkich sktadowych tensora
naprezenia S.

Metoda fit inicjuje konfiguracje generatora cech wielomianowych na podstawie danych
wejsciowych, wykorzystujac niezmienniki Iy, I, J przekazane w polu X['inv'].

Gléwnymi krokami tej metody sa:

1. tworzenie funkcji bazowych ¢, gdzie a = 1,. .., Neeen, W zaleznosci od wybranego
rozwiniecia wg podsekcji 6.3. Przyktadowy wydruk z klasy generujacej funkcje bazowe
(FeatureGenerator) zostal zamieszczony w zataczniku 4.

2. dla kazdego wyrazenia ¢, obliczenie pochodnych czastkowych wzgledem kolejnych

niezmiennikow:
0pq 0P, 0P,
oL, 0L, 0J

(6.8)

i przeksztatcanie ich w funkcje numeryczne.

Dzieki takiemu podejsciu podczas dalszego przetwarzania, w metodzie transform,
mozliwe jest szybkie obliczanie wartosci funkcji ¢, i ich pochodnych dla dowolnego

zestawu wartosci (I, I, J). Gléwnymi krokami metody transform sa:
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1. na podstawie wczesniej zdefiniowanych funkcji numerycznych, dla kazdego kroku

obciazenia n obliczane sa wartosci pochodnych:

(n) (n) (n)

pa 0 Dpa
S I (6.9)
ol ol aJ
2. konstrukcja macierzy cech naprezeniowych — na podstawie obliczonych wartosci

pochodnych metoda transform wyznacza tensor cech w mierze Pioli-Kirchhoffa II

rodzaju (por. zal. 2):

T — 5| [ 9%a
o ol
-1

gdzie I jest macierza jednostkowa 3 x 3, a (C(”)) oznacza macierz odwrotna do

(n) (n) ) J(n) a(pa (n)

~(n) 0%a (n
S

4+ 2
Lol

()
9%
ol

(C(”))_ll . (6.10)

C™ . Dane do$wiadczalne wyrazone sg w mierze Pioli-Kirchhoffa I rodzaju, tensor

ten jest nastepnie odwzorowywany na odpowiednig miare:
S — g (), (6.11)

Wiersze wynikowej macierzy cech naprezeniowych odpowiadaja kolejnym krokom
obciazenia n, a kolumny — tensorom T dla kolejnych funkcji bazowych ¢, ktére
w implementacji przyjmuja sptaszczong reprezentacje macierzows.
Uwaga: wzoér (6.10) zostal przedstawiony dla ogdlnego przypadku materiatu
Scisliwego i nalezy go dopasowac¢ do przyjeto modelu materiatowego zgodnie

7 zal. 2.

Uzycie transformera zwracajacego naprezeniowa macierz cech pozwala nam interpretowad
wspblezynniki stojace przy cechach jako parametry (wagi) funkcji jednostkowej energii
sprezystosci. Ponadto umozliwia zdefiniowanie funkcji jednostkowej energii sprezystosci za
pomoca dowolnych funkcji w dziedzinie niezmiennikéw deformacji. W celu rozjasnienia
dziatania DesignMatrixTransformer w zalaczniku 3 zamieszczono kod zrédtowy tej klasy,
a w zataczniku 5 przeprowadzono studium przypadku dla préby jednoosiowej i zatozenia

niescisliwosci materiatu opisanego na bazie wielomianéw co najwyzej stopnia drugiego.
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6.4.1. Liniowa regresja z uzyciem macierzy cech naprezeniowych dla modeli

zaimplementowanych w systemie ABAQUS

W niniejszej sekcji sprawdzono dziatanie przygotowanego potoku obliczeniowego (opi-
sanego w sekcji 6.4). W tym celu wyznaczono wspétezynniki wielomianéw funkeji JES dla
modeli dostepnych w pakiecie ABAQUS [80] (zob. tab. 6.2):

® Neo—Hooke,

® Yeoh,

® uogélnionego Mooneya—Rivlina (n = 2),

® Bidermana.

Parametry identyfikowano jednoczesnie na danych z jednoosiowego rozciggania, dwuosio-
wego rozciggania oraz czystego scinania. W niniejszym przykladzie przyjeto n, = 40
punktow interpolacji dla kazdego przypadku deformacji. Wyznaczone wartosci zestawiono
w tabeli 6.3, w ktérej poszczegdlnym konfiguracjom modeli przypisano oznaczenia wersji

zgodnie z konwencjg opisang w rozdziale 3.4.6.
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Tabela 6.3. Parametry modeli hipersprezystosci wyznaczone metoda regresji liniowej na danych
Treloara [33]. Dla poréwnania podano parametry modelu Yeoha wg Melly’ego [122]

Wersja Model Parametry [MPa]
v1.0.0.1 Neo—Hooke Cio = 0.2212
v1.0.0.2 Yeoh Cio = 0.1791

Coy = —1.000 x 1073

Cao = 3472 x 1077
v1.0.0.2-melly  Yeoh (Melly [122]) Cio = 0.1649

Coo = —9.556 x 1074

Cs9 = 3.376 x 107
v1.0.0.3 Mooney-Rivlin (n =2) 9 = 0.0972

Co1 = 0.0282

Cyo = 2.411 x 1073

Cy=-1316 x 1073

Coz = 6.050 x 107°
v1.0.0.4 Biderman Cho =0.1842

Co1 = 3.706 x 1073

Coo = —1.825 x 1073

C39 = 4.467 X 1075

Zaproponowane rozwigzanie zostato zweryfikowane na parametrach modelu Yeoha
wyznaczonego na podstawie testu jednoosiowego rozciagania przez Melly’ego w pracy [122].
Wspodlezynniki te nadpisano w wytrenowanym potoku obliczeniowym dla modelu Yeoha

i por6wnano krzywe naprezenie-wydtuzenie z [122] z tymi uzyskanymi przez algorytm.
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A Extrapolation A Extrapolation
- - True 47
8 == True
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Rysunek 6.5. Wykresy S1; wzgledem wydtuzenia Aj: poréwnanie modeli hipersprezystosci
wyznaczonych zaproponowanym algorytmem regresji liniowej na tle danych eksperymentalnych

Na rysunku 6.5 mozna zauwazy¢, ze model Neo-Hooke’a nie jest w stanie odtworzy¢
s-ksztaltnej krzywej naprezenie-wydtuzenie. Potwierdza to niska wartos¢ wspotczynnika
determinacji R? = 0.794. Wszystkie inne modele osiggaja znacznie lepsze dopasowanie
do danych. Wyniki znajduja sie w tabeli 6.4. Najlepszy wynik uzyskat model Bidermana
z R? = 0.997 oraz MSE = 0.008 [MPa?].

112



Okreslanie relacji konstytutywnych hipersprezystosci metodami regresji i sieci neuronowych

Tabela 6.4. Metryki testowe modeli hipersprezystych wyznaczonych metoda regresji liniowej —
uszeregowane od najlepszego do najgorszego

Wersja Model R2(test) MSE(test) [MPa]
v1.0.0.4 Biderman 0.997 0.008
v1.0.0.2 Yeoh 0.991 0.023
v1.0.0.2-melly  Yeoh (Melly) 0.987 0.034
v1.0.0.3 Mooney-Rivlin (n =2)  0.978 0.055
v1.0.0.1 Neo-Hooke 0.794 0.514

Wykres warstwicowy gestosci energii sprezystosci W(S\l, 5\2) w przestrzeni gtéwnych
wydtuzen pozwala na wizualng weryfikacje wypuktosci funkcji energii w przypadku PSO.
Prawidtowy ksztalt konturéw, zamkniete, wypukte poziomice monotonicznie rosnace wraz
z oddalaniem si¢ od stanu nieodksztatconego (A;, Ag) = (1, 1), jest warunkiem koniecznym
poliwyktosci. Na rysunkach 6.6a— 6.6d przedstawiono wykresy warstwicowe dla modelu
Mooney-Rivlina (n = 2, v1.0.0.3) oraz modelu Bidermana (v1.0.0.4) w dwéch zakresach

odksztalcen.
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Rysunek 6.6. Wykresy warstwicowe funkeji jednostkowej energii sprezystosci W (A1, A2) w przy-
padku deformacji izochorycznej dla modelu Mooney—Rivlina (n = 2, v1.0.0.3) oraz modelu
Bidermana (v1.0.0.4). Niebieskimi liniami zaznaczono krzywe odpowiadajace podstawowym
testom doswiadczalnym: jednoosiowemu rozcigganiu, dwuosiowemu rozcigganiu oraz czystemu
$cinaniu, a linig przerywana — przekatna A; = As.

W przypadku modelu Mooney-Rivlina (n = 2) wystepuja wyrazne naruszenia wypuklo-
sci. Kontury maja ksztatty wkleste i pojawiajg si¢ samoprzecigcia linii poziomicowych, co
szczegblnie mozna zaobserwowaé przy szerszym zakresie wydtuzen (rys. 6.6b). Zachowanie
to wynika z obecnosci cztonu (I — 3)(I, — 3) w funkcji energii. lloczyn dwéch wyrazen,

z ktoérych kazde osobno jest wypukte, nie musi by¢ wypukty w calej dziedzinie. To wskazuje
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na naruszenie warunku poliwypuktosci i dyskwalifikuje model z zastosowan wymagajacych
stabilnosci numerycznej przy duzych deformacjach. Pozostale rozwazane modele mialty
poprawny ksztalt konturéw, a jako przyktad poprawnego zachowania przedstawiono model

Bidermana (rys. 6.6¢-6.6d).

6.4.2. Regularyzacja i identyfikacja istotnych sktadnikéw JES

Dotychczas stopien wielomianu funkcji JES byl dobierany a priori na podstawie
przyjetej postaci modelu materiatowego. Takie podejécie wymaga od nas wcze$niejszego
zatozenia, ktére czlony funkcji JES sa rzeczywiscie fizycznie istotne. Inng mozliwoscia jest
przyjecie wielomianu o dos¢ duzym stopniu n i postawi¢ zadanie wyzerowania nieistotnych
wspoOtezynnikow. Innymi stowy zamiast podejmowaé decyzje, jakiego stopnia wielomian
wybraé¢, mozemy odpowiedzie¢ na pytanie ,ktore czlony wielomianu o stopniu n sg
rzeczywiscie potrzebne?”

W tym celu nalezy doda¢ do algorytmu zwyklej regresji liniowej czton regularyzujacy,
tzn. penalizujacy algorytm za przyjecie nadmiernej liczby parametréw. W uczeniu ma-
szynowym regularyzacje stosuje sie przede wszystkim w celu zapobiegania przeuczeniu
(ang. overfitting). Model o zbyt duzej liczbie parametréw dopasowuje sie zbyt mocno
do szumu w danych treningowych i traci zdolnos¢ generalizacji. Dwoma powszechnie

uzywanymi metodami regularyzacji sa regresja grzbietowa (ang. Ridge, kara Ls):
2 2
Lo(w) = |ly = X, + ol (6.12)
oraz regresja Lasso (ang. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator, kara Ly):
L ! X’ 6.13
() = 5y = X, + ol (6.13)

gdzie a > 0 jest parametrem regularyzacji kontrolujacym site kary. Wzory (6.12)—(6.13)
zostaly przytoczone zgodnie z konwencja przyjeta w dokumentacji biblioteki scikit-learn.
Czynnik i przy cztonie kwadratowym w réwnaniu (6.13) upraszcza zapis pochodnej
uzywanej wewnetrznie przez Lasso. Ponadto uniezaleznia optymalng warto$é¢ « od liczby
punktow pomiarowych n,. Poréwnujac wartosci @ w dwoch metodach, nalezy mie¢ na

uwadze, ze regresja grzbietowa tego czynnika nie zawiera.
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Obie metody zmniejszajg wartosci mato istotnych wspétczynnikéw, ale tylko kara L4
przy wystarczajaco duzym « zeruje malo istotne wspoétczynniki. Ta cecha decyduje przy
wyborze regularyzacji Lasso w niniejszej pracy—algorytm sam wskazuje, ktore cztony przy
(I} — 3)!(I, — 3)’ sg niezbedne do zamodelowania relacji konstytutywnej, a ktére moga
zosta¢ pominiete.

Kara L; nakladana jest jednakowo na wszystkie wagi Cjji, wiec jej relatywny wplyw
zalezy od skali kolumn macierzy X. Zauwazmy, ze norma w macierzy naprezeniowej
cech kolumny (I; — 3)? jest kilka rzedéw wielkogci wigksza niz norma kolumny (I; — 3)*
(jest proporcjonalna do i-tej potegi warto$ci niezmiennika, wiec rosnie wyktadniczo wraz
ze zwiekszaniem stopnia wielomianu). W celu zobrazowania problemu przyjrzyjmy sie
wzorowi (6.13) i zatézmy, ze norma kolumny (I; — 3)° jest 10° razy wieksza od normy
kolumny (I; — 3)'. W takim przypadku 10° mniejsza waga przy wyzszej potedze 9 daje
doktadnie tak samo duzy wktad w dopasowanie jak waga przy potedze 1. Lasso dazy do
utrzymania jakosci dopasowania przy niskich wagach wspétczynnikow, ktore dajg niski
koszt regularyzacji, co przy tak postawionym zadaniu eliminowatoby wagi przy niskich
potegach wyrazen z niezmiennikami, ktére sg fizycznie najistotniejsze.

Rozwiazaniem jest standaryzacja kolumn macierzy naprezeniowej cech przed wykona-
niem optymalizacji parametrow algorytmem Lasso. Zastosowano StandardScaler(with
_mean=False), ktory dzieli kazda kolumne przez jej odchylenie standardowe wyznaczone

na zbiorze treningowym:

~ X; . 1 &
Xik = —, Ok = | — ZXEIC (6-14>
Tk Mp =1

Parametr with_mean=False jest konieczny, gdyz odjecie $redniej naruszytoby warunek
W =0 oraz S = 0 w stanie nieodksztatconym. Po treningu wspotczynniki do pierwotne;j
skali odtwarza si¢ przez C,j;, = éijk /6. Wektora naprezen y nie skaluje sie, gdyz
uzyskiwane wyniki sa zadowalajace bez tego zabiegu, a rezygnacja z niego upraszcza
odtworzenie Cjjp.

Regresja Lasso ze standaryzacja zostata wstawiona do potoku obliczeniowego i zostala

przetestowana na nastepujacym wielomianie:

WL, L) = Y Croo (i —3)" + > Couo (I —3)" (6.15)

k=1 =1
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Przeprowadzono trzy eksperymenty réznigce sie sposobem doboru parametru regularyzacji
o

® v1.0.1.1 — o = 1072, dobrany recznie,

® v1.0.1.2 — o = 107!, dobrany recznie,

® v1.0.1.3 — o dobrany automatycznie metoda pieciokrotnej walidacji krzyzowej

(LassoCV, siatka 100 wartosci). Wybrana warto$é: o = 3.41 x 1073,

Otrzymano nastepujace rezultaty:

Tabela 6.5. Parametry modeli hipersprezystosci wyznaczone metoda regresji Lasso na danych
Treloara [33]

Wersja Model Parametry [MPa]

v1.0.1.1 Lasso (o =1072) Co = 0.1621
Cop = 3.437 x 1073
Csp = 3.487 x 1077
Cyo =2.975 x 1077
Coo = 5.212 x 10717 1
v1.0.1.2 Lasso (. =10"1) Cio = 0.1686
Coy = 1.229 x 103
Cao = 1.847 x 106
Cyo = 2.574 x 1077
v1.0.1.3 LassoCV (a =3.41 x 1073) (o = 0.1598
Cop = 4.296 x 1073
Cos = —2.901 x 1079 1
O30 = 9.969 x 1077
Cyo = 2.965 x 1077

Cyo = 5.194 x 10717 1
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Symbolem T oznaczono wspétczynniki pojawiajace sic wzgledem wersji modelu v1.0.1.2
z najwicksza sila regularyzacji. Ponizej przedstawiono krzywe naprezenie-wydtuzenie,
ktore zestawiono z danymi eksperymentalnymi i najlepszym modelem liniowej regresji

z funkcja JES Bidermana.

N Extrapolation 3.5 Extrapolation
== True - = True
10 —— Biderman - Biderman
v1.0.1.1 3.01 v1.0.1.1
— v1.0.1.2 — v1.0.1.2
— v1.0.1.3 — v1.0.1.3
87 2.5
T 6l _ 2.0
= N
— E
s o 1.54
4 0 ,,/
1.0 1 %
-
’/
2 =
0.51 2%
Y/
0 T T T —> 0.0 T T T >
2 4 6 8 2 3 4
Al Al
(a) Jednoosiowe rozcigganie (b) Dwuosiowe rozciaganie
N Extrapolation
201 == e
—— Biderman
v1.0.1.1
— v1.0.1.2
15] — vio13
©
% 1.0 1 4
w
0.5 1
0.0 T T T —>
2 3 4 5
Al-]

(c) Czyste $cinanie

Rysunek 6.7. Wykresy S11 wzgledem wydtuzenia Ai: poréwnanie modeli uzyskanych regresja
Lasso z danymi eksperymentalnymi Treloara [33] oraz modelem Bidermana wyznaczonym regresja
liniowa (v1.0.0.4)

Na rysunku 6.7 mozna zauwazy¢, ze wszystkie trzy wersje modelu Lasso dobrze odwzoro-

wuja dane eksperymentalne w zmierzonym zakresie wydtuzen. Ponadto mate wspotczynniki
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przy wysokich potegach niezmiennikéw, ktére mogty by¢ mylnie zinterpretowane jako
artefakty numeryczne wydaja si¢ nie bez znaczenia fizycznego. Nachylenie przewidywanych
krzywych na granicy zakresu danych Treloara sugeruja, ze poprawiajg one zachowanie
modelu w ekstrapolacji.

Dla kompletnosci zestawu wynikéw w tabeli 6.6 zestawiono metryki wersji modeli
wyznaczonych metoda regresji Lasso, a na rysunku 6.8 przedstawiono wykresy warstwicowe
funkcji jednostkowej energii sprezystosci dla modelu v1.0.1.3, ktérych przebiegi wygladaja

poprawnie.

Tabela 6.6. Metryki testowe modeli hipersprezystych wyznaczonych metoda regresji Lasso
w poréwnaniu z modelem Bidermana — uszeregowane od najlepszego do najgorszego

Wersja Model R2(test) MSE(test) [MPa]
v1.0.1.3 LassoCV (o =3.41x1073)  0.998 0.004
v1.0.1.1 Lasso (o = 107?) 0.998 0.004
v1.0.0.4 Biderman 0.997 0.008
v1.0.1.2 Lasso (o =107") 0.986 0.035

W [MPa]

7.59¢+14

(a) Maly zakres deformacj (b) Duzy zakres deformacji

Rysunek 6.8. Wykresy warstwicowe funkeji jednostkowej energii sprezystosci W (A1, A2) w przy-
padku deformacji izochorycznej dla modelu LassoCV (v1.0.1.3). Niebieskimi liniami zaznaczono
krzywe odpowiadajace podstawowym testom do$wiadczalnym: jednoosiowemu rozciaganiu, dwu-
osiowemu rozcigganiu oraz czystemu $cinaniu, a linia przerywang — przekatng A\; = Ag.
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6.4.3. Rozszerzenie bazy funkcyjnej

Jak dotad baza funkcyjna obejmowata jedynie wyrazenia (I, — 3)*(I, — 3)7 inspiro-
wane klasycznym wielomianem Rivlina—Saundersa. Takie zatozenie bazy stanowi pro-
blem, gdyz jak pokazano w sekcji 6.4.1 (warstwice modelu Mooney—Rivlina (n = 2))
tak zdefiniowana baza nie gwarantuje spetnienia warunku poliwypuktosci funkcji energii
sprezystosci. Hartmann i Neff [120] oraz Jemioto [71], udowodnili, ze klasyczne czlony
mieszane (I} — 3)'(ly — 3)7 z 4,7 > 1 nie sa poliwypukle. W rzeczywistosci nie sa nawet
funkcjami wypuktymi I rzedu. Co wiecej, cztony (I, — 3)7 po multiplikatywnym rozkta-
dzie objeto$ciowo-izochorycznym tensora gradientu deformacji rowniez nie zapewniajg
poliwypuktosci funkcji JES ze wzgledu na niewtasciwy dobor wyktadnikow.

W tej sekcji postanowiono rozszerzy¢ baze funkcyjna o szczegdlny przypadek poliwypu-
ktych cztonéw zaproponowanych przez Demiraya [113] (por. 5.1), poprawiajac jednoczesnie
wykladniki stojace przy drugim niezmienniku deformacji izochorycznej [71]. Podsumowujac,

cztony czesci izochorycznej obejma;:

(L) :Czo(_1—3)i, i=1,...,N, (6.16)
P (1) = Coi (B2 - 3v3), i=1,...,N, (6.17)
5 (1) = Bro [exp(ano (I = 3)) — 1], k=1,.. K, (6.18)
AP (L) = Bow [exp (oo (B —3v3)) — 1], k=1,... K (6.19)

Elementy gogk) i gogtk) sg poliwypuklymi uogdlnieniami modelu Demiraya [113]. Zastoso-

wano je do obydwu niezmiennikéw izochorycznych. Zamiast recznie ustawia¢ parametry

(1)
k

skalowania «; 7 i Oz,(f) oblicza sie je automatycznie na podstawie danych treningowych. Dla

kazdego niezmiennika okresla si¢ najpierw maksymalny zakres argumentéw wyktadniczych:

Ap=_max (L -3), Ap=_max (*-3V3). (6.20)

training data training data

Gdy juz mamy te wartosci, ustalamy podstawowe wspotczynniki skalowania w nastepujacy

Sposob:

Amax Amax
10 = A s Qo1 — A . (621)
10 01

Tutaj amay jest z gory zdefiniowanym hiperparametrem, ktéry reprezentuje najwyzsza

wartos¢ argumentu wyktadnika w naszym zbiorze szkoleniowym. Ustalono a.x na 5, co

120



Okreslanie relacji konstytutywnych hipersprezystosci metodami regresji i sieci neuronowych

odpowiada wartoséci okoto 148 przy uzyciu funkcji wyktadniczej. Nalezy zauwazy¢, ze bez
zabiegu skalowania wyrazenia wyktadnicze gogk) i goflk) staja si¢ niestabilne numerycznie. Dla
przyktadu, w probie dwuosiowej (BT), gdzie A\; = Ay = A, drugi niezmiennik izochoryczny
jest definiowany jako I, = 2XA~2 + A\, ktéry roénie wraz z A*. W ostatnim punkcie
pomiarowym dla Treloara, gdy A & 4, I, przyjmuje warto$é okoto 256. Jeéli podniesiemy
te wartosé¢ do potegi 3/2 otrzymamy warto$¢ powyzej 4000, ktéra jako argument funkeji
exp przekroczy maksymalny zakres formatu zmiennoprzecinkowego o ponad tysiac rzedow
wielkoscil

W przypadkach, gdy k jest wicksze od 1, zastosowano liniowo malejace wspotczynniki:

akoz%u Oéok:%, ]{]:1,...,[(, (622>

generujac K cech o stopniowo stabnacej nieliniowosci wyktadniczej. Ponadto wprowadzono
warunek nieujemnosci wszystkich wspétczynnikéw poprzez ograniczenie positive=True
w regresji LASSO w pakiecie scikit-learn.

Baze¢ dodatkowo tatwo mozna rozszerzaé¢ o poliwypukte cztony objetosciowe takie jak
—InJ, J—InJ, J2—2InJ+4(In J)? czy (J? + J~% —2)* (por. 5.1 i [120]). W niniejszej
pracy ze wzgledu na niescisliwy charakter danych Treloara ten etap zostatl pominiety.

Model osiggnal metryki testowe R? = 0.998 i MSE = 0.006 MPa?, poréwnywalne

z najlepszymi z poprzedniej sekcji. Jego parametry zestawiono w tabeli 6.7.

Tabela 6.7. Parametry modelu z wyrazeniami Demiraya [113] wyznaczone metoda LassoCV na
danych Treloara [33] dla K =31 N =9

Wersja Model Parametry

v1.0.2.1 z wyrazeniami Demiraya (79 = 0.1649
Clo = 3.365 x 1077
Cyo =1.793 x 1077
Cop = 1.307 x 10~*
Bro = 8.938 x 1073, ayg = 9.074 x 1072

Rysunek 6.9 pokazuje jak poszczegélne cztony funkcji JES wplywaja na napreze-

nie Pioli-Kirchhoffa II rodzaju dla czterech wersji modeli i trzech typéw deformac;ji.
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Rysunek 6.9. Wkiad poszczegdlnych czltonéw funkcji JES do natezenia Sy1(A1) dla czterech
wariantow modelu
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W kazdym przypadku liniowy czton Cyo(I; — 3) ma najwickszy wptyw na odpowiedz
materiatu, szczegdlnie w zakresie matych odksztatcen. Wszystkie pozostate cztony stanowig
poprawki, ktore maja coraz wiekszy wpltyw przy rosnacych wydtuzeniach.

Ujemny wktad (granatowy obszar na wykresie dwuosiowego rozciagania) pochodzacy
z wyrazenia —2.9 x 1079(I; — 3)3, w wersji v1.0.1.3 sugeruje btad w zatozeniu poliwypukto-
Sci. Mimo ze wykresy warstwicowe 6.8 wygladaja poprawnie, to dopiero wykresy wktadu
poszczegdlnych cztonéw pozwalaja sobie wyobrazié, ze dany czton moze by¢ dominujacy
w pewnym duzym zakresie deformacji, cho¢ w przypadku elastomeru — pewnie juz po prze-
kroczeniu granicy wytrzymatosci na rozcigganie. W wersji v1.0.2.1 poliwypuklosé zostata
zagwarantowana analitycznie przez wprowadzenie ograniczenia nieujemnosci wszystkich
wspotezynnikow.

Wersja v1.0.2.1 zostata wzbogacona o wyrazenia Demiraya. eksponencjalny czton od-
powiada za charakterystyczne usztywnienie elastomeru w duzych deformacjach. Klasyczne
wielomianowe cztony nie wykazuja tego efektu az do uwzglednienia wyrazéw wysokiego
rzedu.

W kazdym z modeli i przypadkow obcigzen wpltyw wyrazen z pierwszym niezmiennikiem
izochorycznym byt wiekszy niz z drugim, szczegdlnie w przypadku préoby jednoosiowe;.
Natomiast w sytuacji dwuosiowego rozciggania jest on znaczny, co potwierdza stusznosé

wtaczenia go do bazy i poprawne wskazania macierzy korelacji z rys. 6.3.

6.5. Wyznaczenie modeli konstytutywnych przy wykorzystaniu

konstytutywnej sieci neuronowej

Niniejsza sekcja przedstawia opis implementacji konstytutywnej sieci neuronowej hiper-
sprezystych materiatow niescisliwych i izotropowych. Jej kod podzielono na trzy moduty,
w ktorym continuum.py odpowiada za wzory z mechaniki o$rodkéw ciagltych, w mo-
dule models.py znajduje sie architektura sieci neuronowej, a train.py, jak sama nazwa
wskazuje, jest skryptem treningowym.

Rozwiazanie obejmuje trzy podstawowe testy wytrzymatosciowe opisane w 5.6.4. Tak
naprawde modut continuum.py to wierne przepisanie wzoréw (5.55)-(5.60) i jest pod tym
wzgledem ubozszy od modelu regresji liniowej. To, na co naprawde warto zwréci¢ uwage
w module continuum.py, to uzyskiwanie pochodnych jednostkowej energii sprezystosci

po niezmiennikach deformacji. Nie zapisuje si¢ na nie jawnych wzoréw, a roézniczkuje
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automatycznie, dzieki czemu trafiaja one do grafu obliczeniowego. W konsekwencji funkcja
straty moze propagowac te gradienty az do wag CANN.

Architektura sieci neuronowej jest sie¢c PFNN (Parallel Forward Neural Network)
z rygorystycznymi warunkami konstruowania kazdej podsieci wynikajacymi ze spetnienia
wymogow mechaniki osrodkéw ciggtych. Jednym z tych warunkéw wptywajacych na
architekture jest ograniczenie wszystkich wag sieci do nieujemnych. Ogdlna struktura
sieci PFNN zostata opisana na str. 163 przy okazji oméwienia wariantu W3 w podroz-
dziale 7.4.3. Sposéb konstruowania podsieci jest uzalezniony od tego, jakimi funkcjami
zaleznymi od niezmiennikéw chcemy aproksymowac nasza funkcje JES. Powinny by¢ one
ztozeniem z szeregu klasycznych modeli hipersprezystosci. Dzieki temu sie¢ nie dziata
jak czarna skrzynka, a po wytrenowaniu ujawnia, ktore cztony sg aktywne i z jakich

modeli pochodzg. Ogdlny schemat sieci neuronowej przedstawiono na rysunku 6.10. Dane

input invariants sub-canns energy output
layer

¢ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

layer

layer layer

Rysunek 6.10. Ogélny schemat konstytutywnej sieci neuronowej

treningowe zostaty zinterpolowane w taki sposéb, aby kazdy z trzech podstawowych testow
wytrzymato$ciowych skladat sie z takiej samej liczby punktéw n/3. Funkcja straty jest
btedem $redniokwadratowym wszystkich punktach treningowych i zostata uzupeliona

o sktadnik regularyzacyjny Lo:

2
+ aw'w (6.23)

Liw, F) = - |S(F, w) - 8,
=1

gdzie S to pomierzone naprezenia Pioli-Kirchhoffa I rodzaju, a a wspétezynnikiem regula-
ryzacji Ly réwnym L, = 1073, Minimalizacje prowadzono algorytmem Adam z krokiem
uczenia n = 1073, W petli treningowej zastosowano mechanizm wczesnego zatrzymania
po 1000 epokach bez poprawy, a liczbe epok dobrano tak, aby on zadziatal. Uwaznego
czytelnika moze zastanowic¢, dlaczego w tym przypadku kara Lo wygasza wagi, skoro to jest

cechq reqularyzacji L1 ?. Regularyzacja ciagnie kazdg wage w kierunku zera i jesli krok
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optymalizatora ja przekroczy, waga zostanie tam przycicta i ze wzgledu na zastosowanie

nieujemnych wag algorytm nie pozwoli juz jej wrocic.

6.5.1. Wariant z czlonami liniowymi, potegowymi i eksponencjalnymi

Jak juz wspomniano wczesniej sie¢ CANN jest uogélnieniem szeregu klasycznych modeli,
w tym przypadku sg to modele neo-Hooke’a, Yeoha i Demiraya por. 6.2. Pierwsza warstwa
kazdej z dwoch podsieci generuje potegi niezmiennika deformacji izochoryczne;j (I_l — 3) -
(o) oraz (o)?, natomiast druga stosuje do nich dwie funkcje nietypowe aktywacji: tozsamosé
(o) oraz wyktadnicza exp(o) — 1. Zazwyczaj naktadane funkcje aktywacji na kazde wyjscie
w ukrytej warstwy sg identyczne — tu sytuacja jest odmienna. Razem mamy cztery bazy

funkcyjne na kazdy niezmiennik, a caly sie¢ mozemy zapisaé jako:

(6.24)
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Architektura jest odtworzeniem drugiego przykladu w rozdziale 5 z [15]. Inicjalizacja wag
wielomianowych opiera si¢ na rozktadzie N(0, 0.3), a wag wyktadniczych na U(0, 1075)
— cztony wyktadnicze startujg bliskie zeru przez co model powinien preferowaé prostsze

wielomianowe wyrazenia algebraiczne.

6.5.2. Rozszerzenie o czlony szeScienne i normalizacja niezmiennikéw

Jak juz sugeruje nam tytul, w niniejszym przyktadzie rozszerzono architekture o cztony
szescienne. Pozwala to uwzgledni¢ wszystkie cztony modelu Yeoha. Ten zabieg ujawnit pro-
blem numeryczny znany nam juz z 6.4.3, por. (6.14). W tym przypadku réwniez wejsciowe
wyrazenia z niezmiennikami znormalizowano, co réwniez finalnie wymagato przeskalowania
wag. W implementacji sie¢ oczywiscie operuje na znormalizowanych wejsciach, ale rozsze-

rzong wersje architektury, tak by pozostata bezposrednig reprezentacjg wyuczonego prawa
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materiatowego, a takze byta zgodna z (6.24), przedstawia si¢ po powrotnym skalowaniu:

W(jl, I_Q) = W21 W11 (]_1 — 3) + W2 2 [exp(wm (I_l — 3)) — 1]
+ w273 U)Lg (I_l — 3)2 + w274 {exp(wm (]_1 — 3)2> — ]_:|
+ w2,5 ’(U175 (jl — 3)3 + IU2,6 {exp(wm (jl — 3)3> — 1}
_ B (6.25)
+ Wa,7 W17 (IQ — 3) + W2 8 {exp(wlyg ([2 — 3)) — 1]
+ W29 W19 (jg — 3)2 -+ W2,10 |:6XD(U)1’10 (fg — 3)2> — 1:|
+ wa 11 W1,11 (]_2 - 3)3 + wo, 12 [eXp(wl,lz ([_2 — 3)3) - 1]-
Ze wzgledu na mniejsze wartosci wejs¢ do sieci zwigkszono wartosci w inicjalizacji wag
wyktadniczych do rozktadu ¢(0, 1073). Kod realizujacy architekture sieci CANN uzyta

w wersji v1.1.1.1 znajduje si¢ w zal. 6, a jej schemat blokowy mozemy znalez¢ na rysunku

ponizej:

Rysunek 6.11. Schemat podsieci architektury CANN w wersji v1.1.1.1

6.5.3. Por6éwnanie wynikow

W niniejszej sekcji znajda sie wyniki dopasowania do wszystkich podstawowych testéw
wytrzymaltosciowych jednocze$nie. Nalezy zaznaczy¢, ze kod zostal zaimplementowany od
podstaw w PyTorch. W zwigzku z tym zaprezentowane wartosci i wykresy dla wariantu

v1.1.0.1 moga nieznacznie r6zni¢ sie od wynikéw uzyskanych w pracy [15]. Parametry
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modeli z rozdziatéw 6.5.1 i 6.5.2 zostaly przedstawione w tab. 6.8, a wktad poszczegdlnych

cztonéow JES w naprezenia Pioli-Kirchhoffa I rodzaju zaprezentowano na rys. 6.12.

Tabela 6.8. Modele CANN — osteteczne postaci funkcji jednostkowej energii sprezystosci

Wersja Posta¢ JES

Parametry

W(I_l,l_g) == 010([_1 - 3)
v1.1.0.1 + Co1 (I, — 3)

+ Bo {exp(alo(fl — 3)) — 1}

Cl(] =4.777 X 1072
Cy = 2.631 x 1073
ag = 2.201 x 1072

Bro = 3.219

vl.1.1.1

Co = 0.1255

Co1 = 3278 x 1073
a1g = 2.201 x 1072
Bio = 1.255

asp = 6.681 x 107°

B30 = 1.043
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Rysunek 6.12. Wkiad poszczegélnych czlonéw funkeji JES do naprezenia Sy1(A1) dla dwéch
wariantéw modelu CANN

Pomimo zblizonych form postaci JES do 6.7, rozwiazania z CANN charakteryzuja
sie innym rozkladem (por. z wersja v1.0.2.1 na rys. 6.9). Regresja Lasso preferuje cztony
z uogolnionego modelu Mooneya-Rivlina, natomiast sie¢ rozktada wktad miedzy cztony
w sposob bardziej rownomierny. Wynika to z kilku rzeczy — w regresji wspotczynniki przy
funkcji eksponencjalnej zostaly wyznaczone a priori przed wykonaniem optymalizacji, sie¢
neuronowa nie miata dostepu do wyrazen wyktadniczych stopnia wyzszego od 3, a i sposob
regularyzacji byt odmienny. Regularyzacja L, zastosowana w LassoCV naturalnie wymusza
zerowanie sie wspotczynnikow, natomiast regresja grzbietowa Lo jedynie proporcjonalnie
zmniejsza ich wartosci - dopiero ograniczenie nieujemnosci wag po kroku optymalizatora
to wykonuje.

Wykresy z trzech podstawowych testow wytrzymatosciowych zestawiono z modelem
regresji liniowej z cztonami Demiraya z rozdziatu 6.4.3 i przedstawiono na rys.6.13, a metryki

testowe zamieszczono w tab.6.9.
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Rysunek 6.13. Wykresy S11 wzgledem wydluzenia A1: poréwnanie modeli uzyskanych konstyty-
tuwnymi sieciami neuronowymi z danymi eksperymentalnymi Treloara [33] oraz modelem regresji
liniowej (v1.0.2.1)

Tabela 6.9. Wspolczynniki determinacji R?

Wersja Model R%T RI%S RQBT Rgombined
v1.0.2.1 Regresja liniowa (Demiray) 0.998 0.996 0.978 0.998
v1.1.0.1 CANN - Linka (8 czlonow) 0.986 0.980 0.961  0.986

v1.1.1.1 CANN - rozszerzony (12 cztonéw) 0.999 0.995 0.984  0.998
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Wprowadzenie normalizacji danych wejsciowych w wersji v1.1.1.1 nie tylko rozwiazato
problem zwiazany z przekroczeniem zakresu zmiennoprzecinkowego, co w ogéle umozli-
wito rozszerzenie rozwigzania o dodatkowe cztony funkcji JES, ale tez poprawito wyniki
w kazdym z trzech podstawowych testéw wytrzymatosciowych. Warto podkresli¢, ze
standaryzacja czy normalizacja zmiennych wejéciowych przy rozwigzywaniu zadan uczenia
maszynowego wrazliwych na skale danych, takich jak regresja liniowa czy sieci neuronowe,
jest procesem powszechnym i zalecanym — nie faworyzuje zmiennych o wiekszym zakresie,
a w sieciach neuronowych — przyspiesza zbieznosé i notabene niektére z funkceji aktywacji,
jak np. tanh czy funkcja sigmoidalna sa najefektywniejsze (maja najwyzsza pochodna)
w zakresie bliskim zera — cho¢ tu, ze wzgledu na zastosowanie ich niestandardowych
wersji, problem nie wystepuje.

Wartoéci wspoétezynnika determinacji R? dla trzech innych modeli z tab. 6.9 sg bardzo
wysokie, ale nieznacznie si¢ r6znia. Mimo pozornie niewielkich réznic miedzy modelami,
przy takich rezultatach wspotczynnik determinacji blizszy jednosci bedzie prawdopodobnie
lepiej przewidywal rowniez wartosci z konca zakresu, co bedzie wptywalo rowniez na
nachylenie krzywych w tych miejscach. Réznice sa widoczne na wykresach 6.13, szczegélnie
poza zakresem danych eksperymentalnych w tescie jednoosiowego rozciggania. Model
v1.1.0.1 wyraznie odbiega od krzywej referencyjnej, podczas gdy pozostate zachowuja sie

poprawnie.

6.6. Wnioski

Warto zauwazy¢, ze wartosci wspoéltezynnika determinacji R? z przedziatu 0.97-0.999
bytoby uwazane za dobre w kontekscie klasycznego zastosowania algorytmow uczenia
maszynowego. Niemniej jednak, kiedy modelujemy prawa konstytutywne hipersprezystosci,
uzywanie go moze by¢ niewystarczajace — zdolno$é¢ do ekstrapolacji danych jest kluczowa,
czego R? nie zapewnia. Zasadne mogloby by¢ sprawdzanie zgodnoéci wartosci nachylenia
krzywych naprezenie—wydluzenie na krancach przedziatu (albo i w caltym obszarze [123])
i uwzglednianie ich w funkcjach kosztu i metrykach. Podejscie to nazywa si¢ treningiem
Sobolewa i zostalo wdrozone w pracy [124] do materialéw sprezysto-plastycznych. Co
podkreslano wezesniej, wspotezynnik R? blizszy jednosci bedzie prawdopodobnie lepie;

przewidywal dane rowniez na krancach przedziatu, a co za tym idzie — ekstrapolowal testy.
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Zaden z modeli nie wpasowal sie tak dobrze w stan dwuosiowego rozciggania jak
pozostale rodzaje obcigzenia, mimo normalizacji zmiennych wejéciowych od modelu wersji
v1.0.1.1 wzwyz — nie ma zatem sposobnosci, aby wartosci z testu jednoosiowego rozciagania
dominowaly nad pozostatymi testami i modele preferowatyby dopasowanie sie wtasnie do
tego stanu. Jest to stan najbardziej czuty na drugi niezmiennik deformacji izochorycznej
i powodem moze by¢ zbyt uboga baza funkcyjna.

Udowodniono, ze zastosowanie modeli wytacznie zaleznych od pierwszego niezmiennika
deformacji izochorycznej (neo-Hooke, Yeoh) jest niewystarczajace — wszystkie modele,
ktére w swojej bazie funkcyjnej mialy wyrazenia z I, uwzgledniaty je.

W zadaniach z regresji otrzymano odmienne modele materiatowe niz w sieciach neuro-
nowych, mimo ze oba sa poprawne. Regresja Lasso preferowata cztony wielomianowe, a sieé¢
neuronowa bardziej rownomiernie roztozyta wktady poszczegdélnych funkcji bazowych.

Niniejszy rozdziat wnosi wktad do literatury i jest oryginalny w kilku aspektach. Pierw-
szym z nich jest caly modut dotyczacy liniowej regresji — umozliwia on analizowanie petnych,
roznorodnych stanéw deformacji oraz wprowadza pojecie macierzy naprezeniowej cech,
ktorej szczegdtowe dziatanie przedstawiono w studium przypadku. Ponadto wprowadzono
modele, taczac je zgodnie z pracy [120], wprowadzajac wlasciwa potege niezmiennika I3 /2.
Co wiecej, w obu modelach, liniowej regresji i sieci neuronowej, wejscia znormalizowano,
co wymagalo zastosowania odwrotnosci normalizacji do wspoétczynnikéw materiatlowych.
W liniowej regresji byto to mozliwe dzieki zastosowaniu pelnego procesu przetwarzania

danych (ang. pipeline).
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7. Sieci neuronowe oparte na fizyce (PINN)
w zagadnieniach brzegowych mechaniki osSrodkow

ciggtych

7.1. Wprowadzenie

Jak juz wczesniej wspomniano, podstawowa idea fizycznie informowanych sieci neuro-
nowych Physics-Informed Neural Networks (PINN) [2] polega na zastapieniu klasycznych
metod dyskretyzacji, takich jak np. MES [9] czy MRS siecia neuronowa, ktéra aproksymuje
rozwigzanie rownania. Kluczowym krokiem jest wowczas wymuszenie, aby sie¢ minimalizo-
wala reszte réwnania rézniczkowego (tzw. PDE residual). W poréwnaniu z tradycyjnymi
metodami opartymi na siatce numerycznej, podejscie to jest w pelni bezsiatkowe i wyko-
rzystuje automatyczne rézniczkowanie [42], ktére pozwala wyznaczaé pochodne doktadnie
i eliminuje btad dyskretyzacji pochodnych typowy dla rézniczkowania numerycznego. Sieé¢
pozostaje jednak aproksymacja rozwiazania, wiec btad przyblizenia nie znika. Atrakcyjng
cechg sieci PINN jest to, ze moga by¢ one wykorzystywane do rozwigzywania problemow
odwrotnych (inverse problems) [2], [125]-[128]. Z czasem PINN zostaly rozszerzone w celu
rozwigzywania rownan catkowo-rézniczkowych, réwnan roézniczkowych czastkowych oraz
stochastycznych réwnan rézniczkowych [2], [75], [129], [130].

Na bazie tych idei powstata biblioteka DeepXDE (ang. Deep Learning Library for
Differential Equations) [131], napisana w jezyku Python. DeepXDE obstuguje ztozone
geometrie oparte na metodzie konstruktywnej geometrii brytowej (CSG [131], Construc-
tive Solid Geometry), umozliwia tatwa definicje warunkéw poczatkowych i brzegowych
oraz zapewnia elastyczne monitorowanie procesu uczenia za pomocy systemu wywotan
zwrotnych (callbacks).

Biblioteka DeepXDE implementuje petlny algorytm sieci PINN, obejmujacy definiowa-
nie dziedziny obliczeniowej, formutowanie réwnania rézniczkowego, okreslenie warunkow
brzegowych i poczatkowych, budowe sieci neuronowej, kompilacje modelu oraz jego trening.
W kolejnych podrozdziatach przedstawiono schemat algorytmu PINN, sposob jego imple-
mentacji w bibliotece DeepXDE oraz przyktadowe zastosowania w analizie materialow

i identyfikacji parametrow konstytutywnych.
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7.2. Rozwigzanie jednowymiarowego réwnania Poissona

W niniejszym podrozdziale przedstawiono przyktad rozwiazania jednowymiarowego
réwnania Poissona z wykorzystaniem Physics-Informed Neural Networks (PINNs). Celem
tego przyktadu jest wprowadzenie czytelnika w podstawowe etapy konstruowania i uczenia
modeli PINN oraz zaprezentowanie biblioteki DeepXDE jako narzedzia wspomagajacego
implementacje tego typu metod. W szczegdlnosci pokazano, w jaki sposéb biblioteka
DeepXDE umozliwia sformutowanie sktadowych zadania obejmujacych definicje dziedziny
funkcji, narzucenie warunkéw brzegowych, zapis reszt réwnan rézniczkowych jako sktadnika
funkcji kosztu, dobér punktéw treningowych i testowych oraz procedure uczenia. Podejscie
zostalo poréwnane z analogiczng implementacja w sSrodowisku PyTorch, wymagajaca jawnej
realizacji wymienionych elementéw. Takie poréwnanie pozwala z jednej strony zilustrowaé
istote metody PINN, a z drugiej — wskaza¢ role biblioteki DeepXDE w redukcji ztozonosci
implementacyjnej oraz w uporzadkowaniu procesu prowadzenia obliczen numerycznych.

Rozwazmy prosty problem brzegowy (por. [132]):

d*y(x)
dxr?

+ 72 sin(mw) = 0, xr € [-1;1]. (7.1)

z warunkami brzegowymi:

Rozwiazanie analityczne rozwazanego problemu ma postacé:

y(x) = sin(nx). (7.3)

Twierdzenie o uniwersalnej aproksymowalnosci [4], [40] stwierdza, ze jednokierunkowa
sie¢ neuronowa typu feed-forward z co najmniej jedng warstwg ukryta, przy zatozeniu
odpowiedniej funkcji aktywacji oraz skonczonej liczby neuronéw, moze z dowolnie za-
dang doktadnoscig przybliza¢ kazdag funkcje ciagla okreslong na dziedzinie domknietej
i ograniczonej. Bedziemy projektowali prosta sie¢ neuronowa yyn(z) w celu aproksymacji
rozwiazania y(x):

y(z) = ynn(2), (7.4)

W klasycznym podejsciu do uczenia maszynowego w uczeniu nadzorowanym [1], [43],

model jest trenowany na zbiorze danych zawierajacym pary wejscie-wyjscie. W przeci-
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wienistwie do tego, sieci PINN (Physics-Informed Neural Networks) nie wymagaja petnego,
klasycznego zbioru danych. Proces uczenia jest determinowany przez prawa fizyki opisujace
uklad, najczedciej w postaci réwnan rézniczkowych. Zrédltem danych sa wéwezas:

e réwnania bilansu [133], [134], ktére modeluja zachowanie uktadu,

e warunki brzegowe i poczatkowe, ktére narzucaja rozwigzaniu wartosci na brzegu

dziedziny i/lub w chwili poczatkowej.

W sieciach PINN rownania bilansu petnia role zrodta nieskonczonej liczby punktow
danych. Réwnanie bilansu definiuje funkcje reszty, ktéra mozna oblicza¢ w dowolnych
punktach domeny. Jest to mozliwe dzieki rézniczkowalnodci sieci neuronowej yy (). Sie¢
neuronowa jest trenowana poprzez minimalizacje reszt tych réwnan, a sama funkcja reszty
w naszym przyktadzie ma postac:

d*ynn ()
dx?

R(x) = + 72 sin(mx), (7.5)

W naszym przyktadzie sktadnikiem funkcji kosztu od niespetnienia réwnania bilansu bedzie

btad $redniokwadratowy z reszt na domenie w punktach treningowych {z;}¥, C Q:

1 al 2 1 2
Long = N;R(m ~ /Q R(x)? dz. (7.6)

Analogicznie do sktadnika Lppg, warunki brzegowe (i/lub poczatkowe) dostarczaja
informacji o rozwiazaniu na brzegu 02 (lub w chwili t = ;). Dla warunku Dirichleta,
narzucajacego wartosci rozwigzania, definiuje sie reszte warunku brzegowego jako réznice

pomiedzy wartoscig zadang a predykcja sieci:
B(z) = ynn(2) — ype(w), r € 09, (7.7)

gdzie ypc(x) oznacza wartoS¢ wymagang przez warunek brzegowy.
W praktyce rozwaza sie czesto K réznych warunkéw brzegowych (lub grup warunkow),
z ktoérych kazdy jest egzekwowany na wlasnym zbiorze punktéow {xfc’k}j-\fflc”“ C 09. Dla

k-tego warunku brzegowego odpowiadajacy mu sktadnik funkcji kosztu przyjmuje postac:

1 e BOk\ 2 1 Neg BC\k BOK )
Lpcy = Z (Bk(xj )) = Z (yNN(Ij ") = ypoxr(xy )) . (7.8)
NBC,k j=1 NBCJc j=1
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Wéwezas catkowita funkcja kosztu jest w ogoélnosci suma wazona poszczegdlnych
sktadnikow:

K

L =wppg Lppe + Y_ wpck Lecy, (7.9)
k=1

gdzie wppp jest waga skladnika réwnania (reszty PDE), natomiast wpcy sa wagami
przypisanymi k-temu warunkowi brzegowemu (lub k-tej grupie warunkow).

W zalgczniku 7 przedstawiono dwie réwnowazne implementacje powyzszego zadania:
z wykorzystaniem biblioteki DeepXDE oraz w postaci ,,czystej” implementacji w PyTorch.

W implementacji DeepXDE definicja reszty rownania R(z) jest realizowana w funk-
cji pde(x, y), przy czym obliczenie pochodnej drugiego rzedu 8283’% realizowane jest
przez wywotanie dde.grad.hessian(y, x). Dziedzina Q2 = [—1, 1] jest zadana poprzez
dde.geometry.Interval(-1, 1), natomiast warunki brzegowe Dirichleta (7.2) sa opi-
sane obiektami dde.icbc.DirichletBC z funkcjami selekcji brzegu (boundary_left,
boundary_right). Klasa dde.data.PDE odpowiada za konstrukcje zbioru punktéw trenin-
gowych w domenie i na brzegu oraz za zestawienie sktadnikow funkcji kosztu. Procedura
uczenia oraz monitorowanie przebiegu minimalizacji realizowane sa przez wywotania
model.compile(...) i model.train(...).

W implementacji PyTorch wszystkie powyzsze elementy sa zapisane jawnie. Reszta
réwnania R(x) jest obliczana poprzez wyznaczenie pochodnych % i % przy uzyciu
torch.autograd.grad, a nastepnie jest ztozona w funkcji pde (model, x). Punkty z dzie-
dziny {z;} sa konstruowane jawnie (w tym przypadku przez torch.linspace), a warunki
brzegowe reprezentowane sa przez osobny zbiér punktéow xpe oraz wartosci zadane ypgc.
Funkcja loss(...) odpowiada za zbudowanie Lppg i Lpc oraz ich sumowanie, natomiast
petla treningowa kontroluje aktualizacje parametréw sieci i logowanie postepu.

W obu implementacjach przyjeto te sama konfiguracje: architekture [1,50, 50, 50, 1]
z aktywacja tanh i inicjalizacja Glorota, réwnomierne punkty kolokacyjne na [—1, 1], opty-
malizator Adam ze staltym Ir = 1073 przez 10* iteracji oraz koszt L = Lppg+ Lpc. Funkcje
reszty R(z) nie pokrywaja sie doktadnie, co nie wynika ze sformutowania zadania, lecz maja,
charakter numeryczny i stochastyczny. Obie sieci startujg z niezaleznie wylosowanych wag
i wyznaczaja druga pochodna inna Sciezka rézniczkowania (torch.autograd.grad wobec
dde.grad.hessian), co przy stalym [r prowadzi do nieco innych, lecz réwnowaznych
rozwiazan: y(z) ~ sin(mx) z reszta rzedu 1072 i strata 101, Reszty réwnania i przebiegi

minimalizacji funkcji kosztu zestawiono na rys. 7.1, a wyniki obu podej$¢ na rys. 7.2.
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Rysunek 7.1. Poréwnanie reszty réwnania oraz przebiegu funkcji kosztu dla obu implementacji
PINN
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X X
(a) DeepXDE (b) PyTorch

Rysunek 7.2. Poréwnanie rozwigzan réwnania Poissona 1D uzyskanych metoda PINN w dwoch
implementacjach

Biblioteka DeepXDE zapewnia wyzszy poziom abstrakcji, automatyzujac definicje
geometrii, warunkéw brzegowych i procedury uczenia, natomiast implementacja w ,,czy-
stym” PyTorch wymaga jawnego zapisu pochodnych i petli optymalizacji, oferujac wiekszg
kontrole nad prébkowaniem i wagowaniem sktadnikow funkcji kosztu. W zwiazku z tym

w kolejnych zadaniach wykorzystywana bedzie biblioteka DeepXDE.
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7.3. Belka wspornikowa obcigzona réwnomiernie

W niniejszej czesci rozwazono klasyczne zadanie zginania belki wspornikowej obciazonej
rownomiernie na catej dtugosci. Model ten stanowi punkt odniesienia do dalszych porownan
z tarczg w ptaskim stanie naprezenia w ramach teorii sprezystosci oraz do weryfikacji
implementacji numerycznych PINN. Najpierw zadanie zostanie rozwigzane w ramach ele-
mentarnej teorii belek Eulera-Bernoulliego, tj. przy zalozeniu teorii matych przemieszczen
i odksztalcen oraz pominieciu wplywu $cinania na krzywizne (belka smukta). Ciezar wlasny
zostaje pominiety. Rozwigzania analityczne w tej sekcji przyjeto na podstawie rekopisu do

Wyktadu z przedmiotu Teorii Sprezystosci i Plastycznosci [135].

Y q " Tabela 7.1. Przyjete parame-
t
! Y Y OYOYOYOYOYYYYYY IR Y

].c Parametr Wartosé

z x| ez p 0.4 [kN/cm]
.[C b 20.0 [cm]

] 4 q=21 0.02 [kN/cm?|
' / T E 30.0 [GPa]
Rysunek 7.3. Schemat zagadnienia brzegowego belki obciazonej v 0.2
réwnomiernie c 25.0 [cm]
l 200.0 [cm]

7.3.1. Rozwigzanie analityczne wg teorii belek
Wprowadzamy ugiecie w zmiennej wymiarowej jako v(z), a nastepnie przechodzimy
na wspéhrzedna bezwymiarowa = x/l. Ugiecie jako funkcje zmiennej bezwymiarowej

mozemy zapisa¢ jako:

o) =v()| _, =ve), ce) (7.10)
Korzystajac z zaleznosci % = %j—g, rownanie ugiecia belki przyjmuje postac:
Ld(E)  pg) (2000 2,
il — i = =-bc’. A1
g i gdzie J. 15 Sbc (7.11)
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W analizowanym przypadku mamy p(z) = —p, czyli p(l§) = —p i réwnanie rézniczkowe

ugiecia belki przyjmuje postac:

d*v (&) 3plt

= 7.12
dgt 2Ebc3 (7.12)
Wprowadzmy wspoétczynnik skalujacy ugiecie v, oraz ugiecie bezwymiarowe 0:
U(f) = Vref @(5) (713)
Po podstawieniu do rownania otrzymujemy:
d*o (&) 3plt
re = 7.14
T g T amhe (7.14)

Wspotezynnik v, wybieramy tak, aby rownanie przyjeto prosta postaé¢ bezwymiarowa:

445 () 3p 4

1=0 P L 71
R B R Yo T (7.15)

Wprowadzenie 7t jest istotne, poniewaz normalizuje skale rozwigzania i sprowadza
wszystkie sktadniki funkcji kosztu do porownywalnego rzedu wielkosci. Dzieki temu popra-
wia sie stabilnos¢ i szybkos$¢ uczenia modelu PINN, poniewaz sie¢ nie musi jednoczesnie
reprezentowa¢ bardzo matych i bardzo duzych wartosci w funkcji straty.

Uogolnione sity przekrojowe i sktadowe stanu naprezenia obliczamy wg ponizszych

WZOrow:
Vref d2@(£> Vref d3ﬁ(£)
M,(&)=—-EJ, , T, =—FJ, . 7.16
(5) l2 d§2 y(f) l3 d£3 ( )
M.y T, S ) B c—y\ b/, 2
Ope = 7 me—ﬁ, gdzie Sz—b(c—y)(y+2)—2(c —y). (7.17)

Warunki brzegowe dla belki wspornikowe]j przyjmuja postac:
v(1) =0, V(1) =0, M,(0) =0, T,(0) =0. (7.18)
Ostatecznie funkcje ugiecia i sity przekrojowe otrzymujemy w postaci:

l4
W) = s (16-61-3), MO =P8 TO=ple (119
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Wprowadzajac druga wspétrzedna bezwymiarowa n = y/2c = y/Al, gdzie A = 2¢/l jest
bezwymiarowym parametrem geometrycznym opisujacym proporcje wysokosci do dtugosci

belki, sktadowe stanu naprezenia przyjmuja postac:

3p 2 6p 2
O-x;r(ga 77) - (gl) 7720 = 75 n,
4;703 bA* ; (7.20)
0uy (6 = 155 61 [ = (n20)°] = S5 € (1—4n?).

Wyrazenia te, zapisane w zmiennych wymiarowych, beda potrzebne w dalszej czesci analizy.

7.3.2. Rozwiazanie przy zastosowaniu sieci PINN wg teorii belek

W rozwigzaniu przy zastosowaniu metody PINN rozpatrzono trzy warianty jednowy-

miarowego problemu zginania belki wspornikowe;j:

e w sformutowaniu wymiarowym,

e w sformutowaniu bezwymiarowym z réwnaniem rézniczkowym odpowiadajacym
zaleznosci (7.12),

e w sformulowaniu bezwymiarowym z réwnaniem rézniczkowym odpowiadajacym

zaleznosci (7.15).

Warunki brzegowe zadano zgodnie z réwnaniem (7.18).

Do uczenia zastosowano wielowarstwowa sie¢ neuronowg o architekturze 1-50-50-50-1
z funkcja aktywacji typu tanh oraz inicjalizacja wag metoda Glorot uniform [38]. W ob-
szarze zadania belki ustalono 128 punktéw residuum PDE, natomiast warunki brzegowe
narzucono w dwoch punktach na kazdym koncu przedziatu. Funkcja straty zbudowana
zostata jako suma wazona reszty réwnania rézniczkowego (PDE) oraz czterech sktadowych
odpowiadajacych warunkom brzegowym, przyjmujac jednostkowe wagi wszystkich sktadni-
kéow. Dodatkowo uzyto 100 punktéw walidacyjnych w celu monitorowania btedu. Proces
uczenia prowadzono z uzyciem optymalizatora Adam z krokiem uczenia 1072, stosujac
mechanizm wczesnego zatrzymania na podstawie btedu funkeji kosztu obliczanej na zbiorze
walidacyjnym. Przebieg funkcji straty w trakcie uczenia przedstawiono na rysunku 7.4d.
Jako rozwiazanie referencyjne wykorzystano analityczna postac ugiecia belki, co umozliwito
biezaca ocene jakosci aproksymacji w punktach walidacyjnych.

Wptlyw normalizacji zmiennych na proces uczenia oceniono na podstawie btedu $red-
niokwadratowego, obliczanego na zbiorze 100 punktéw walidacyjnych réwnomiernie roz-

tozonych w dziedzinie obliczeniowej dla trzech wariantéw zadania. Dla sformutowania
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0.00 4

75001 — True M(x) 757
— = | === PINN M(x) —_—
§ —0.05 A é 5000 i 50
> 1 e 2 = | — True T,(x)
~0.10 - True v(x) s 2500 25 y
-=- PINN v(x) === PINN Ty(x)
T T T 0 L T T T 0 L T T T T T
0 100 200 0 100 200 0 50 100 150 200
x [cm] x [cm] x [em]
(a) Ugiecie v(z) (b) Moment M, (x) (c) Sita tnaca Ty(x)
10° - — Total
103 -
— 101 .
@
S 10714
S
3 1073 1
10—5 .
10—7 .
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epoch (x103)

(d) Zalezno$¢ funkceji straty od liczby epok uczenia na zbiorze treningowym: linia ciagla przedsta-
wia strate catkowita, czerwona linia kropkowana odpowiada sktadnikowi PDE, natomiast niebieska
linia przerywana — sktadnikom warunkéw brzegowych. Krzywe wygladzone zaprezentowano
w postaci $redniej kroczacej, natomiast pétprzezroczyste przebiegi przedstawiaja wartoéci surowe.

Rysunek 7.4. Poréwnanie wynikéow uzyskanych przy uzyciu sieci PINN w sformutowaniu
bezwymiarowym z réwnaniem rézniczkowym odpowiadajacym zaleznosci (7.15) z rozwiazaniem
analitycznym

problemu w zmiennych wymiarowych zaobserwowano brak zbieznosci oraz wartos¢ btedu
MSE = 1.10 - 10'. Po wprowadzeniu wspétrzednej bezwymiarowej zadanie zbieglo sie
i bltad zmniejszyt sie do MSE = 4.06 - 1072, natomiast dodatkowe skalowanie ugiecia
pozwolito uzyskaé dalszg poprawe do poziomu MSE = 2.84 - 10~2. Poréwnanie wartoéci
btedu MSE dla kolejnych etapéw normalizacji zestawiono na rysunku 7.5. Uzyskane wyniki
potwierdzaja znaczenie normalizacji zmiennych wejsciowych w sieciach neuronowych oraz
wskazuja, ze w przypadku sieci PINN moze by¢ to kluczowe dla uzyskania poprawnego
rozwiazania. Wynika to z faktu, ze typowe funkcje aktywacji wykazuja najsilniejsza
nieliniowos¢ w ograniczonym zakresie argumentéw (zwykle w poblizu zera). Odpowiednie
przeskalowanie zmiennych powoduje, ze neurony pracuja w tym ,aktywnym” obszarze,

co poprawia propagacje gradientow i stabilno$¢ optymalizacji. W konsekwencji wprowa-
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dzenie zmiennych bezwymiarowych oraz skalowanie wielkosci fizycznych prowadzg do
efektywniejszego uczenia i lepszej zbieznosci modelu PINN. Zaobserwowane trudnosci ze
zbieznodcig ilustruja jedno z kluczowych ograniczen metody PINN. W funkcji straty sieci
wspotwystepuja sktadniki o réznej naturze fizycznej — residuum réwnania rézniczkowego,
warunki brzegowe i ewentualnie warunki poczatkowe — ktérych wartosci moga réznic¢ sie
o wiele rzedow wielkosci. Prowadzi to do silnie niezbalansowanego problemu optymali-
zacji, w ktorym gradienty jednych sktadnikoéw dominuja nad pozostatymi, utrudniajac
jednoczesne spetnienie wszystkich warunkéw. Wang, Teng i Perdikaris [136] jako jedni
z pierwszych szczegdtowo zidentyfikowali te patologie przeptywu gradientow w sieciach
PINN i zaproponowali algorytm Learning Rate Annealing, w ktorym wagi poszczegdlnych
sktadnikéw straty sa adaptacyjnie dostosowywane na podstawie statystyk propagowanych
gradientéw Bischof i Kraus [34] rozwineli to podejscie, proponujac schemat ReLLoBRaLo
(Relative Loss Balancing with Random Lookback), ktéry dynamicznie réwnowazy wklady
poszczegollnych cztonow straty i wykazuje wyzsza doktadnosé przy mniejszym narzucie
obliczeniowym w poréwnaniu z wezesniejszymi metodami. Stosowanie zmiennych bezwy-
miarowych, przedstawione w niniejszej pracy pozwala ograniczy¢ ten problem u zrodta
— sprowadzenie wielkosci do porownywalnych zakreséw zmniejsza dysproporcje miedzy

sktadnikami straty jeszcze przed rozpoczeciem uczenia.
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1.10 - 10*

10t | .

100 =

m 10 ]

%2 I 1

1071 b .

B 4.06- 1072 ]

i 2.84-1072 |

102 ! ! !
wymiarowe bezwymiarowe bezwym. + skalowanie
Sformulowanie

Rysunek 7.5. Wartos¢ btedu MSE dla kolejnych etapéw normalizacji wejéé: sformutowanie
wymiarowe (MSE = 1.10 - 10!), wprowadzenie wspotrzednej bezwymiarowej (MSE = 4.06 -
1072) oraz dodatkowe skalowanie ugiecia (MSE = 2.84 - 1072). O$ pionowa wykonano w skali
logarytmicznej.

7.4. Tarcza wspornikowa obcigzona réwnomiernie

7.4.1. Rozwiazanie plaskiego zadania PSN wg teorii sprezystosci metoda

potodwrotng

W niniejszej czesci rozwazono to samo zadanie wspornika obciazonego rownomiernie
na catej dtugosci, rozwigzane jednak jako dwuwymiarowe zagadnienie ptaskiego stanu
naprezenia (PSN) w ramach teorii sprezystosci. Model ten stanowi punkt odniesienia do
poréwnania z elementarng teoria belek oraz do weryfikacji implementacji numerycznych
PINN. Rozwiazanie analityczne przyjeto na podstawie rekopisu do Wyktadu z przedmiotu
Teorii Sprezystosci i Plastycznosei [135].

Naprezeniowe warunki brzegowe w rozpatrywanej tarczy mozna zapisa¢ w postaci

OzaNg + OgyTy = Pz, (7 21)

OyaNz + Oyyly = Py.

gdzie n, oraz n, s sktadowymi wektora normalnego do brzegu, natomiast p, i p, oznaczaja

sktadowe wektora obciazenia powierzchniowego. W przyjetym uktadzie mamy nastepujace
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naprezeniowe warunki brzegowe:

ny; =10 pr =0 Opy =0
y=-c, ze(0;): A — , (7.22)
ny, =1 Py=—9 Tyy = —4
ng =10 P =0 Oy =0
y=—c, xe(0;]): A — : (7.23)
n, = —1 py =20 Oyy =0
r=0,y€(—¢c): A — . (7.24)
ny =0 py =10 Opy =0

W przypadku belek wysokich metoda pétodwrotna polega na przyjeciu rozwiazania wyni-
kajacego z teorii belek oraz jego odpowiedniej modyfikacji w taki sposob, aby spetnione
byly réwnania zagadnienia brzegowego tarczy PSN. Z rozwigzania otrzymanego w ramach
teorii belek (por. (7.20);) mamy:

3
24 2, (7.25)

Oge =
4¢3

Przyjmujac powyzszg postaé naprezenia, dazymy do spetlienia réwnan réwnowagi we-

wnetrzne;j:
004 00y
or "oy
J (7.26)
004y | Ooyy 0
Ox oy
Z pierwszego réwnania réwnowagi (7.26) otrzymuje sie:
00 1 3q
Nieznana funkcje fi(z) wyznacza sie z warunkéw brzegowych (7.22); oraz (7.23);:
3 3
—r;x(:l:c)Z + i) =0 = filz)= 4‘611; (7.28)
Ostatecznie otrzymujemy sktadowsg styczna tensora naprezen w postaci:
3¢ 2 2
Oy = 1 5% (c —y ) : (7.29)



Sieci neuronowe oparte na fizyce (PINN) w zagadnieniach brzegowych mechaniki ...

Zauwazmy, ze otrzymali$my identyczne rozwiazanie jak w przypadku rozwigzania z teorii

belek (por. (7.20)). Z drugiego réwnania réwnowagi (7.26) otrzymuje sie:

= [ %yt ey = -2 (@ =)y + fole) =~k (P - 30) + £l

4¢3 4¢3
(7.30)
Nieznana funkcje fo(x) wyznaczamy z warunku brzegowego (7.22)9, tj.
3¢ 1 3) q
4 — = = —=. 7.31
S(E-30) a0 == = )= (731)
Zauwazmy, ze warunek brzegowy (7.23), jest takze spelniony. Otrzymano:
9 q
Tyy = 359 (y —3c ) 3 (7.32)

Otrzymano w ten sposéb rozwigzanie w naprezeniach, ktére spetnia réwnania réwnowagi.
Jest to rozwiazanie jako$ciowo inne niz rozwiazanie (7.20), gdyz otrzymano niezerowe
naprezenia o,,,. W ramach teorii tarcz nie jest to jednak rozwigzanie w petni poprawne,
gdyz slad tensora ptaskiego stanu naprezenia musi spetnia¢ réwnanie Laplace’a:

2 2 2 2
004, O0°04  O°0yy  O0%0y,

ox? + 0y? ox? + 0y?

V0 +0y) =0,  czyli = 0. (7.33)

ktére wynika z warunku nierozdzielnosci odksztalcen i réwnan rownowagi wyrazonych przez

naprezenia. Obliczajac odpowiednie pochodne sktadowych stanu naprezenia otrzymujemy:
2 3q

V2 (0pe + 0yy) = Y # 0, (7.34)

co oznacza, iz warunek zgodno$ci nie jest spelniony w calym obszarze rozwazanej tarczy.

W celu jego zapewnienia wprowadzono korekte sktadowej o,, w postaci:

3q
43

O-LL’.',E

— 2%y + f(y), (7.35)

gdzie f(y) jest funkcja do wyznaczenia. Zauwazono, ze przyjeta modyfikacja nie wptywa na

postacie sktadowych o, oraz o,,, co wynika bezposrednio z réwnan réwnowagi. Natomiast
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warunek zgodnoéci przyjmuje obecnie postac:

3g  d?
3, f (Zy)
c dy

_ 0. (7.36)

Po dwukrotnym catkowaniu powyzszego réwnania otrzymujemy:

q
fly) = —chgy?’ + Ay + B, (7.37)

gdzie A oraz B sg stalymi catkowania. W konsekwencji sktadowa naprezenia o,, przyjmuje

postac
3¢
4"

q

@yg’ + Ay + B, (7.38)

Oxx = 2y -
co zapewnia spelnienie warunku zgodnosci. Warunki brzegowe na krawedzi x = 0 nie
moga zostaé¢ spelione w sensie punktowym dla dowolnego y € (—c¢,¢). W zwiazku z tym
zastosowano zasade Saint-Venanta i narzucono ostabione (catkowe) warunki brzegowe
w postaci:

z=0: N, = Opedy =0, M, = Y Opedy = 0. (7.39)

—C

Z pierwszego warunku (7.39) otrzymano:

—c C

a z drugiego:

/" <_‘1y4 4 Ay2> dy = —32 1 sy (7.41)
—c 2c3 5 3 7 '
skad wynika
3q

A= ——. 7.42
10c ( )

Ostatecznie pole stanu naprezenia opisane jest nastepujacymi zalezno$ciami:

4

(15x2 . 103/2 + 602) , Opy = jcq?)x (02 - y2) v Oyy = A3

(y3 — 3%y — 2c3> .
(7.43)

o 4,
2063

Stan odksztatcenia wyznaczono na podstawie rownan konstytutywnych dla ptaskiego

stanu naprezenia, podstawiajac uprzednio otrzymane sktadowe tensora naprezen (7.43).
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Min: -0.956
Max: 0.956
-0.96 -0.48 1l.1e-16 0.48 0.96 -0.96 -0.48 1l.1le-16 0.48 0.96

(a) o;; [kN/em?| (b) o™ [kN/em?]

Min: -0.004
Max: 0.004

-0.004  -0.002 0 0.002 0.004

(c) Btad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.6. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia o,, [kN/cm?]: a) rozwiazanie z teorii
sprezystosci (TS), b) rozwiazanie z wytrzymalosci materialéw (WM), c¢) blad zdefiniowany jako

_ TS WM
AOyy =0, — 0,

(a) U;'Eys [kN/cm?] (b) JX{!M [kN/cm?]

-le-12 -5e-13 0 5e-13 le-12

(c) Blad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.7. Wykresy warstwicowe sktadowej naprezenia o, [kN/cm?]: a) rozwiazanie z teorii
sprezystosci (TS), b) rozwiazanie z wytrzymalosci materialéw (WM), c¢) blad zdefiniowany jako

_ TS WM
Aoyy =04, — 0gy

Otrzymano nastepujace wzory na sktadowe tensora odksztatcenia:

1

s = (Ope — VOyy) = 20203 152%y — 5(2 + v)y® + 3(2 + 5v) Py + 10uc3],
1

cw =% (Oyy — VOw) = 20?&3 [5(1 +20)y® — 1502y — 3(5 + 2v)cPy — 1003], (7.44)
2(1+v) 3q(1+v)

T = g = g (¢ )
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Min: -0.02
Max: 0

-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0

(a) o, [kN/cm?] (b) ov™M [kN/cm?]

Min: 0
Max: 0.02

0 0.005 0.01 0.015 0.02

(c) Blad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.8. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia oy, [kN/ cm?]: a) rozwiazanie z teorii
sprezystosci (TS), b) rozwiazanie z wytrzymalosci materialéw (WM), c¢) blad zdefiniowany jako

Aoy, = agys — U;ZM
oraz:
v qu
€x = =5 (e +0y) = 50 = (55° — 152%y + 9%y + 10¢%) (7.45)

Stan przemieszczen wyznaczono poprzez catkowanie rownan geometrycznych Cauchy’ego:

_8u _81} _8u ov

= = = — + —. A4
gxw axa f':yy 8y7 ’ny 8y + ax (7 6)

Calkujac pierwsze z powyzszych rownan otrzymano:

u= /Em dx+ f3(y) q {5$3y—5(2+l/):vy3+3(2—1—51/)02xy+1Ol/c3$ + f3(y), (7.47)

T 0B

natomiast z drugiego rownania uzyskano:

v = /syy dy+fi(x) = ﬁ {5(1+2V)y4—301/x2y2—6(5+2y)02y2—40034 + fa(z). (7.48)

Podstawiajac powyzsze wyrazenia do trzeciego rownania geometrycznego i uporzadkowaniu

wyrazéw otrzymuje si¢ rownanie rézniczkowe czastkowe o zmiennych rozdzielonych:

d d
{ fjl(;) + 20203 <53:3 — 24c%x — 151/023:)} + {f;—;‘y)} =0. (7.49)
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Poniewaz powyzsze rownanie musi by¢ spetnione w kazdym punkcie rozwazanego obszaru,
wyrazenia ujete w nawiasach klamrowych musza by¢ state. Prowadzi to do nastepujacego

uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych na poszukiwane funkcje catkowania:

df3(y) _ dfs(z) q ( 3 2 2 )_
by D, T +20Ec3 ba® — 24c*x — 1bvc x| = D, (7.50)

gdzie D jest stala. Catkujac otrzymano:

q

(5x4 — 48¢%2% — 3OVC2ZE2>, (7.51)

gdzie F'i H sa statymi catkowania. State D, F' oraz H wyznaczane sa z przemieszczeniowych

warunkéw brzegowych:
r=1 ye(—cc): u=0, v=0. (7.52)

Po podstawieniu otrzymanych wyrazen do wzoréw na przemieszczenia:

“= Sopa {55”39 — 52+ v)zy® + 3(2 + 5v)ctay + 10vc’x | — Dy + F, (7.53)
V= s [5(1 o)t 30023 — ) — 6(5 + )y — 406y + 48P — Bt
(7.54)
+Dz+ H

okazuje sie, ze warunki te nie mogg zosta¢ spetnione jednoczesnie dla zadnych wartosci
statych D, F oraz H. W zwiazku z tym, analogicznie jak w przypadku warunkéw napre-
zeniowych, zastosowano ostabione warunki kinematyczne okreslone w punkcie podparcia.

Zamiast (7.52) przyjmujemy warunki brzegowe o postaci:

ou
x=I, =0: u=0 v=0 —=0. 7.55
y o (7.55)
przy czym zamiast ostatniego z powyzszych warunkéw mozna alternatywnie rozwazaé

warunek:

ov
=0 (7.56)

148



Sieci neuronowe oparte na fizyce (PINN) w zagadnieniach brzegowych mechaniki ...

Stosujac (7.55); otrzymano:

q 3 B ~qul
natomiast z (7.55)s wynika:
q 272 272 4 _
S (30vc*I? + 48c21* — 51*) + DI+ H = 0. (7.58)

Wyznaczajac pochodng funkcji przemieszczenia poziomego wzgledem zmiennej y otrzy-

mano:

ou
8y 20E c3

{5 P 152+ v)ay? +3(24 5v)c x} —D. (7.59)

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do trzeciego z ostabionych kinematycznych warunkow

brzegowych w punkcie podparcia (7.55)3 otrzymano:

du
oy,

-4 {5l3 132+ 5v) 2[} D=o. (7.60)

=l,y=0

Stad bezposrednio wynikaja wartosci statych:

D=

[513 +3(2 + 5v) QZ] H= [901/02l2 + 72717 + 15l4} (7.61)

20Ec3 80Ec3

Ostatecznie pole przemieszczen przyjmuje postac:

u(z,y) = 20E 3 {5(:53 — Py =524 v)zy® + 3(2 + 5v)E(x — Dy + 10vc (x — l)},
(7.62)
v(z,y) = _802’ 3 {5(1 420 )yt — 30va?y? — 6(5 + 2v)cy? — 40cy + 30vc* (2 — 317)
+ 24¢%(22% — 317) — 5(a* + 31*) + 200°x + 12(2 + 5V)02lx].

Z postaci funkeji u(x,y) wynika, ze przekroje belki (x = const) nie pozostaja ptaskie. Dla

osi belki (y = 0) przemieszczenie poziome przyjmuje prosta postac:

u(z) = ;12( —). (7.63)
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Analogicznie, pionowe przemieszczenie osi belki otrzymujemy jako:

| 4_ 43 N 8q {
0(8) = ~1ep (2" — 4%z + 31") g D)3+l + B+ 5. (T.64)
Ugiecie konca belki wynosi zatem:
s 3ql* 3(4+5v) [2¢)\2
o2 =00 = s |+ M52 () (7.65)

Min: -0.02207
Max: 0.02181

-0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.022 -0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.022

(a) u;® [em] (b) w*™ [cm]

Min: -0.02181
Max: 0.02207

-0.022 -0.011 0.00013 0.011 0.022

(c) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.9. Wykresy warstwicowe skladowej ugiecia u, [cm]: a) rozwiazanie uzyskane z teorii

sprezystosci (TS), b) rozwiazanie uzyskane z wytrzymalosci materialéw (WM) oraz c) blad

zdefiniowany jako A(ug) = ul® — uWM

7.4.2. Rozwigzanie MES

W celu weryfikacji rozwigzan analitycznych zadanie rozwigzano metoda elementéw
skoniczonych (MES) w programie Abaqus [80]. Rozpatrywany model tarczowy belki wsporni-
kowej zbudowano w ptaskim stanie naprezenia (PSN), co jest sp6jne z przyjetymi wezesniej
zalozeniami teorii sprezystosci.

Zaproponowano regularng siatke elementéw skonczonych ztozong z elementéw prostokat-
nych o jednakowej dtugosci krawedzi wynoszacej 0.5 [cm] w obu kierunkach. Lacznie model
sktada sie z 40 000 elementéw skonczonych i 40 501 weztéw. Zastosowano czteroweztowe
elementy skonczone typu CPS4R, tj. elementy plaskiego stanu naprezenia z liniowymi

funkcjami ksztattu i zredukowanym catkowaniem.
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Min: -0.1401
Max: 1.998e-06
-0.14 -0.11 -0.07 -0.035 2e-06 -0.14 -0.11 -0.07 -0.035 2e-06

(a) u,® [cm] (b) u,™ [cm]

Min: -1.998e-06
Max: 0.01214

-2e-06 0.003 0.0061  0.0091 0.012

(c) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.10. Wykresy warstwicowe skladowej ugiecia u, [cm]: a) rozwiazanie uzyskane z teorii
sprezystosci (TS), b) rozwiagzanie uzyskane z wytrzymalosci materiatéw (WM) oraz c¢) blad
zdefiniowany jako A(u,) = ugs - UZVM

Material modelowany jest jako liniowo sprezysty i izotropowy. Modul Younga E oraz
wspotezynnik Poissona v przyjeto na podstawie tabeli 7.1.

Na prawym brzegu tarczy zablokowano przemieszczenia we wszystkich weztach lezacych
na tej krawedzi. Obciazenie zrealizowano jako ci$nienie powierzchniowe (opcja *Dsload)
o wartosci q przyltozone do gérnej krawedzi tarczy, co odpowiada réwnomiernemu obcigzeniu

liniowemu p = ¢q - b.

q
O O O A A A A N N A N N A AN AR

it

IRAP AR

T

> 200.00 cm -

Rysunek 7.11. Model obliczeniowy z warunkami brzegowymi i siatka elementéw skonczonych

Liniowe zadanie statyki, przy zalozeniu matych przemieszczen i odksztalcen, rozwia-

zano w jednym kroku obliczeniowym. Na rys. 7.12 przedstawiono wykresy warstwicowe
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przemieszczen poziomych w, oraz pionowych u,, natomiast na rys. 7.13 zamieszczono

rozktady sktadowych o.,, 04y, 04, tensora naprezen.

Min: -0.02158 Min: -0.1359
Max: 0.02133 Max: -5.098e-37

-0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.021 -0.14 -0.1 -0.068 -0.034 -5.1e-37

() ug [cm] (b) uy [cm]

Rysunek 7.12. Wykresy warstwicowe przemieszczen: a) skladowa pozioma u,, b) skladowa
pionowa uy

Min: -0.1882
Max: 0.1899

4dEE T T
14 068 0029 074 15 0.19  -0.094 0.00088 0.095  0.19
(a) 04s [kN/cm?] (b) o4y [kN/cm?]

Min: -0.0001265
Max: 0.2192

-0.00013 0.055 0.11 0.16 0.22

(¢) 02y [KN/cm?|

Rysunek 7.13. Wykresy warstwicowe skladowych tensora naprezen: a) oz, b) oyy, ) 0ay

7.4.3. Rozwigzanie zadania PSN przy pomocy sieci PINN

W celu zbadania wptywu sformutowania, architektury sieci oraz sposobu wymuszania
warunkow brzegowych na jakos¢ aproksymacji, szybkos¢ zbieznosci i czas obliczen, rozpa-
trzono cztery warianty rozwigzania zadania tarczy wspornikowej metoda PINN. Warianty
réznia sie liczba wyjéé sieci (2 lub 5), typem architektury (FNN/PFNN) oraz rodzajem
warunkow brzegowych (miekkie/twarde). Warianty oznaczono symbolami W1-W4, a ich
charakterystyke zestawiono w tabeli 7.2.

Wariant W1 korzysta z sformutowania przemieszczeniowego — sie¢ aproksymuje wytacz-

nie pola przemieszczen (i, 0), naprezenia obliczane sa z réwnan konstytutywnych. Warianty
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Tabela 7.2. Zestawienie badanych wariantéw PINN dla tarczy wspornikowej

Wi W2 W3 w4
Sformutowanie przemieszczeniowe mieszane mieszane mieszane
Architektura FNN FNN PFNN FNN
Liczba wyjsé 2 5 5 )
Wyjscia U, O U, D, Oy Oyys Ouy
Residua PDE 3 6 6 6
— réownowagi 2 2 2 2
— zgodnodci 1 1 1 1
— konstytutywne — 3 3 3
Warunki brzeg. soft soft soft hard
BC naprezeniowe OperatorBC DirichletBC DirichletBC transf. (7.84)

W2-W4 stosuja sformutowanie mieszane z piecioma wyjsciami, w ktérym sie¢ aproksymuje
jednoczesnie przemieszczenia i naprezenia. Wariant W3 jako jedyny wykorzystuje architek-
ture PFNN, umozliwiajaca niezalezng parametryzacje poszczegdlnych sktadowych. Wariant
W4 stosuje twarde warunki brzegowe, realizowane przez transformacje wyjscia sieci (7.84),
dzieki czemu warunki brzegowe sa spelnione $cisle. Wspélne dla wszystkich wariantow
elementy — bezwymiarowos¢, skalowanie oraz przyjete warunki brzegowe, a takze szczegoty

poszczegolnych wariantow przedstawiono ponize;j.

Bezwymiarowas¢ i skalowanie

Na podstawie analizy rozwigzania jednowymiarowego stwierdzono konieczno$¢ zastoso-

wania podejs$cia bezwymiarowego. Wprowadzono bezwymiarowe wspotrzedne przestrzenne:

x Yy Y
§=7 v w=El n= = > y=2An, (7.66)

gdzie [ oznacza dhugosé tarczy, a 2c¢ jej wysoko$é oraz bezwymiarowy parametr geome-

tryczny:

1

opisujacy proporcje wysokosci do dtugosci tarczy. Operatory rézniczkowe we wspéirzednych

bezwymiarowych przyjmuja postac:

0

0 0 1 0
ox ’

% s (7.68)

o~ =
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Po wprowadzeniu bezwymiarowych wspotrzednych sktadowe pola przemieszezen przyij-

mujg postac:

l
u(€,n) = o [20 (€3 —1)—20(24+ )\ € 7 +3(2450) A2(§—1)n+5m2(g—1)}, (7.69)
v(E,n) = —QO%AB {10(1 +20) Mn? — 60v €20 — 3(5 + 2v) At — 10A*n + 150A% (&% — 3)
4 1202(262 — 3) — 5(€1 + 3) + 206 + 12(2 + 5v) g],
(7.70)
a sktadowe tensora naprezen:
_ 4 2 2.2 2
0ar(€,) = 357 (3067 = 200%0° + 30%)
3q
Ouy(€,m) = 2\ (1 —4n ) (7.71)
q
oyy(§:1) = 5 (47 = 3n—1).

7 powyzszych wyrazen wynika, ze poszczegdlne sktadowe pol skaluja sie z réznymi potegami
parametru A. W celu ujednolicenia rzedu wielkosci wyjsé¢ sieci neuronowej wprowadzono
skale normalizujace:

l
=1 oot (7.72)

gdzie k jest wyktadnikiem skalowania (w obliczeniach przyjeto k = 2). Bezwymiarowe pola

wyjsciowe sieci zdefiniowano jako ; = u;/ug oraz 6;; = 0;;/00.

Warunki brzegowe

W wariantach W1-W3 (miekkie warunki brzegowe) na prawym brzegu przyjeto osta-
bione warunki kinematyczne (7.55), aby zachowaé zgodno$é z rozwiazaniem referencyj-
nym (TS) i umozliwi¢ bezposrednie poréwnanie wynikow.

Warunki naprezeniowe na gornej i dolnej krawedzi przyjeto we wspotrzednych bez-
wymiarowych analogicznie do (7.22) i (7.23). Na lewej krawedzi (¢ = 0) w rozwiazaniu
analitycznym zastosowano ostabione warunki brzegowe w postaci catkowej (7.39), wyni-
kajace z zasady Saint-Venanta, poniewaz przyjeta wielomianowa postaé pola naprezen
nie pozwala na punktowe spetnienie warunku (7.24) dla dowolnego y € (—c¢, ¢). W im-

plementacji PINN takie ograniczenie nie wystepuje — sie¢ neuronowa moze ksztattowac
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dowolny rozktad naprezen na brzegu. Poczatkowo podjeto prébe zastosowania warunkow
ostabionych analogicznie do rozwiazania TS, jednak warunki te spetniane sg przez sie¢
jedynie w przyblizeniu (jako sktadniki kary w funkcji kosztu), a powstate residua okazaly
si¢ wystarczajace do wygenerowania niezerowego momentu na tej krawedzi. Zrezygnowano
zatem z warunkéw ostabionych na rzecz silnych (punktowych) warunkow brzegowych (7.24)
na catej lewej krawedzi.

Ostatecznie warunki brzegowe we wspotrzednych bezwymiarowych przyjmuja postac:

n=3, £€(0;1): 6oy =0, b, =—q, (7.73)

n=-3 £€(0;1): 6oy =0, 64y =0, (7.74)

E=0,ne (—%; %) : Opw =0, G4y =0, (7.75)
ot

=1.n=0: =0 9=0—=0. 7.76

f b 77 u ) U ) 877 ( )

gdzie ¢ = q/oy.

Procedura treningu

We wszystkich wariantach zastosowano jednolita procedure treningu. W bezwymiarowe;

domenie [0,1] x [—1, 1] wygenerowano losowo 1000 punktéw residuum w domenie (punkty
PDE) oraz 500 punktéw na brzegu, a dodatkowe 100 punktéw testowych wykorzystano
do monitorowania btedu aproksymacji wzgledem rozwiazania analitycznego (TS). Funkcje
kosztu zdefiniowano jako:

L= LPDE + LBC- (777)

Trening przebiegal dwuetapowo. W pierwszej fazie zastosowano optymalizator Adam
z krokiem uczenia 1073 przez maksymalnie 10° iteracji, z mechanizmem wczesnego za-
trzymania (early stopping) monitorujacym warto$¢ funkeji kosztu na zbiorze testowym
(maksymalna liczba iteracji bez poprawy: 5 - 10%). W drugiej fazie przeprowadzono dostra-
janie metoda L-BFGS-B, co pozwolito na dalsza redukcje¢ residuéw w otoczeniu minimum
znalezionego przez Adama.

We wszystkich wariantach funkcja aktywacji byta tanh, a wagi inicjalizowano metoda

Glorot uniform [38].
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Jako rozwigzanie referencyjne wykorzystano analityczna posta¢ pol przemieszczen
i naprezen (rozwiazanie TS), co umozliwito biezaca ocene jakosci aproksymacji poprzez
obliczanie btedu wzglednego normyL? w punktach testowych. W wariancie W4 (twarde
warunki brzegowe), w ktérym warunki brzegowe nie odpowiadaja doktadnie rozwigza-
niu TS, jako dodatkowe rozwigzanie referencyjne wykorzystano model MES. Kod zZrodtowy
implementacji zamieszczono w zataczniku 8.

Kod podzielono na modut gtéwny train.py oraz pakiet src/ zawierajacy pie¢ modutéw:
params.py (parametry fizyczne, wielkosci pochodne, operatory rézniczkowe), pde.py (re-
sidua réwnan rézniczkowych), bes.py (warunki brzegowe miekkie i twarde), solution.py
(rozwiazanie analityczne TS i MES) oraz network.py (budowa architektury FNN/PFNN).
Wszystkie hiperparametry zebrane sa w pliku config.yaml, co umozliwia uruchamianie

poszczegolnych wariantow bez modyfikacji kodu zrodtowego.

Wariant W1 — FNN, sformulowanie w przemieszczeniach, miekkie warunki

brzegowe

W sformutowaniu przemieszczeniowym sie¢ neuronowa aproksymuje pole przemieszczen

u = (u, ), a naprezenia wyznaczane sa posrednio — z predykowanego pola przemieszczen

poprzez automatyczne rézniczkowanie i zwiazek konstytutywny (odwrotnosé zalezno-
Sci (7.44)):

o=C-eg(a), (7.78)

Funkcja kosztu Lppg obejmuje trzy residua. Dwa odpowiadaja bezwymiarowym row-

naniom réwnowagi:

1 (106 1 06 1 (10¢s 1 06
Re == T L Ty Re T el Ty 7 Yy 7.79
@ ag<l o o (‘377)’ Y 00<l o€ "o 87])’ (7.79)
a trzecie — rownaniu zgodnosci w naprezeniach:
L o
Reomp = . Vi (0ue + 0yy) - (7.80)

Warunki brzegowe naprezeniowe na krawedziach tarczy realizowane sa za pomoca operatora

OperatorBC, ktéry pozwala zdefiniowaé¢ dowolny warunek w postaci f(1) = 0 na brzegu.
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W tym przypadku operator wyznacza naprezenia z predykowanego pola przemieszczen
za pomoca zaleznosci (7.78) i poréwnuje je z wartosciami zadanymi.
Zastosowano architekture FNN (sie¢ w peni potaczona) z czterema warstwami ukrytymi

po 64 neurony i dwoma wyj$ciami. Schemat architektury przedstawiono na rys. 7.14.

CO—C O C > C O

-\ N,
T S NS
X X KA KA —LKLKE <
\,’.\’A A'I.\'A A'I.\’A A'I.“’/
LIPS %%.

NN\
Sa¥alal

Rysunek 7.14. Schemat architektury sieci FNN w wariancie W1

Poréwnanie przewidywanych pdl przemieszczen i naprezen z rozwigzaniem referencyij-

nym (TS) przedstawiono na rys. 7.15-7.19.

Min: -0.9269 Min: -0.956
Max: 0.9243 Max: 0.956

4dEmN T T 4dEmS T >
-0.96 -0.48 1.1e-16 0.48 0.96 -0.96 -0.48 1.1e-16 0.48 0.96
(a) oEINN™ (kN /em?] (b) oI5 [kN/cm?]

Min: -0.03172
Max: 0.02913] .~

-0.032 -0.016 0 0.016 0.032

(c) Bltad Ao, [kN/cm?]

Rysunek 7.15. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia o, [kN/cm?]: a) rozwiazanie

z PINN w wariancie W1, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), c¢) btad bezwzgledny Aoy, =

PINNW1 TS
Ozz — Oy
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|

Max: 0
- — - >

-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0

(a) oPINN™! (KN /em?] (b) oT% [kN/cm?]

Min: -0.0008757}, \ /
Max: 0.0008629 |, %

-0.00088 -0.00044 0 0.00044 0.00088

(c) Blad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.16. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia oy, [kN/cm?]: a) rozwiazanie
z PINN w wariancie W1, b) rozwigzanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) blad bezwzgledny Aoy, =

PINNWL TS
Tyy Tyy

Min: -0.0008982 Min: 0
Max: 0.1182 Max: 0.12

- _Twm - T
0 0.03 0.06 0.09 0.12 0 0.03 0.06 0.09 0.12
(a) oPINN"" [N /em?] (b) oz, [kN/cm?]

Min: -0.002256 ’
Max: 0.0005423 [ T

-0.0023 -0.0011 0 00011 0.0023
(c) Blad Ao,y [kN/cm?]

Rysunek 7.17. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia oy, [kN/cm?): a) rozwiazanie

z PINN w wariancie W1, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) btad bezwzgledny Aoy, =

PINNW1 TS
g 2y — 0 Ty
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Min: -0.02112 Min: -0.02207
Max: 0.02086 Max: 0.02181

-0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.022 -0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.022

(a) uP™NNY [em)] (b) uz® [cm]

Min: -0.000951
Max: 0.0009492

-0.00095 -0.00048 0 0.00048 0.00095

(c) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.18. Wykresy warstwicowe przemieszczenia poziomego u, [cm]: a) rozwiazanie
z PINN w wariancie W1, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), c¢) btad bezwzgledny Au, =
uPINNW1 _ TS

xr xr

-0.14 -0.11 -0.07 -0.035 2e-06 -0.14 -0.11 -0.07 -0.035 2e-06

(2) up™ " [em] (b) uy® [om]

Min: -2.842e-07
Max: 0.005449

-0.0054 -0.0027 0 0.0027  0.0054

(c) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.19. Wykresy warstwicowe przemieszczenia pionowego u, [cm]: a) rozwigzanie
z PINN w wariancie W1, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) blad bezwzgledny Au, =

PINNWL TS
Uy Uy

Wariant W2 — FNN, sformulowanie mieszane, miekkie warunki brzegowe

W sformutowaniu mieszanym sie¢ posiada pie¢ wyjs¢: dwa bezwymiarowe przemiesz-

czenia (4, ¥) oraz trzy bezwymiarowe naprezenia (6,4, 04y, 04y). Funkcja kosztu Lppg
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obejmuje szes¢ residuéw. Dwa réwnania réwnowagi operuja na wyjsciach naprezeniowych

sieci:

1 06 1 06 1 06 1 06
Regs =5 0 + — =22, Reqy= - -2 4 — Y 7.81
@ 0 + 2¢ On W o 2¢ On (7.81)
rownanie zgodnosci ma postac:
Rcomp = v2(&mx + 6-yy) s (782)

natomiast trzy residua konstytutywne wymuszaja zgodno$¢ naprezen sieciowych ze zwiaz-

kiem konstytutywnym:
C-e(
R -Cc® 4 (7.83)

0o

gdzie & — (G4, Gy, Ouy) Oznacza bezposrednie wyjscia naprezeniowe sieci.
Zastosowano architekture FNN z czterema warstwami ukrytymi po 64 neurony i pie-

cioma wyjsciami. Schemat architektury przedstawiono na rys. 7.20.
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Rysunek 7.20. Schemat architektury sieci FNN w wariancie W2

Poréwnanie przewidywanych pol przemieszczen i naprezen z rozwigzaniem referencyij-

nym (TS) przedstawiono na rys. 7.21-7.25.
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Min: -0.9354 Min: -0.956
Max: 0.935 Max: 0.956

-0.96 -0.48 0 0.48 0.96 -0.96 -0.48 l.1e-16 0.48 0.96

(a) oPINNY? KN /em?] (b) 0TS [kN/cm?]

0021 -0011 0 0011  0.021
(c) Btad Aoy, [kN/cm?]
Rysunek 7.21. Wykresy warstwicowe sktadowej naprezenia o,, [kN/cm?]: a) rozwigzanie

z PINN w wariancie W2, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) blad bezwzgledny Aoy, =

PINNW2 TS
Oz — Oz

Min: -0.02022 Min: -0.02
Max: 0.0003505 Max: 0

4dams T e 4dmE T >

0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0

(a) oPINNY? [N /em?] (b) oy, [kN/cm?]

Min: -0.0007182], |
Max: 0.0006167 ?

-0.00072 -0.00036 0  0.00036 0.00072
(c) Blad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.22. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia oy, [kN/cm?]: a) rozwiazanie

z PINN w wariancie W2, b) rozwigzanie z teorii sprezystosci (TS), c¢) blad bezwzgledny Aoy, =

PINNW2 TS
Tyy Tyy
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Min: -0.0006628
Max: 0.1188

Min: -0.001732
Max: 0.0003552 |-z T -

-0.0017 -0.00087 0 0.00087 0.0017

(c) Blad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.23. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia o, [kN/cm?]: a) rozwiazanie
z PINN w wariancie W2, b) rozwigzanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) btad bezwzgledny Aoy, =

PINNW2 TS
Uzy — U:vy

Min: -0.02138
Max: 0.02111

Min: -0.02207
Max: 0.02181

-0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.022 -0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.022

() uE™N" [cm) (b) ul® [cm]

Min: -0.0006977
Max: 0.0006917

-0.0007 -0.00035 0 0.00035 0.0007

(c) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.24. Wykresy warstwicowe przemieszczenia poziomego u, [cm]: a) rozwiazanie

z PINN w wariancie W2, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), c¢) blad bezwzgledny Au, =
UPINNW2 _ T8
X X
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Min: -0.1401
Max: 1.998e-06

= -

-0.035 2e-06 -0.14 -0.11 -0.07 -0.035 2e-06

Min: -0.1362
Max: 2.294e-06

(a) u51NNW2 [cm] (b) ugs [cm]

Min: -1.675e-07
Max: 0.003931

-0.0039  -0.002 0 0.002 0.0039

(c) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.25. Wykresy warstwicowe przemieszczenia pionowego u, [cm]: a) rozwigzanie
z PINN w wariancie W2, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) blad bezwzgledny Au, =
UPINNVW _ T8

Yy Yy

Wariant W3 — PFNN, sformulowanie mieszane, miekkie warunki brzegowe

Wariant W3 wykorzystuje to samo sformutowanie mieszane i mickkie warunki brze-
gowe co wariant W2. Jedyna réznica jest zastosowanie architektury PFNN (Parallel
Fully-Connected Network), w ktérej kazda z pieciu sktadowych wyjsciowych (@, 9, G4, Gy,
G.y) aproksymowana jest przez odrebna podsie¢ (galaz) o strukturze [2, 32, 32, 32, 32, 1].
Galezie nie sg ze sobg sprzezone — nie stosowano potaczen krzyzowych ani ponownego
scalania reprezentacji pomiedzy warstwami. Architekture PFNN zastosowano wzorujac
sie na przyktadzie z dokumentacji biblioteki DeepXDE [41], w ktérym wykorzystano ja,
do rozwiazania zadania teorii sprezystosci. Nalezy jednak zauwazy¢, ze w rozpatrywanym
problemie pola przemieszczen i naprezen s ze soba $cisle powiazane poprzez zwigzek kon-
stytutywny, co podwaza zasadno$¢ stosowania niezaleznych galezi. Weryfikacje tej hipotezy
— tj. czy architektura PFNN przynosi rzeczywista korzys¢ w porownaniu z FNN dla tego
typu zadan — przedstawiono w dalszej czesci pracy na podstawie poréwnania wynikow
wariantow W2 i W3. Schemat zastosowanej architektury PFNN przedstawiono na rys. 7.26.
Grafika zostata wygenerowana automatycznie na podstawie wytrenowanego modelu przy
uzyciu narzedzia Netron [137] i odzwierciedla rzeczywista strukture obliczeniowa sieci. Bloki
typu Gemm odpowiadaja warstwom sieci wielowarstwowej (operacja mnozenia macierzy

wag przez wektor wejsciowy wraz z dodaniem wektora wyrazéw wolnych), natomiast
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wezty Identity reprezentuja operacje identycznosci, wprowadzane przez framework w celu

organizacji grafu obliczeniowego i nie wptywaja na wynik predykcji.

e

Gemm Gemm Gemm Gemm
input (32) B(32x2) input (32) B(32x2) input (32) B(32x2) input (32) B(32x2)

input (32) B(32x32) input (32) B(32x32) input (32) B(32x32) input (32) B(32:32) input (32) B (32x32)
input (32) B(32:32) input (32) B(32x32) input (32) B(32x32) input (32) B(32x32) input (32) B(32x32)
B(32x32)

Identity

Identity

input (32) input (32)

input (32)

Identity

input (1)

Gemm

B(1x32)
(1)

Rysunek 7.26. Schemat architektury zastosowanej sieci PFNN w wariancie W3

Poréwnanie przewidywanych pol przemieszczen i naprezen z rozwigzaniem referencyij-

nym (TS) przedstawiono na rys. 7.27-7.31.

Min: -0.9339 Min: -0.956
Max: 0.934 Max: 0.956
4dEmTS T e 4dEmT T >
-0.96 -0.48 0 0.48 0.96 -0.96 -0.48 1.1e-16 0.48 0.96
(a) oEINN™ [kN/em?] (b) oI5 [kN/cm?]

0022 0011 0 0011  0.022
(c) Btad Aoy, [kN/cm?]
Rysunek 7.27. Wykresy warstwicowe sktadowej naprezenia 0., [kN/cm?]: a) rozwiazanie

z PINN w wariancie W3, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) blad bezwzgledny Aoy, =

PINNW3 TS
Oxx — Oy
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]
Mi 02
M

. T T T

-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0

(a) oPINN™ (kN /em?] (b) oT% [kN/cm?]

Min: -0.0006585. . ST
Max: 0.0008033 /

-0.0008 -0.0004 0 0.0004 0.0008

(c) Blad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.28. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia oy, [kN/cm?]: a) rozwiazanie
z PINN w wariancie W3, b) rozwigzanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) blad bezwzgledny Aoy, =

PINNWS TS
Tyy Tyy

Min: -0.0005297 Min: 0
Max: 0.1185 Max: 0.12

- _Twm - T
0 0.03 0.06 0.09 0.12 0 0.03 0.06 0.09 0.12
(a) oPINN™ [N /em?] (b) oz, [kN/cm?]

:-0.001671
Max: 0.0002981 [

-0.0017 -0.00084 0  0.00084 0.0017
(c) Blad Ao,y [kN/cm?]

Rysunek 7.29. Wykresy warstwicowe skladowej naprezenia oy, [kN/cm?): a) rozwiazanie

z PINN w wariancie W3, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), ¢) btad bezwzgledny Aoy, =

PINNW3 TS
g 2y — 0 Ty
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Min: -0.02134 Min: -0.02207
Max: 0.02109 Max: 0.02181

-0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.022 -0.022 -0.011 -0.00013 0.011 0.022

(a) uP™NN [em)] (b) uz® [cm]

Min: -0.000718
Max: 0.0007252

-0.00073 -0.00036 0 0.00036 0.00073

(c) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.30. Wykresy warstwicowe przemieszczenia poziomego u, [cm]: a) rozwiazanie

z PINN w wariancie W3, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), c¢) btad bezwzgledny Au, =
PINNWS TS
xr xr

-0.14 -0.11 -0.07 -0.035 2e-06 -0.14 -0.11 -0.07 -0.035 2e-06

(2) up™N" [em] (b) uy® [om]

Min: -8.079e-08
Max: 0.00415

-0.0041 -0.0021 0 0.0021  0.0041

(c) Blad Au, [cm]
Rysunek 7.31. Wykresy warstwicowe przemieszczenia pionowego u, [cm]: a) rozwigzanie
z PINN w wariancie W3, b) rozwiazanie z teorii sprezystosci (TS), c¢) blad bezwzgledny Au, =

PINNW3 TS
Uy Uy

Wariant W4 — FNN, sformulowanie, twarde warunki brzegowe

Wariant W4 wykorzystuje to samo sformutowanie mieszane i architekture FNN co wa-
riant W2. Réznica polega na sposobie wymuszania warunkéw brzegowych — zastosowano

twarde warunki brzegowe (hard BCs), polegajace na transformacji wyjs¢ sieci, tak aby
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warunki brzegowe byty spelnione z definicji, niezaleznie od wartosci parametréw sieci.

Transformacje zdefiniowano jako:

@ — fo(1-29),

b = fi(l1=8),
Goz = f2§, (7.84)
by = —i(n+3)+fsm+3)(n—13)
6oy = f1€(n+3)(n—3),

gdzie f; oznaczaja surowe wyjscia sieci, a ¢ = q/0o. Mnozniki zeruja sie na odpowiednich
brzegach, wymuszajac: & = 019 = 0 przy £ = 1 (utwierdzenie na prawym brzegu), 6,, = 0
i 64y = 0 przy £ = 0 (wolny lewy brzeg), 6,, = 01 6,y = 0 przy n = —3 (wolna dolna
krawedz) i 6, = —q i 64y = 0 przy n = % (obciazenie na gérnej krawedzi). W konsekwencji

sktadowa Lpc w funkcji kosztu jest pusta — sie¢ spetnia warunki brzegowe z definicji.

Schemat architektury przedstawiono na rys. 7.32.
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Rysunek 7.32. Schemat architektury sieci FNN w wariancie W4

Uzyskanie zbieznosci wariantu W4 wymagato stopniowego dostrajania hiperparame-

trow treningowych. W konfiguracji poczatkowej przy kroku uczenia 0.001 i 1000 punktow
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wzgledny blad €,, wynosit 0.61, co $§wiadczy o braku zbieznoéci, nie zas jedynie o niedosta-
tecznej doktadnosci.

W pierwszej kolejnosci zwiekszono liczbe punktow residuum z 1000 do 8000. Analo-
gicznie jak w MES, gdzie zageszczenie siatki jest konieczne do uchwycenia koncentracji
naprezen w poblizu utwierdzenia, tak w PINN wystarczajaca gestos¢ punktow residuum
warunkuje zdolnos¢ sieci do odwzorowania lokalnych gradientéw pola rozwigzania. Blad
€r, spadl do 0.28.

Nastepnie zmniejszono krok uczenia z 0.001 do 0.0005. W wariantach z miekkimi
warunkami brzegowymi funkcja kosztu zawiera jawny sktadnik Lpc, ktéry dostarcza
optymalizatorowi wyrazny sygnatl we wczesnych fazach treningu — sie¢ szybko uczy sie
spelnia¢ warunki brzegowe, co nadaje wyjsciom sensowny ksztatt i stabilizuje dalsza
optymalizacje. W wariancie W4 tego sktadnika nie ma, a cato$¢ informacji o rozwigzaniu
pochodzi wytacznie z residuum PDE, ktore jest trudniejszym sygnalem treningowym.
Ponadto surowe wyjscia sieci f; sa mnozone przez funkcje wspétrzednych (np. 6., =
f1&(m+ 3)(n—13)), co przy obliczaniu gradientéw funkeji kosztu po parametrach sieci —
na mocy reguty tancuchowej — powoduje, ze gradienty staja sie bardziej zmienne, zalezac
nie tylko od f;, ale tez od wartosci wspotrzednych w danym punkcie. Przy zbyt duzym
kroku uczenia te bardziej zmienne gradienty prowadza do nadmiernych skokéow parametréw
miedzy kolejnymi iteracjami. Zmniejszenie kroku uczenia ogranicza te skoki i stabilizuje
przebieg treningu. Biad €, spadt do 0.19.

Kolejnym krokiem byto zwigkszenie liczby punktow residuum do 40 000. Rozwiazanie
referencyjne MES wykorzystuje ok. 40000 elementéw skonczonych ze zredukowanym
catkowaniem, co daje porownywalng liczbe punktéw ewaluacji réwnan — przyjeto zatem
analogiczna gestos¢ probkowania domeny. Btad €, spadt do 0.14.

Na koncu dodano dodatkowe punkty residuum: do 40000 punktéw réwnomiernie
rozmieszczonych w domenie dodano po 5000 punktéw w dwoch strefach naroznych przy
utwierdzeniu — £ € [0.70; 1.0], n € [0.20; 0.5] oraz £ € [0.70; 1.0], n € [—0.5; —0.20].
Zageszczenie w tych obszarach wynika z tego, ze w poblizu utwierdzenia wystepuja
najwyzsze gradienty naprezen i przemieszczen — jest to strefa, w ktérej sie¢ najtrudniej

odwzorowuje rozwiazanie i w ktorej btad residuum PDE jest z reguty najwiekszy.
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Przebieg wzglednego btedu €, w kolejnych konfiguracjach przedstawiono na rys. 7.33.
Btad obliczano miedzy rozwiazaniem PINN a referencyjnym rozwiazaniem MES na zbiorze
punktow testowych.

Dodanie zageszczonych punktéw w strefach naroznych nie przyniosto dalszej poprawy
btedu €,,. Najbardziej prawdopodobna przyczyna jest to, ze wprowadzenie 10 000 dodatko-
wych punktéw skoncentrowanych w waskim obszarze przy 40 000 punktéow w catej domenie
sprawia, iz okoto 20% sygnalu treningowego pochodzi ze stosunkowo niewielkiej strefy.
Wang i in. [136] wykazali, ze poszczegdlne sktadniki funkeji kosztu PINN moga zbiegaé
z bardzo roznymi predkosciami, prowadzac do braku zbieznosci treningu. Nadreprezentacja
punktow z okolicy utwierdzenia dziata analogicznie — optymalizator moze poprawiaé
dopasowanie w strefie naroznej kosztem pogorszenia w pozostalych czesciach domeny,
w efekcie czego globalny btad €, nie maleje. Dodatkowym czynnikiem jest to, ze rozktad
zageszczonych punktéw zostal ustalony z géry, a nie na podstawie biezacych wartosci
residuum. Wu i in. [138] pokazali, ze dynamiczne metody probkowania (RAD, RAR-D)
istotnie poprawiaja doktadnos¢ PINN, poniewaz kieruja punkty tam, gdzie sie¢ faktycznie

popetnia najwicksze btedy.

0.61
0.6 |- |
&
=5
.S
204+ 2
a0
N
= 0.28
= 0.21
R o02] 0.19 |
0.13
O 1 1 1 1 1
le3 8e3 8e3. Ir 40e3. Ir| 40e3. 1rJ.
ZageszCz.
Konfiguracja

Rysunek 7.33. Wzgledny blad €y, wariantu W4 w funkcji kolejnych modyfikacji hiperparametréow:
zwiekszenie liczby punktéw residuum (1 000 — 8 000 — 40 000), zmniejszenie kroku uczenia
(Ir}) oraz zageszczenie punktéw w strefach naroznych przy utwierdzeniu

169



Sieci neuronowe oparte na fizyce (PINN) w zagadnieniach brzegowych mechaniki ...

Poréwnanie przewidywanych pol przemieszczen i naprezen z rozwigzaniem referencyij-

nym (MES) przedstawiono na rys. 7.34-7.38.

Min: -0.9385 Min: -1.397
Max: 0.986 Max: 1.456

dJEmT T e a0 O T
-1.4 -0.68 0.029 0.74 1.5 -1.4 -0.68 0.029 0.74 1.5
(a) oEINN™" (kN /em?] (b) oMPFS [kN/cm?]

Min: -0.4945
Max:0.4766)

(c) Bltad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.34. Wykresy warstwicowe sktadowej naprezenia o, [kN/cm?]: a) rozwiazanie z PINN

w wariancie W4, b) rozwiazanie z MES, ¢) blad bezwzgledny Aoy, = UENNWAI — oMES

Min: -0.06282 Min: -0.1882
Max: 0.07499 Max: 0.1899

019 -0.094 0.00088 0.095  0.19 019  -0.094 0.00088 0.095  0.19
wi MES 2
(a) op NN [kN/em?] (b) oy, [kN/cm?]
T {
1 -
I — ;
T T ~ it
Min: -0.2085 L
Max: 0.1875 R
021 01 0 0.1 021

(c) Blad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.35. Wykresy warstwicowe sktadowej naprezenia o, [kN/cm?]: a) rozwigzanie z PINN

W4
PINN _ O.MES

w wariancie W4, b) rozwiazanie z MES, c) blad bezwzgledny Aoy, = o, y
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Min: 0 Min: -0.0001265
Max: 0.128 Max: 0.2192
-0.00013 0.055 0.11 0.16 0.22 -0.00013 0.055 0.11 0.16 0.22

(a) oEINN™" (kN /em?] (b) oMES [kN/cm?]

= &

Min: -0.1943
Max: 0.04028

-0.19 -0.097 0 0.097 0.19

(c) Blad Aoy, [kN/cm?]

Rysunek 7.36. Wykresy warstwicowe sktadowej naprezenia o, [kN/cm?]: a) rozwigzanie z PINN

w wariancie W4, b) rozwiazanie z MES, c) blad bezwzgledny Ao, = gPINNYE _ MES

Y zy
Min: 0.01876 oo Min: -0.02158 | e
Max: 0.01852 " Max: 0.02133
©0.022 -0.011 -0.00013 0.011  0.021 0.022 -0.011 -0.00013 0.011  0.021
w4 MES
(a) uy™N" [em] (b) ug ™ [cm]

Min: -0.002815
Max: 0.002829

-0.0028 -0.0014 0 0.0014 0.0028

(¢) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.37. Wykresy warstwicowe przemieszczenia poziomego u, [cm]: a) rozwiazanie z PINN

PINNW4 uMES
X xX

w wariancie W4, b) rozwiazanie z MES, ¢) blad bezwzgledny Au, = u
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Min: -0.1186
Max: -0

Min: -0.1359

Max: -5.098e-37
. R .
-0.14 0.1 ﬁ -0.034 -5.1e-37 -0.14 0.1 ?(g -0.034 -5.1e-37
(a) uP™" [em) (b) udFS [cm]
Max: 0.01731
-0.017  -0.0087 0 0.0087  0.017

(c) Blad Au, [cm]

Rysunek 7.38. Wykresy warstwicowe przemieszczenia pionowego u,, [cm]: a) rozwigzanie z PINN

PINNW4 uMES
)

w wariancie W4, b) rozwiazanie z MES, ¢) blad bezwzgledny Au, = Uy,

Wyniki

Poréwnanie przewidywanych pol przemieszczen i naprezen ze wszystkich warian-
téw z rozwiazaniem referencyjnym (TS, a w wariancie W4 — MES) przedstawiono na
rys. 7.15-7.38. Przebiegi zbieznosci funkcji kosztu dla wariantéw W1-W4 zestawiono
na rys. 7.39-7.41. Zbiorcze zestawienie wynikéw przedstawiono w tabeli 7.3. Wszystkie
obliczenia przeprowadzono na karcie graficznej NVIDIA RTX A6000 (48 GB VRAM)
z wykorzystaniem biblioteki DeepXDE w wersji 1.15.0 [131] z backendem PyTorch [42].
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Rysunek 7.39. Poréwnanie sumarycznej funkcji kosztu L dla wariantow W1-W4
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Rysunek 7.40. Poréwnanie sktadowej Lppg dla wariantéw W1-W4
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Rysunek 7.41. Por6wnanie skladowej Lpc dla wariantéw W1-W3 (wariant W4 nie posiada
skladowej Lpc)
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Tabela 7.3. Zbiorcze zestawienie wynikéw wariantow W1-W4: wzgledny blad €, przemieszczen
i naprezen wzgledem rozwiazania referencyjnego (TS/MES), liczba iteracji fazy Adam oraz czas
obliczen

er,(0) [%] 3.82 275 291 1256
et (o) [%] — 2384 300 1260
e, (calk.) [%] 382 276 292 1256

Iteracje Adam [x103] 630 390 400 465

Iteracje L-BFGS 1092 3723 2850 13206
Czas Adam [s] 11793 3678 9999 8732
Czas L-BFGS [s] 26 188 184 328

Warianty W1-W3 osiagnely zblizony poziom btedu wzglednego €, rzedu 2.8-3.8% dla
przemieszczen i 2.8-3.0 % dla naprezen wzgledem rozwigzania TS. Najnizszy btad uzyskat
wariant W2 (eg, (u) = 2.75%, €, (o) = 2.84 %), w ktérym pola naprezen sa aproksymowane
jawnie przez dodatkowe wyjscia sieci.

Wariant W1 (formulacja w przemieszczeniach) wymagal najdtuzszego treningu faza
Adam (630 x 10% iteracji, 11793s), jednak uzyskal btad jedynie nieznacznie wyzszy
(€s,(u) = 3.82%). Dhuzszy czas zbieznosci wynika z faktu, ze sie¢ przewiduje tylko dwa pola
przemieszczen, a naprezenia sg wyprowadzane posrednio przez rézniczkowanie i zwiazek
konstytutywny — podejscie to jest bardziej spojne z teorig sprezystosci, lecz wymaga
od optymalizatora jednoczesnego dopasowania wartosci przemieszczen i ich pochodnych
wyzszego rzedu.

Wariant W3 (PFNN) osiagnat btad poréwnywalny z W2 (es,(u) = 2.91%, ¢, (o) =
3.00 %), jednak przy znacznie dtuzszym czasie obliczen (10182s wobec 3866 dla W2).
W architekturze PFNN kazde pole wyjsciowe jest aproksymowane przez odrebna podsiec,
co eliminuje wspotdzielenie cech w warstwach ukrytych miedzy komponentami rozwiaza-
nia. Taki podzial nie ma uzasadnienia fizycznego — sktadowe przemieszczen i naprezen
sg ze soba Scisle powiazane przez rownania rownowagi i zwiazek konstytutywny, a ich

niezalezna aproksymacja uniemozliwia sieci wykorzystanie tych zaleznosci. W efekcie
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architektura PFNN nie przynosi korzysci doktadnosciowych wzgledem standardowej sieci
FNN (W2), jednoczesnie zwiekszajac koszt obliczeniowy.

Wariant W4 (twarde warunki brzegowe) osiagnal btad e, (catk.) = 12.56 %, co jest
wynikiem istotnie wyzszym niz w wariantach W1-W3. Réznica ta wynika jednak przede
wszystkim ze zmiany rozwigzania referencyjnego — wariant W4 jako jedyny jest poréwny-
wany z MES, a nie z rozwigzaniem TS. Zaréwno w PINN (W4), jak i w MES warunki
brzegowe na utwierdzeniu narzucono w sposob silny, jednak w teorii sprezystosci, na kto-
rej oparto rozwigzanie referencyjne, zastosowano stabe warunki brzegowe, co eliminuje
lokalne koncentracje naprezen obecne w rozwigzaniu MES. W efekcie charakter warstwic
w wariancie W4 jest jakosciowo zgodny z MES, natomiast wartosci ekstremalne sa blizsze
rozwigzaniu TS. Pomimo eliminacji sktadowej Lpc z funkcji kosztu (rys. 7.41), wariant
ten wymagal najwiekszej liczby iteracji L-BFGS (13 206).

Pola naprezen og,, 04y, 04y Oraz przemieszczenia u,, u, sa jakosciowo poprawnie
odwzorowane we wszystkich wariantach. Najwieksze btedy bezwzgledne obserwuje sie
w okolicach utwierdzenia, gdzie gradienty pdl sa najwyzsze, co jest charakterystyczne
zarowno dla Metody Elementéw Skoniczonych z rzadks dyskretyzacja, jak i dla sieci PINN
z niewystarczajacym zageszczeniem punktow residuum.

Dodatkowo dla wariantu W2 przeprowadzono dwa eksperymenty pomocnicze majace
na celu zbadanie wpltywu fazy Adam na koncowa doktadno$é¢ modelu. Obserwacja prze-
biegu funkeji kosztu (rys. 7.39) wskazuje, ze najintensywniejszy spadek funkeji kosztu
nastepuje w pierwszych ~30 x 103 iteracjach Adama, po czym dalszy postep jest niewielki
az do momentu wlaczenia optymalizatora L-BFGS, ktéry ponownie znaczaco redukuje
warto$é¢ funkcji kosztu. W celu weryfikacji tej obserwacji w pierwszym eksperymencie
catkowicie pominieto faze Adam i uruchomiono trening wytacznie z optymalizatorem
L-BFGS — sie¢ osiagneta btad e, (catk.) = 3.72 % po zaledwie 6 834 iteracjach w czasie
~94s, co stanowi wynik poréwnywalny z pelnym treningiem W2 (2.76 %), uzyskany
jednak w czasie krétszym o ponad dwa rzedy wielkosci. W drugim eksperymencie faze
Adam ograniczono do 30 x 10 iteracji, po czym kontynuowano trening optymalizatorem
L-BFGS — uzyskano blad e, (catk.) = 5.01 % po 5541 iteracjach L-BFGS w lacznym
czasie ~ 325s. Paradoksalnie skrécenie fazy Adam pogorszyto konicowy wynik wzgledem
wariantu bez Adama, co moze wskazywac, ze czesSciowy trening Adamem prowadzi sie¢

do obszaru przestrzeni parametréw, z ktorego L-BFGS trudniej osiagga globalne minimum.
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Niezaleznie od tego oba eksperymenty potwierdzaja, ze dla rozpatrywanego zadania sam
optymalizator L-BFGS jest w stanie uzyskac satysfakcjonujaca doktadnos¢ w czasie rzedu
minut — tak krétki czas obliczen sugeruje, ze analogiczne eksperymenty bylyby wykonalne

rowniez na konsumenckich kartach graficznych.

7.4.4. Wnioski

Na podstawie przeprowadzonych obliczen dla trzech zadan — poréwnania implementacji
w czystym PyTorch z bibliotekg DeepXDE, zagadnienia belkowego (zadanie 1D) oraz
tarczy w ptaskim stanie naprezenia (zadanie 2D) — sformutowano nastepujace wnioski.

Biblioteka DeepXDE stanowi wygodna naktadke na framework PyTorch, usprawniajaca
definiowanie geometrii, warunkéw brzegowych, residuéw PDE oraz strategii prébkowania
punktow kolokacyjnych. Poréwnanie z wtasng implementacja w czystym PyTorch wykazato,
ze obie Sciezki prowadzg do tozsamych wynikow, jednak DeepXDE istotnie redukuje ilosé¢
kodu i czas potrzebny na przygotowanie eksperymentu, co czyni ja praktycznym narzedziem
do prototypowania modeli PINN.

Kluczowym wnioskiem ptynacym z zadan belkowego i tarczowego jest zréznicowana
wrazliwos¢ sieci na skalowanie danych wejsciowych oraz wyjsciowych w zaleznosci od wy-
miaru zadania. W zagadnieniu 1D (belka) wystarczajace okazalto sie¢ znormalizowanie
wspOtrzednej przestrzennej do przedziatu [0, 1] — skalowanie ugiecia nie byto konieczne,
poniewaz sie¢ samodzielnie radzita sobie z aproksymacja pola o jednorodnym rzedzie
wielkosci. W zadaniu 2D normalizacja zaréwno wspotrzednych wejsciowych (€, 1), jak
i wyjs¢ sieci za pomoca skal og i ug okazalta sie niezbedna dla uzyskania zbieznosci.
Przyjete skale nie musza wynika¢ z rozwiazania analitycznego — w praktyce pomocne
jest wstepne przeprowadzenie obliczen dla parametréw zadania zblizonych do jednosci
(parametry materiatowe, wymiary geometrii), co pozwala zweryfikowaé poprawnos¢ sfor-
mutowania modelu PINN niezaleznie od probleméw ze skalowaniem. Jesli trening zbiega
dla takich parametréw, potwierdza to poprawnos¢ implementacji, a ewentualne trudnosci
ze zbieznoscig dla docelowych wartosci wskazuja na koniecznosé korekty wspoétezynnikow
normalizujacych. Rekomenduje si¢ rowniez zdefiniowanie metryki testowej opartej na roz-
wiazaniu referencyjnym (analitycznym lub MES), ktéra pozwala na biezaco weryfikowaé,
czy trening zmierza w oczekiwanym kierunku. Brak spadku tej metryki w pierwszych
tysigcach iteracji sygnalizuje btednie dobrane wspétczynniki normalizujace, architekture

sieci lub hiperparametry.

176



Sieci neuronowe oparte na fizyce (PINN) w zagadnieniach brzegowych mechaniki ...

Sposréd czterech badanych wariantéw zadania tarczowego najkorzystniejszy stosunek
doktadnosci do kosztu obliczeniowego uzyskano dla wariantu W2 (FNN, sformutowanie mie-
szane, migkkie warunki brzegowe), ktory osiagnat najnizszy btad €, w najkrétszym tacznym
czasie spo$rod wszystkich wariantéw. Wariant W1 (sformutowanie w przemieszczeniach)
wymagal znacznie dtuzszego treningu, lecz jego zaletq jest fizyczna spojnosé — naprezenia
wynikaja bezposrednio z pél przemieszczen przez rozniczkowanie i zwiazek konstytutywny,
co eliminuje ryzyko niefizycznych rozbieznosci miedzy polami. W zastosowaniach, w ktorych
priorytetem jest wewnetrzna zgodno$¢ rozwigzania z réwnaniami mechaniki, wariant ten
pozostaje atrakcyjnym wyborem pomimo wyzszego kosztu.

Architektura PFNN (wariant W3) nie przyniosta wymiernej poprawy dokladnosci
wzgledem standardowej sieci FNN o poréwnywalnej liczbie parametréw, a jednoczesnie
wydtuzyta czas obliczen. W rozpatrywanym problemie sktadowe przemieszczen i naprezen
sq Scisle sprzezone przez réwnania rownowagi oraz zwiazek konstytutywny, co podwaza
zasadno$¢ ich niezaleznej parametryzacji w odrebnych gateziach sieci. Warto odnotowac,
ze architektura PFNN jest zastosowana w oficjalnym przyktadzie biblioteki DeepXDE dla
zadania sprezystosci plyty [41], jednak przeprowadzone eksperymenty nie potwierdzaja jej
przewagi w tym typie zagadnien.

Wariant W4 (twarde warunki brzegowe) eliminuje sktadnik Lpc z funkeji kosztu dzigki
algebraicznym mnoznikom zerujacym, co upraszcza strukture problemu optymalizacyjnego.
Uzyskany btad okazat sie istotnie wyzszy niz w wariantach W1-W3, jednak réznica ta
wynika przede wszystkim ze zmiany rozwigzania referencyjnego — wariant W4 jako jedyny
jest poréwnywany z MES, a nie z rozwigzaniem T'S.

Dwuetapowy trening (Adam + L-BFGS) okazal sie skuteczna strategia we wszystkich
wariantach, przy czym eksperymenty pomocnicze dla W2 wykazaly, ze sam optymalizator
L-BFGS jest w stanie osiggnaé satysfakcjonujaca doktadnosé¢ w czasie kilkudziesieciu
sekend bez jakiejkolwiek fazy Adama. Tak krétki czas obliczen sugeruje, ze analogiczne eks-
perymenty bylyby wykonalne na konsumenckich kartach graficznych, co otwiera mozliwosé
szerszego stosowania metody PINN. Jednoczesnie obserwacja, ze skrocona faza Adama
(30 x 103 iteracji) pogorszyta koricowy wynik wzgledem wariantu bez Adama, wskazuje
na wrazliwosé¢ procesu optymalizacji na punkt startowy fazy L-BFGS — czeéciowy trening
Adamem moze prowadzi¢ sie¢ do obszaru przestrzeni parametrow, z ktérego L-BFGS

trudniej osiaga globalne minimum.
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Eksperymenty z wariantem W4 potwierdzity rowniez istotny wplyw liczby punktow
residuum na zbiezno$¢ rozwigzania. Przy rzadkim prébkowaniu domeny trening nie osiagat
zbieznosci — dopiero zwiekszenie liczby punktéw residuum do 40 000, wartosci poréwny-
walnej z liczba elementéw skoniczonych w modelu referencyjnym MES, pozwolito uzyskac
rozwiazanie. Analogia z gestoscia dyskretyzacji MES nie jest przypadkowa — w obu
podejsciach doktadnos¢ zalezy od liczby punktow, w ktorych wymusza sie spetnienie
rownan.

Uzyskane wyniki potwierdzaja skutecznosé¢ metody PINN w rozwigzywaniu zadan
liniowej teorii sprezystosci, jednak w tej klasie probleméw metoda nie oferuje przewagi
nad MES pod wzgledem dokladno$ci ani czasu obliczen. Potencjal PINN ujawnia sie
w zagadnieniach, w ktérych klasyczne podejscie wymaga wielokrotnego rozwiazywania
uktadu rownan — w szczegolnosci w problemach odwrotnych oraz optymalizacji parametrow
materiatowych. Zastosowanie PINN do takich zadan, obejmujace materiat hipersprezysty

i identyfikacje jego parametrow konstytutywnych, jest przedmiotem kolejnego rozdziatu.
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8. Identyfikacja relacji konstytutywnych materialéw
hipersprezystych z wykorzystaniem platformy
PINNACLE? na podstawie syntetycznych pél

przemieszczen

8.1. Wprowadzenie

W poprzednich rozdziatach parametry modeli hipersprezystosci wyznaczano klasycz-
nie — dopasowujac krzywa naprezenie-wydtuzenie do danych z testow Treloara [33]
(rozciaganie jednoosiowe, dwuosiowe, $cinanie czyste). W praktyce laboratoryjnej najtatwiej
dostepna jest proba jednoosiowego rozciagania. Wykonanie drugiego niezaleznego testu (np.
réwnomiernego rozciagania dwuosiowego lub czystego Scinania) wymaga specjalistycznej
aparatury i jest znacznie trudniejsze do zrealizowania. Tymczasem, jak wykazano w [79],
[139], [140], parametry wyznaczone wylacznie z jednego testu nie przenosza sie poprawnie
na inne stany deformacji — model skalibrowany na probie jednoosiowej moze dawaé
istotne btedy zaréwno w prébie dwuosiowej czy w czystym Scinaniu, jak i w ztozonym,
niejednorodnym stanie deformacji. Wynika to z natury problemu: nieliniowe relacje kon-
stytutywne hipersprezystosci opisuja zachowanie materiatu w przestrzeni wieloosiowych
stanéw odksztatcen, a pojedynczy test eksploruje jedynie waski wycinek tej przestrzeni.
W literaturze postuluje sie wiec wyznaczanie parametrow na podstawie co najmniej
dwéch niezaleznych testéw [66], [67]. Atrakcyjna alternatywa jest wykonanie jednego testu
o niejednorodnym stanie deformacji i rejestracji pél przemieszczen za pomoca cyfrowej
korelacji obrazu (DIC) — taki pomiar dostarcza jednoczesnie informacji o odpowiedzi
materialu w réznych stanach deformacji.

Cyfrowa korelacja obrazu (Digital Image Correlation, DIC)[141] jest bezkontaktowa
technika optyczng umozliwiajaca pomiar pol przemieszcezen i odksztatcen na powierzchni
obciazanej probki. Metoda polega na Sledzeniu przesunie¢ matych podobszaréw (fasetek)
nieregularnego wzorca nalozonego na badana powierzchnie, zarejestrowanego przez uktad
kamer w kolejnych krokach obcigzenia. Porownanie obrazu zdeformowanego z obrazem
referencyjnym pozwala wyznaczy¢ mape przemieszczen i odksztatcen z doktadnoscig

2 PINNACLE — Physics-Informed Neural Network with Adaptive Constitutive Law Engine.
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rzedu setnych czedei piksela [84], [87], [142]. Przykladowe stanowisko pomiarowe z syste-
mem ARAMIS 2M wykorzystane przez autora w badaniach tozysk elastomerowych [140)]
przedstawiono na rys. 8.1. Co istotne, prog dostepnosci DIC obniza sie: obok systemow
komercyjnych dostepne sa otwartozrédtowe implementacje, takie jak yDIC [85] czy py2DIC
[86], wymagajace jedynie standardowych kamer. W niniejszej pracy pomiary DIC nie sa
wykonywane fizycznie — ich role pelnig syntetyczne dane pola przemieszczen wygenerowane
z rozwiazania MES, co pozwala poréwnaé zidentyfikowane parametry z ich doktadnie

znanymi wartosciami wejsciowymi.

(a) Stanowisko pomiarowe z ka- (b) Wzorzec naniesiony na powierzchnie prébki
merami systemu ARAMIS 2M

Rysunek 8.1. Pomiar z wykorzystaniem cyfrowej korelacji obrazu [140]: (a) stanowisko pomia-
rowe, (b) wzorzec na prébce

Alternatywa pozwalajaca wzbogaci¢ baze doswiadczalng jest wykorzystanie testow
o niejednorodnym stanie odksztalcen w potaczeniu z analiza odwrotna. W podejsciu
FEMU (Finite Element Model Updating) [143] parametry konstytutywne optymalizuje
si¢ iteracyjnie, minimalizujac rozbieznosé¢ miedzy odpowiedzig modelu MES a danymi
do$wiadczalnymi — sitami globalnymi lub polami przemieszczen z DIC. Takie podejscie
zastosowano m.in. w pracy [140], gdzie parametry modeli neo-Hooke’a i Yeoha [16] wyzna-
czono z proby jednoosiowego rozciggania, a nastepnie uzupelniono baze identyfikacyjna

o test Sciskania tozyska elastomerowego (stan niejednorodny), przeszukujac przestrzen
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parametrow siatkowo z MES w petli optymalizacyjnej. Kwestie doboru algorytmu optyma-
lizacji w procedurze FEMU-DIC dla modeli sprezysto-plastycznych badano szczegétowo
w [144], wskazujac algorytm Powella jako najskuteczniejszy sposrod metod lokalnych —
przy czym procedura wymagata rzedu tysiecy ewaluacji zadan MES.

Fizycznie informowane sieci neuronowe ( Physics-Informed Neural Networks, PINN) [2]
stanowig podejscie bezsiatkowe, w ktérym pole przemieszcezen i parametry materiatowe
moga by¢ identyfikowane jednocze$nie w ramach jednego procesu optymalizacji (treningu
sieci). Nie eliminuje to kosztu obliczeniowego — trening PINN moze by¢ poréwnywalnie
lub nawet bardziej czasochtonny niz pojedyncze uruchomienie FEMU — lecz zmienia jego
charakter. Po pierwsze, PINN opiera si¢ bezposrednio na réwnaniach rownowagi i nie
wymaga generowania siatki MES ani agregacji macierzy sztywnosci. Po drugie, parametry
konstytutywne 0., sa optymalizowane gradientowo wraz z wagami sieci dzieki automa-
tycznemu rézniczkowaniu [42], co umozliwia jednoczesna identyfikacje wielu parametréw

bez potrzeby wielokrotnego uruchamiania zewnetrznego programu obliczeniowego (solvera).

8.2. Wykorzystanie sieci neuronowej informowanej fizyka PINN do

identyfikacji parametréw materialowych hipersprezystosci

Schemat zbierania i przetwarzania danych w proponowanym algorytmie przedstawiono
na rys. 8.2. W docelowym zastosowaniu prébka o niezidentyfikowanych parametrach mate-
rialowych, zawierajaca wewnetrzne niejednorodnosci geometryczne, poddawana bytaby
jednoosiowemu rozciaganiu w warunkach plaskiego stanu naprezenia (PSN). Powierzch-
nia prébki powinna byé pokryta wzorcem (ang. speckle), przyktadowo jak na rys. 8.1b,
umozliwiajacym rejestracje przemieszczen metoda cyfrowej korelacji obrazu (DIC), nato-
miast czujnik sity powinien rejestrowac histori¢ obciazenia w trakcie deformacji. W ten
sposob uzyskuje si¢ wielozrédtowy zbiér danych pomiarowych, obejmujacy zaréwno pole
przemieszczen, jak i historie sity reakcji. W niniejszej pracy dane pomiarowe zastapiono
danymi syntetycznymi generowanymi numerycznie metoda elementéw skoniczonych (MES),
co pozwala na weryfikacje algorytmu we w pelni kontrolowanych warunkach, przy doktadne;j
znajomosci parametréw materialowych uzytych do wygenerowania danych. Uzyskane w ten
sposob pola przemieszczen oraz historia sity reakcji stanowia dane wejsciowe do proce-

dury uczenia sieci PINN, ktorej celem jest identyfikacja parametréw konstytutywnych.
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Opis architektury sieci PINN przedstawiono w podrozdziale 8.3, natomiast zagadnienia

brzegowego oraz parametry zatozonych modeli materiatowych — w podrozdziale 8.4.1.
5 (B
a]) \
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Rysunek 8.2. Schemat procedury wykorzystujacej sie¢ PINN do analizy zadania brzegowego
hipersprezystosci. Procedura obejmuje trzy etapy:(1) przeprowadzenie eksperymentu rozciagania
probki z niejednorodnoécia przy jednoczesnej rejestracji globalnej sity F' i u oraz pola przemiesz-
czen u, (2) zebranie i przygotowanie danych, (3) wyznaczenie pola naprezen o w przypadku
problemu prostego ze zdefiniowanymi parametrami konstytutywnymi lub wyznaczenie parametrow
konstytutywnych hipersprezystosci w przypadku problemu odwrotnego [145]

8.3. Architektura sieci neuronowej informowanej fizyka PINN do identyfikacji

parametrow materialowych hipersprezystosci

W dalszych rozwazaniach przyjeto, ze indeks 1 odpowiada kierunkowi obciazenia,
indeks 2 — kierunkowi poprzecznemu w plaszczyznie, a indeks 3 — kierunkowi prostopadtemu
do ptaszczyzny deformacji. Wielkosci aproksymowane przez sie¢ neuronows oznaczono
tylda (%), wartoSci zadane na brzegu — stopniem (-)°, natomiast dane pomiarowe oznaczono
gwiazdka (-)*. Cho¢ w niniejszej pracy dane pomiarowe pochodza z symulacji MES,
konwencja ta odzwierciedla docelowa implementacje metody, w ktorej zrédtem danych beda
pomiary pelnopolowe wykonane technikg cyfrowej korelacji obrazu. Nieznane parametry
materiatowe modelu konstytutywnego zbieramy w wektor O..,s. Ich identyfikacja metoda
PINN sktada si¢ z czterech krokéw.

Na rysunku 8.3 przedstawiono schemat architektury sieci PINN w przypadku zadania
prostego (forward problem) jak i odwrotnego (inverse problem). Zadanie proste postuzy

nam do weryfikacji architektury sieci, ale w ogdlnosci pozwala wyznacza¢ cigglte pole
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Rysunek 8.3. Schemat przeptywu danych przez sie¢ neuronowa PINN w zadaniu identyfikacji
parametréw materialowych i/lub wyznaczania p6l naprezen [145]

naprezen dla znanych parametréw konstytutywnych. W fazie propagacji w przéd (forward
pass) sie¢ przyjmuje na wejéciu potozenie probki w konfiguracji materialnej oraz krok
przyrostu obcigzenie t z czego przewiduje potozenie probki w konfiguracji aktualnej oraz
sktadowa gradientu deformacji Fs3. Na ich podstawie obliczana jest warto$é funkeji kosztu
jako srednia wazona bledéw spetnienia nastepujacych warunkéw: zgodnosci pomierzonych
pol przemieszczen oraz globalnej silty, zachowania niescisliwosci, spetnienia warunkéow
brzegowych i réwnan réwnowagi w naprezeniach. Nastepnie gradienty funkcji kosztu
sg propagowane wstecz, a wagi sieci aktualizowane metoda gradientowa. W przypadku
zadania odwrotnego wektor parametrow konstytutywnych 6., traktowany jest jako
dodatkowy zbiér zmiennych optymalizacyjnych i tak jak wagi sieci podlega aktualizacji
w kazdej iteracji propagacji wstecznej. Umozliwia to jednoczesng identyfikacje parametrow

materiatowych jak i wyznaczenie pola naprezen.

8.3.1. Aproksymacja kinematyki siecig neuronowg

Zaczynamy od tego, ze sie¢ neuronowa przybliza pole deformacji. Na wejsciu podajemy
wspoéltrzedne materialne punktu X = (X7, X5) w konfiguracji poczatkowej By, a sie¢ zwraca

jego potozenie w konfiguracji aktualnej X = (%1, &) oraz sktadowa gradientu deformacji
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poza plaszczyzng Fis. Zapisujemy to jako:
(5(7 F33) = Nu(X7 t; ONNa 0COHSt)7 (81)

gdzie t to bezwymiarowa zmienna parametryzujaca quasi-statyczny proces obcigzenia
probki. Tylda nad symbolem oznacza, ze mamy do czynienia z przyblizeniem z sieci neuro-
nowej, a nie z wartoscig doktadng. Wektor Onn zawiera wszystkie trenowane parametry
sieci neuronowej (wagi i wyrazy wolne).

Rozcigganie probki jest procesem quasi-statycznym. Zamiast czasu fizycznego, $ciezke
obciazenia parametryzuje sie zmienna t € [0;1], ktéra porzadkuje kolejne konfiguracje

ciala. Wydtuzenia probki zmienia si¢ liniowo:
AMt) = 14 (Amax — 1) ¢ (8.2)

Przy t = 0 probka znajduje sie w konfiguracji odniesienia (A = 1, brak deformacji),
natomiast przy ¢t = 1 osiaga zadany stopien wydluzenia A\,... Przemieszczenie punktu

materialnego wyznacza si¢ klasycznie jako réznice potozen:
uX, t)=x—X. (8.3)

Nalezy podkresli¢, ze t nie jest czasem fizycznym — rozpatrywany materiat hiperspre-
zysty nie wykazuje zaleznosci od czasu (brak lepkosci ani plastycznosci). Jest to wytacznie
parametr porzadkujacy kolejne stany réwnowagi w procesie quasi-statycznego obcigzania,
co w kontekscie implementacji PINN ma istotne konsekwencje dla sposobu konstrukeji

dziedziny obliczeniowej.

8.3.2. Wbudowanie zwigzku konstytutywnego w sieé

Wszystkie wielkosci mechaniczne wyprowadzamy bezposrednio z wyjsé sieci, korzystajac
7z automatycznego rézniczkowania (autodiff). Dzieki temu gradient deformacji liczymy
jako:

. ox

F(X,t) = X (8.4)
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a tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa I rodzaju S dla materiatu hipersprezystego ma postaé:

S(X,t) = —p(X, ) F1(X,t) + 2F(X, t) m, (8.5)

gdzie p to ci$nienie hydrostatyczne (w ptaskim stanie naprezenia wyznaczane z warunku

réwnowagi Ss3 = 0)), W to jednostkowa energia sprezystosci (ES), a
C(X,t) = FT(X,t) F(X,1t) (8.6)

to prawy tensor deformacji Cauchy’ego—Greena.

8.3.3. Sformulowanie zagadnienia i funkcja kosztu

W omawianym zagadnieniu quasi-statycznym (bez sil bezwladnosciowych), z po-
minietymi sitami objetoSciowymi i przy zalozeniu niescisliwodci materiatu, musza by¢
spetnione nastepujace warunki. Pierwszym z nich jest réwnanie réwnowagi w konfiguracji
odniesienia (por. (5.31)):

DIV S(X,t) =~ 0. (8.7)

Kolejnym — warunek niescisliwosci:
det F(X,t) ~ 1. (8.8)
Na brzegu zadajemy warunki brzegowe — przemieszczeniowe i naprezeniowe:

(X, 1) ~ u(X, 1), (8.9)

S(X, 1) N(X) ~ p°(X, 1), (8.10)

gdzie N(X) to zewnetrzny wektor normalny do brzegu, u® to zadane przemieszczenia,
a p° to zadane obcigzenia powierzchniowe.

W trakcie treningu sieci wykorzystujemy rowniez dane referencyjne pochodzace z roz-
wiazania uzyskanego metoda elementéw skonczonych (MES). W celu odwzorowania nie-
pewnosci pomiarowej charakterystycznej dla danych pochodzacych z cyfrowej korelacji
obrazu do kazdej sktadowej przemieszczenia wprowadzono losowy szum o amplitudzie

1%. Tak zaburzone przemieszczenia u*(Xggr, t), traktowane sa jako dodatkowe warunki
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zgodnosci — rozwigzanie sieci powinno by¢ z nimi spéjne:
ﬁ(XREF, t) ~u* (XREFa t) (811)

Dodatkowo zaktadamy, ze catkowita sita powierzchniowa na brzegu obcigzonym powinna

zgadzaé sie z historia obciazenia p*(t) wyznaczona w symulacji MES:
/ §(X, 1) N(X) dA ~ p*(1), (8.12)
o

Warunek ten stabilizuje identyfikacje parametrow, co jest szczegdlnie istotne przy duzych
deformacjach, gdzie silna nieliniowos¢ relacji konstytutywnej powoduje, ze samo pole
przemieszczen nie wystarcza do jednoznacznego wyznaczenia parametréw materialowych.

W praktyce okazuje si¢ jednak, ze bezposrednie wyznaczanie sity z punktéw kolokacyj-
nych lezacych na obcigzonym brzegu prowadzi do probleméw numerycznych. Optymalizator
PINN minimalizuje funkcje kosztu jednocze$nie we wszystkich punktach kolokacyjnych —
zaréwno tych odpowiadajacych réwnaniom réwnowagi w dziedzinie, jak i tych wymusza-
jacych zgodno$é sity na brzegu. Te dwa warunki wchodza ze soba w konflikt: punkty
kolokacyjne na obcigzonym brzegu muszg jednocze$nie spetnia¢ warunek zgodnosci sity
obciazajacej i rownania réwnowagi, podczas gdy punkty wewnetrzne odpowiadaja wytacznie
za rownowage wewnetrzna. Dodatkowy warunek na brzegu utrudnia optymalizatorowi
jednoczesne spetnienie rownan réwnowagi w catej dziedzinie. Skutkiem jest sztuczne
przewezenie probki.

Zeby tego uniknaé, proponuje sie estymacje sily przez usrednianie naprezen po catej
dziedzinie metoda Monte Carlo. Z réwnan rownowagi wynika, ze catka naprezen po dowol-
nym przekroju probki daje te samag site wypadkowa — mozna ja wiec wyznaczy¢ globalnie,
losujac punkty z wnetrza dziedziny. Obciazenie jednostkowe w kierunku X estymujemy
jako:

pi(t) = . > (X, 1), (8.13)

€2, X,€Q,
gdzie €2, to zbior punktéw wylosowanych z wnetrza dziedziny, z pominigciem obszaréw
przy brzegach i ewentualnych lokalnych niejednorodnosci. Tak sformutowany warunek nie
faworyzuje zadnego fragmentu dziedziny i nie wchodzi w konflikt z rownaniami réwnowagi,

dzigki czemu probka zachowuje poprawny ksztatt.
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Funkcja kosztu, ktora minimalizujemy podczas uczenia, sktada sie z pieciu cztonéw

odpowiadajacych powyzszym warunkom [136]:

L = oy Lppg + e Linc + azLlpc + asLioap + asLrer, (8.14)

gdzie wspotezynniki o; reguluja wage poszczegdlnych warunkow. Kazdy czton ma po-
sta¢ $redniego btedu kwadratowego po odpowiednim zbiorze punktow kolokacyjnych.

Poszczegolne cztony zestawiono w tab. 8.1.

Tabela 8.1. Czlony funkcji straty odpowiadajace poszczegdlnym warunkom zagadnienia

Warunek Réwnanie
1 NppE ~ 9
Réwnowaga Lppg = Div S(X;,t
8 NppE ; ( (Xi )>
1 NppE _ 9
Niescidliwosé Line = det F(X;,t) — 1
NppE ; ( X t) )
1 NBc,
Lpc = 57— > [8(Xs ) —u’(X;, O
Warunki brzegowe h N;:Cl
s 2
n §(Xi, t)N(X;) — t3(X;, ¢
Noo, 2 [S(e HNK) — £5(Xs. 1)
1 Nroap
Historia obciazenia Lyoap = Z (p1(t;) — pi(t:))?
Nvroap =
1 NgrEr
Dane referencyjne (MES) Lgrgr = N Z (W(XREF,i,t) — u"‘(XRIﬂgp,i,t))2
REF |5

Symbole N z odpowiednimi indeksami oznaczaja liczby punktéw kolokacyjnych w poszczegdlnych
zbiorach.

8.3.4. Optymalizacja

Na koniec minimalizujemy catkowita funkcje straty jednocze$nie po parametrach

sieci Oy 1 po nieznanych statych materiatlowych @ :
(éNN> éconst) = arg min L<0NN> gconst)a (815>

ONN ) Hconst

gdzie ,daszek” nad symbolem oznacza wartosci wyznaczone w wyniku trenowania.
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8.4. Rozwigzywanie zadan

Opisane podejscie zweryfikowano na konkretnym studium przypadku. Analizowana
tarcza ma ksztalt prostokata o wymiarach 21 x 2¢ x b (dlugosé x szerokosé x grubosé),
z narozami w punktach (+[, £c¢) oraz okraglym otworem o promieniu r w centrum. Prébka
poddawana jest jednoosiowemu rozcigganiu w warunkach stanu ptaskiego naprezenia. Lewa
krawedz (X; = —1) jest utwierdzona w obu kierunkach, natomiast na prawej krawedzi
(X1 = 1) zadano przemieszczenie w kierunku obciazenia u§ = (A — 1) - 21 przy zerowym
przemieszczeniu w kierunku poprzecznym uj = 0. Krawedzie gérna (X = ¢) i dolna
(Xs = —c) pozostaja swobodne, tj. wektor naprezenia na tych brzegach znika: SN = 0
(réwnowaznie, w konfiguracji aktualnej: o n = 0). Analogiczny warunek obowiazuje na
brzegu otworu. Obecno$¢ otworu powoduje koncentracje naprezen i niejednorodnosé pola
deformacji, co jest kluczowe z punktu widzenia identyfikacji parametréw materiatowych —
rozne obszary ciata doswiadczaja roznych stanéw odksztatcenia, umozliwiajac jednoczesne
wyznaczanie wielu parametrow konstytutywnych z jednego eksperymentu. Geometrie
tarczy wraz z warunkami brzegowymi i siatka elementéw skoriczonych przedstawiono na

rys. 8.4, dane geometryczne zas zestawiono w tab. 8.2.

Tabela 8.2. Dane geometryczne prébki

Parametr l c b r Amax

Wartos¢ 50 [mm] 40 [mm] 2 [mm]| 10 [mm] 3.0

Model konstytutywny

Material przyjmuje sie jako niescidliwy. Jako model demonstracyjny wybrano model
Yeoha, bedacy jednym z najpopularniejszych uogélnien modelu neo-Hooke’a (NH), dobrze
opisujacy nieliniowa odpowiedz materiatu przy umiarkowanych i duzych deformacji. Funkcja
energii sprezystej w modelu Yeoha zalezy wytacznie od pierwszego niezmiennika I, = tr(C)

prawego tensora deformacji Cauchy’ego—Greena i ma postac:
W () = Cio(Li — 3) + Cao(I1 — 3)* + Cyo(L1 — 3)°, (8.16)

gdzie Cyg, Cy, C5p to stale materialowe. Model ten stanowi szczegdlny przypadek wie-

lomianu Rivlina przy N = 3, z funkcja zalezna wytacznie od [;. Wektor parametrow
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Rysunek 8.4. Geometria prostokatnej probki z otworem z zaznaczonymi warunkami brzegowymi
i siatka elementéw skonczonych

! 21 |

konstytutywnych wchodzacy do (8.1) ma zatem postac:

oconst = (0107 0207 C’30)- (817)

W pierwszym zadaniu wartosci tych parametréow beda znane (tab. 8.3), co pozwoli zweryfi-
kowa¢ poprawnos¢ catego schematu obliczeniowego. W zadaniu drugim parametry te beda

przedmiotem identyfikacji.

Tabela 8.3. Wartosci referencyjne parametréw modelu Yeoha

Parametr Warto$¢ Jednostka

010 0.5 MPa
CQ() 0.03 MPa
Cso 0.005 MPa

8.4.1. Zadanie referencyjne MES

W celu wyznaczenia syntetycznych danych referencyjnych przeprowadzono numeryczna
symulacje rozciggania tarczy z centralnym otworem. Analize wykonano w ptaskim stanie
naprezenia z uwzglednieniem duzych deformacji (opcja NLGEOM).

Model materiatu opisano modelem Yeoha z parametrami zestawionymi w tab. 8.3.

Geometria tarczy odpowiada opisowi z poprzedniego podrozdziatu — por. tab. 8.2 i rys. 8.4,
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na ktorym zaznaczono warunki brzegowe, siatke elementéw skonczonych a takze wezet
referencyjny. Lewa krawedz (X; = —[) zostala utwierdzona w obu kierunkach (u; = uy = 0),
na prawej krawedzi (X7 = [) zadano przemieszczenie uj = (Apax — 1) - 21 przy zablokowaniu
drugiego kierunku. W celu uzyskania globalnej sity reakcji wprowadzono wezel odniesienia
(Reference Point, RP), sztywno sprzegniety z krawedzia przemieszczenia za pomoca opcji
MPC (Multi-Point Constraint), co pozwala na jednoznaczne okreslenie sity wypadkowej bez
sumowania reakcji w poszczegdlnych weztach.

Dyskretyzacje przeprowadzono o$mioweztowymi elementami skoriczonymi typu CPS8R
(zredukowane catkowanie). Wybér ten podyktowany byl wstepna analiza — elementy
czteroweztowe CPS4R generowaty niecigglosci pola naprezen typowe dla klepsydrowania
(ang. hourglass effect) [146], ktore ustapity po przejsciu na elementy kwadratowe z czterema
punktami catkowania. f.aczna liczba elementéow skonczonych wyniosta 9346, natomiast
liczba wezléw — 28462. Zadanie rozwiazano w $rodowisku ABAQUS/Standard przy uzyciu
algorytmu Newtona-Raphsona w 20 rownomiernych krokach obciazenia.

Dane pozyskano przy pomocy autorskiego narzedzia odb-toolkit®. Z bazy danych
.odb dla kazdej ramki obliczeniowej wyekstrahowano wspotrzedne weztow siatki, ich prze-
mieszczenia w kierunkach 11 2 oraz wartos¢ sity reakcji w wezle odniesienia. W rezultacie
uzyskano pole przemieszczen u*(X, t) wraz z odpowiadajaca mu silg reakcji dla kazdego

kroku obcigzenia.

8.4.2. Weryfikacja architektury sieci PINN

Przed przystapieniem do identyfikacji parametrow materiatowych modelu konstytu-
tywnego postanowiono przeprowadzi¢ weryfikacje poprawnosci architektury oraz procesu
treningu sieci PINN. Celem weryfikacji jest sprawdzenie poczynionych zatozen oraz dobra-
nie hiperparametréw (glebokosci i szerokodci sieci, wag poszczegdlnych cztonéw funkeji
kosztu «; oraz liczby punktéw kolokacyjnych), zapewniajacych dostateczna doktadnosé
w polach przemieszczen i naprezen w akceptowalnym czasie obliczen.

Funkcje kosztu zdefiniowano zgodnie z (8.14), ktérych wspoétezynniki wagowe ay; zebrano

w tab. 8.4.

3 https://github.com/Mieczmik/odb-toolkit/
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Tabela 8.4. Wspotczynniki «; funkeji kosztu

Czton Opis Q;

Lppr1  Réwnanie réwnowagi 1
(skltadowa 1)

Lppr2  Roéwnanie rownowagi 1
(skltadowa 2)

Linc Wiezy niescidliwosci 10

Lic Brzeg gérny i dolny 10

Lioap  Historia obciazenia 100

Lrrr1  Dane MES, pol. aktualne 2000
(kierunek 1)

Lrrr2  Dane MES, pot. aktualne 400
(kierunek 2)

Lpchole Brzeg otworu 500

Rozmieszczenie i liczebnosé punktéw kolokacyjnych odpowiadajacych poszczegdlnym

cztonom funkcji kosztu zestawiono w tab. 8.5.

Tabela 8.5. Punkty kolokacyjne

Lokalizacja Sktadnik L Liczba Rozklad

Dziedzina 2 Lrpr, Linc 40000 losowy

Brzeg gorny/dolny Lpc (p°=0) 2 x100x20=4000 réwnomierny

Brzeg otworu Lpc (p°=0) 40 x 20 =800 réwnomierny

Pasy | X;1]€10.61; 0.8]] Lyoap 400 x 20 = 8000 losowy

Wezty MES (DIC) Lrer 80 x 20 = 1600 podzbiér z szumem 1%

ny = 20 oznacza liczbe krokéw przyrostu obciazenia.

W dziedzinie punkty rozmieszczono losowo dla kazdego przyrostu obcigzenia, na krawe-

dziach bocznych nie umieszczono punktéw kolokacyjnych, poniewaz natozono tam twarde
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warunki brzegowe (hard BC)(por. s. 166). Na pozostalych brzegach dziedziny punkty
roztozono réwnomiernie. Punkty odpowiadajace sumowaniu przytozonego obciazenia roz-
mieszczono w w pasmach | X;| € [0.61; 0.8] zgodnie z procedura estymacji sity metoda,
Monte-Carlo opisana w 8.3.3. Rozmieszczenie punktow kolokacyjnych w konfiguracji

poczatkowej przedstawiono na rys. 8.5.
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Rysunek 8.5. Rozmieszczenie punktéw kolokacyjnych w konfiguracji poczatkowej

Trening przebiegal dwuetapowo. W pierwszej fazie zastosowano metode optymalizacji
Adam z krokiem uczenia n = 1073 przez 10000 iteracji, a nastepnie dostrojono wagi
modelu algorytmem L-BFGS-B. Procedura treningu wynika z wnioskéw rozdziatu 7.4.3,
w ktérym to wykazano, ze wyniki uzyskane zaréwno przy krotszej i dluzszej pierwszej
fazie, dajg zblizone rezultaty po drugiej, a znaczaco skracajg czas obliczen. Trening wynosit

okoto 10 minut w zaleznosci od doboru parametréw i hiperparametrow sieci.
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Pola przemieszczen.

Na rys. 8.6 oraz 8.7 przedstawiono pola przemieszczen uzyskane z sieci PINN, ktore

poréwnano z rozwiazaniem MES dla koncowego kroku obciazenia.

-0.0 50.0 100.0 150.0 200.0

(a) MES

-0.0 50.0 100.0 150.0 200.0

(b) PINN

(c) uP™NN _ u%/[Es

Rysunek 8.6. Pole przemieszczeri ui[mm] w konfiguracji aktualnej: (a) rozwiazanie MES,
(b) predykcja PINN, (c) btad wzgledny ul™N — 4 MES | Linia przerywang zaznaczono konfiguracje
poczatkowa.

Zgodnosé pél uy jest bardzo dobra — maksymalna roznica bezwzgledna nie przekracza

0.5 mm.
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Min: -15.5
Max: 15.4

-15.8 -7.9 0.0 7.9 15.8

(c) ub™N ug/{Es

Rysunek 8.7. Pole przemieszczen ug[mm]| w konfiguracji aktualnej: (a) rozwiazanie MES, (b) pre-
dykcja PINN, (c) btad bezwzgledny ub™N — 4}™5_ Linig przerywana zaznaczono konfiguracje
poczatkowa.

W drugim kierunku najwieksze rozbieznos$ci mozna dostrzec na gornej i dolnej krawedzi
(do 1.9 mm), zlokalizowanych w okolicach bocznych krawedzi, w ktérych metoda PINN nie
doszacowuje przewezenia. Nalezy zauwazy¢, ze dla tych krawedzi warunki brzegowe zadane
sg w sposOb miekki poprzez naprezenia i sg sktadnikami funkcji straty podlegajacymi
optymalizacji w przeciwienstwie do bocznych krawedzi, na ktérych przemieszczeniowe

warunki brzegowe sg spetnione z definicji.
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Pola naprezen

Na rys. 8.8, 8.9 oraz 8.10 poréwnano naprezenia Cauchy’ego — naprezenie zredukowane
Hubera—Misesa oraz naprezenia gtowne opay 1 Omin Uzyskane z sieci PINN z rozwigzaniem

( SPINN _

MES. Mapy bledu pokazano jako réznice wzgledna, MES) /]gMES|

WyTrazona
w procentach. W celu poprawy widocznosci warstwic na mapach skale kolorystyczng map

naprezen obcieto do 99 percentyla.

Min: 0.56 ] Min: -29.0 %) -
Max: 127 Max: 36.9 % |

0.56 14.1 27.6 41.1 0.56 14.1 27.6 41.1 63% -21% 21% 63%
(a) MES (b) PINN (c) Blad wzgledny

Rysunek 8.8. Naprezenie zredukowane Hubera—Misesa oy [MPa] w konfiguracji aktualnej:
(a) rozwigzanie MES, (b) predykcja PINN, (c) blad wzgledny (oPNN — gMES) /|oMES|

Min: -29.0 %]

Max: 36.7 %
-0.0298 13.7 27.5 41.3 -0.0298 13.7 27.5 41.3 -74% -25% 25% 74%
(a) MES (b) PINN (c) Blad wzgledny

Rysunek 8.9. Maksymalne naprezenie gléwne opax[MPa] w konfiguracji aktualnej: (a) rozwia-
zanie MES, (b) predykcja PINN, (c) blad wzgledny (oFP™N — gMES) /|oMES|
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‘ Vin: -0.¢ S (Min:-100.1 %]
b Max: 15.8 % |~

-0.726 0.426 1.58 2.73 -0.726 0.426 1.58 2.73 -23.0% -7.7% 7.7% 23.0%
(a) MES (b) PINN (c) Blad wzgledny

Rysunek 8.10. Minimalne naprezenie gléwne opin[MPa] w konfiguracji aktualnej: (a) rozwiazanie
MES, (b) predykcja PINN, (c) btad wzgledny (oP™NN — gMES) /|gMES|

Ekstrema naprezen wszystkich pél uzyskane przy pomocy sieci PINN zgadzaja sie
z wynikami uzyskanymi w MES. Ogolne charakterystyki tych poél zostaty poprawnie
odtworzone wraz z koncentracja naprezen przy otworze. Najwicksze réznice mozna dostrzec
w bliskim otoczeniu otworu i w naroznikach probki — szczegdlnie w przypadku minimalnych
naprezen gtownych. Pierwsza z nich moze wynikac¢ z samej architektury sieci — funkcje
aktywacji sa funkcjami gtadkimi i moga mieé¢ problem z odtworzeniem ostrych gradientow
pol. Tak naprawde ta sama interpretacja w pewnym stopniu tyczy si¢ réwniez naroznikow
probki, natomiast gléwnym powodem wydaje sie by¢ zatozenie warunkéw brzegowych
w zadaniu referencyjnym MES, ktére rézni sie od rzeczywistego badania przy wykorzystaniu
cyfrowej korelacji obrazu. W rzeczywistym badaniu probka umieszczona jest w szczekach
maszyny wytrzymatosciowej albo mogtaby by¢ zwulkanizowana ze stalowymi uchwytami,
na ktorych zachodzityby dodatkowe efekty, takie jak tarcie, luzy, ktére sa nieobecne
w symulacji numerycznej. Z tego powodu oraz zgodnie z zasada Saint-Venanta efekt
ma charakter lokalny i jest wygaszany w pewnej odlegtosci od brzegu. Z tego powodu
poréwnywanie pol naprezen w tym obszarze jest nieuzasadnione.

Mimo znaczacych réznic w naprezeniach, nie wptywa to negatywnie na pole przemiesz-
czen. Wynika to z faktu, ze naprezenia sa uwzgledniane w funkcji kosztu w réwnaniach
rownowagi i warunkach brzegowych tylko posrednio, poprzez gradient tensora deformacji
i zwiazek konstytutywny. Brak jest bezposredniego poréwnania z polem naprezen uzyska-
nym w symulacji MES, co mialo miejsce w zadaniach z rozdziatu 7.4.3. Mozna powiedzied,

ze trafiaja one do analizy troche ,po drodze”, a nie wprost. Takie zalozenie jest zamierzone,

196



Identyfikacja relacji konstytutywnych materiatéw hipersprezystych z wykorzystaniem ...

gdyz odpowiada warunkom eksperymentu przeprowadzanego docelowo przy wykorzystaniu

cyfrowej korelacji obrazu (DIC).

Opis architektury i préby poprawy dokladnosci wyznaczania naprezen

Funkcjami aktywacji w warstwach ukrytych byt tanh, a wagi zostaty zainicjalizowane
metoda Glorot uniform [38]. Bazujac na wnioskach ptynacych z 7.4.3, w trakcie dostrajania,
modelu podjeto szereg préb majacych na celu redukcje wspomnianych réznic w napre-
zeniach, takich jak poglebienie i poszerzenie architektury, zwiekszenie liczby punktéow
kolokacyjnych w catej dziedzinie, jak i zageszczenie ich przy otworze oraz zmniejszenie
kroku uczenia w fazie optymalizacji metoda Adam. Tak naprawde dostrajanie modelu miato
charakter marginalny i w zadnym z przypadkow nie zaobserwowano wyraznej poprawy
btedu ey,. W szczegoélnosci, jak w przypadku wczesniejszego rozwiazania, zageszczenie

punktow kolokacyjnych przy koncentracji naprezen nie przetozyto sie na poprawe wynikow.

Przebieg funkcji kosztu

Na rys. 8.11 przedstawiono przebieg poszczegdlnych sktadnikéw funkeji kosztu w trakcie

treningu. Wyrdzniono granice miedzy faza Adama a faza L-BFGS.

Adam L-BFGS
q 1
106 ‘ : Lincom LBC, speckley
E ! L Lgc, ri
] : bof, 1 BC, right
105 _§ : Lbof,Z LBC, inner
104 _f : Lgc, upper/iower — | otal
i LBC, speckle x
103 " )
- 1 : —
10 4 i
101 \ i
E T —_
10° 4 i
E 1
1071 !
E 1
-2 ] !
10 E T T I T T T
0 5 10 15 20 25

epoch (x103)

Rysunek 8.11. Wygladzony przebieg testowej funkcji straty podczas treningu sieci. Czarna
linig oznaczono calkowita warto$é¢ funkcji straty L, a kolorowymi — oznaczono odpowiednie
sktadowe. Pionowa, przerywana linia oznaczono miejsce, w ktérym metoda optymalizacji zmienia
sie¢ z Adam na L-BFGS.
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8.4.3. Wyznaczenie parametréw materialowych hipersprezystosci

Do tego momentu rozprawy sieci PINN byty wykorzystane do rozwiazywan zagadnien
prostych (ang. forward), tzn. dla takich, w ktorych dla zadanych z géry parametréw
materiatowych sie¢ otrzymujac na wejsciu potozenie punktéw materialnych uczono wy-
znacza¢ pola przemieszczen i naprezen w rozdziale 7.4.3 czy potozenie punktéw w konfi-
guracji aktualnej 8.4.2 spetliajac réwnania rownowagi wewnetrznej i warunki brzegowe.
W problemie odwrotnym, rozpatrywanym w tym podrozdziale, state materialowe nie sa
znane a priori, lecz wspolnie z wagami sieci neuronowej trafiaja do wspélnego problemu
optymalizacyjnego. W praktyce reprezentowane sg jako obiekty dde.Variable biblioteki
DeepXDE i sa kolejnymi wyrazami wektora zmiennych, ktére minimalizujemy w zadaniu
optymalizacyjnym. Dzieki temu, z formalnego punktu widzenia, zagadnienie jest niemal
identyczne jak zagadnienie proste — zmienia si¢ jedynie sktad tego wektora.

Tak jak poprzednio 8.4.2 optymalizacje przeprowadzono w dwdéch etapach stosujac
przez 30 tys. epok optymalizator Adam z krokiem uczenia n = 1073, z ktérego rozwigzanie
dostraja sie algorytmem L-BFGS. Wartosci parametréw poczatkowych ustalono jako
eé?,zlst = (Clo, Cq, C39) = (1.0, 0.1, 0.01), a wartoséci docelowe wynosza, zgodnie

z przeprowadzonym zadaniem referencyjnym (por. tab. 8.3): % . = (0.5, 0.03, 0.005).

const

Przebieg zbieznosci tych parametréw pokazano na rys. 8.12.
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Adam

1.0 A

C1o

= PINN
--- target = 0.5

0.100 A

0.075 A

0.050 A

Cao

0.000 A

—0.025 A

0.025 1

--- target = 0.03

0.010 -

0.005 ~

Cso

0.000 A

—— PINN
--- target = 0.005

15
epoch (x103)

20 25

Rysunek 8.12. Przebieg identyfikacji parametréw modelu Yeoha Cg, Cog, C39 w trakcie treningu
sieci PINN. Niebieska krzywa przedstawia biezaca warto$¢ identyfikowanego parametru, czerwona
linia przerywana — warto$¢ docelowa. Pionowa linia zaznacza przejécie z optymalizatora Adam
do L-BFGS. Etykiety przy koncu krzywych podaja ostateczne wartosci zaokraglone do dwdch

cyfr znaczacych.

We weczesnych iteracjach treningu, gdy pole przemieszczen odbiega od rozwiazania

referencyjnego, a sie¢ uczy sie spelnia¢ réwnania rownowagi parametry materiatowe

zmieniaja sie dynamicznie. Wraz ze stabilizacja pola przemieszczen rosnaca wage zaczynaja

odgrywac rownania konstytutywne, co prowadzi do stopniowej zbieznosci wyznaczanych

parametrow materiatlowych, a nastepnie faza L-BFGS doprecyzowuje rozwiazanie.
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8.5.

Opis implementacji

Kod zrédtowy programu umozliwia rozwiazanie zadan prostych i odwrotnych. Umozli-

wia wprowadzenie dowolnej liczby otworéw. Zostat réwniez dostosowany do wprowadzenia

karbéw. Ponadto umozliwia automatyczne dostrojenie wag funkcji kosztu z wykorzystaniem

algorytmu Optuna [147], [148]. Zostal zorganizowany w nastepujacej strukturze:

config/

config.yaml

src/
bcs.py
data.py

energy_adapters.py

integration_bc.py

network.py
params.py
pde.py

solution.py

optuna_tune.py

train.py

Pelny kod Zrédlowy zamieszczono w Zataczniku 9. Ponizej krétko opisano kazdy

z modulow:

config.yaml — plik konfiguracyjny zawierajacy geometri¢ prébki, opis obciazenia,
hiperparametry sieci, parametry treningu oraz state materiatowe modelu,
train.py — gltéowny skrypt uruchamiajacy proces uczenia sieci neuronowej,
optuna_tune.py — skrypt automatycznego strojenia hiperparametréow z wykorzysta-
niem biblioteki Optuna,

params.py — wezytywanie i walidacja parametréw z pliku konfiguracyjnego,
network.py — definicja architektury sieci neuronowej (PINN),

pde.py — definicja residuéw pochodzacych z naprezeniowych réwnan réwnowagi
i wiezéw niescisliwosci,

bes.py — definicja warunkéw brzegowych,
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® integration_bc.py — rozszerzenie klasy BC z DeepXDE, realizujace warunki brze-
gowe w postaci catkowej,

® cnergy_adapters.py — modut ACLE definiujacy funkcje modeli hipersprezystosci
w wariantach ze stalymi parametrami — do rozwigzania problemu prostego i dyna-
micznie zmieniajacymi si¢ podczas treningu — do rozwiazania problemu odwrotnego,

® data.py — wezytywanie wynikéw z MES oraz generowanie dodatkowych punktéw
treningowych: brzegowych, do weryfikowania historii obciazenia oraz do sprawdzania
zgodnosci z przemieszczeniami uzyskanym w eksperymencie. Mozliwe jest takze
dogeszczenie punktow kolokacyjnych wokot otwordow,

® solution.py — interpolacja przemieszczenia dowolnym punkcie na prébce i kroku

obciazenia na podstawie wynikéw z MES.

8.6. Wnioski

Zastosowanie sieci neuronowych informowanych fizyka (PINN) do rozwiazywania zagad-
nien brzegowych hipersprezystosci jest obiecujace w poréwnaniu z powszechnie stosowang
metodag MES. Dzigki wprowadzeniu rownan réwnowagi i relacji konstytutywnych w funkcje
kosztu sieci te sa w stanie poprawnie przewidywac rozwigzania bez konieczno$ci generowania
siatki elementéw skonczonych. Rozwigzanie takiego zagadnienia zajmuje ok. 10 minut,
czyli dtuzej niz pojedyncza zadanie MES, lecz czas ten pozostaje akceptowalny i pozwala
na iteracyjne dostrajanie oraz optymalizacje architektury sieci i jej hiperparametréow przed
przystapieniem do problemu odwrotnego.

W przypadku problemu odwrotnego celem byta identyfikacja parametrow modelu Yeoha
na podstawie danych uzyskanych z MES, symulujacych te z cyfrowej korelacji obrazu
oraz historii obcigzenia prébki. Parametry materiatowe zostaly wlaczone do wektora
zmiennych optymalizowanych, wraz z wagami sieci neuronowej. Sie¢ jednoczesnie uczy
sie aproksymowac¢ pola przemieszczen, naprezen a takze wartosci parametréw materia-
towych. Dzieki temu otrzymujemy pojedynczy problem optymalizacji, w ktorym fizyka,
dane oraz parametry materiatlowe sg ze soba sprzezone, co odréznia je od klasycznego
podejscia przy wykorzystaniu MES. W tradycyjnym podejsciu wyznaczenie parametrow
materiatowych polega na dobieraniu kolejnych ich zestawow i przeprowadzaniu kolejnych
pelych zagadnien brzegowo-poczatkowych metoda elementow skonczonych wykonywanego

w petli optymalizacyjnej. Cykl ten moze by¢ wykonywany setki, a nawet tysigce razy, co
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generuje znaczny koszt obliczeniowy. Trening w zadaniu odwrotnym nieznacznie wzrdst
w poroéwnaniu do zadania prostego i wynosit ok. 20 minut, co wynika z wiekszej ztozonosci
przestrzeni poszukiwan. Czas ten jest akceptowalny z praktycznego punktu widzenia,
szczegblnie w porownaniu z klasycznymi metodami.

Tak jak w rozdziale 7 zastosowanie dwuetapowej strategii optymalizacji okazato sie
skuteczne. W pierwszej fazie optymalizator pierwszego rzedu Adam, pozwala opuscic¢
obszary o duzej wartosci funkcji straty i pozwala kierowaé rozwiazanie w kierunku global-
nego minimum. Gdy proces ulega spowolnieniu, optymalizator drugiego rzedu L-BFGS,
wykorzystujacy przyblizong informacje o krzywiznie funkcji straty, umozliwia precyzyjna
zbieznos¢ w otoczeniu minimum znalezionego przez Adama.

Jednym z najtrudniejszych wyzwan podczas rozwiazywania zadan w niniejszym roz-
dziale okazalo si¢ dobranie wspotczynnikéw wagowych «; poszczegolnych sktadnikow
funkcji kosztu. Problem ten jest dobrze znany w literaturze i wraz z dtugim czasem
treningu stanowi gtéwng bariere ograniczajaca szersze zastosowanie komercyjne. Dobor
wag opiera sie na intuicji i doswiadczeniu zdobytym w pracy nad konkretnym typem za-
gadnienia brzegowego. Proces ten mozna czesciowo zautomatyzowaé przy uzyciu narzedzi
do optymalizacji hiperparametréw takich jak Optuna, ale generalnie nie istnieje zadna
uniwersalna metoda doboru tych wag.

Piszac o intuicji i doswiadczeniu, autor poleca zaczac¢ od stopniowego zwickszania
ztozonosci zadania. Cheac wyznaczy¢ parametry hipersprezystosci w rozciaganej probee
poleca sie zacza¢ od problemu prostego w celu weryfikacji poprawnosci zaimplementowania
wszystkich zatozen. Upewniajac sie, ze sie¢ generuje poprawne rozwigzanie, nalezy stop-
niowo wprowadzac i powigkszac nieciggtosci geometryczne oraz dopasowywacé wspotczynniki
wagowe funkcji kosztu. Dopiero po dobrym opanowaniu zadania prostego mozna przejsé

do bardziej ztozonego zadania odwrotnego i wyznaczy¢ parametry materialowe.

Zagadnienie
Problem prosty Weryfikacja St Dostrajanie &
. . . wprowadzanie odwrotne
(JGdHOI‘Odn& 1mp]ementacJ1 wag o . ,
. X . nieciggltosci (id. parametréw
geometria) i zalozen funkeji kosztu .
geometrycznych materiatowych)

Rysunek 8.13. Zalecana strategia stopniowego zwickszania ztozonosci zadania przy rozwiazy-
waniu zagadnienia odwrotnego w celu wyznaczenia wartoéci parametréw materialowych
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Kluczowe do poprawnego rozwigzania zadania wyznaczenia parametréw materiatowych
jest potaczenie historii obciazenia z polami przemieszczen. Historia obcigzenia stanowi
standardowy warunek brzegowy, natomiast pole przemieszczen dostarcza informacji o lo-
kalnych gradientach deformacji, szczegdlnie w miejscach wystepowania niejednorodnosci
geometrycznych.

Zaprezentowana architektura PINN wykazata si¢ odpornoscia na szum pomiarowy
o poziomie 1%, co sugeruje, ze podejscie moze by¢ uzyte w rzeczywistych danych ekspery-
mentalnych.

Dalszy rozwoj powinien skupié¢ sie na automatyzacji doboru funkcji wagowych oraz
na rozszerzeniu algorytmu na bardziej ztozone modele konstytutywne hipersprezystosci.
Dla klasycznych modeli hipersprezystosci zaproponowane podejécie powinno si¢ przeniesé
bez wiekszych trudno$ci. Bardziej interesujacym kierunkiem jest natomiast integracja
z konstytutywnymi sieciami neuronowymi (CANN, Constitutive Artificial Neural Ne-
tworks), w ktorych funkcja jednostkowej energii sprezystosci mogtaby by¢ optymalizowana

rownolegle z rozwigzaniem zagadnienia brzegowego.
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9. Podsumowanie i wnioski ogdlne

Celem rozprawy byto opracowanie oraz weryfikacja metod uczenia maszynowego z wie-
zami fizycznymi, stuzacych do modelowania konstytutywnego i rozwiazywania zagadnien
brzegowych teorii hipersprezystosci. Przeprowadzone badania potwierdzity teze pracy:
wykazano, ze klasyczne algorytmy uczenia maszynowego, pozbawione wiedzy kierunkowej,
nie s3 w stanie poprawnie odtworzy¢ relacji konstytutywnych hipersprezystosci, natomiast
modele uwzgledniajace wiezy mechaniki osrodkéow cigglych — regresja z odpowiednio
dobrana baza funkcyjna, konstytutywne sieci neuronowe, CANN [14], [15] oraz sieci
neuronowe informowane fizyka, PINN [2] — pozwalaja zaréwno okreslaé¢ relacje konstytu-
tywne, jak i rozwigzywaé zagadnienia brzegowe oraz identyfikowaé¢ parametry materiatowe
wyltacznie na podstawie danych przemieszczeniowych i sit reakcji podporowych. Ponizej
zestawiono wnioski o charakterze ogélnym oraz oryginalny wktad pracy, wnioski szczegdtowe

zamieszczono w poszcezegolnych rozdziatach rozprawy.

Whioski ogélne

® Spoérod kilkunastu przebadanych algorytmoéw klasycznego uczenia maszynowego
zaden nie spetnit wymagan modelowania konstytutywnego bez wprowadzenia wiedzy
kierunkowej. Typowe metryki uczenia maszynowego (RMSE, R?) nie uwzgledniaja
spelnienia wiezéw fizycznych ani zdolnoéci do ekstrapolacji — wartosci R? rzedu
0.97-0.999, uznawane za bardzo dobre w klasycznych zastosowaniach, okazuja sie
niewystarczajace w modelowaniu hipersprezystosci, w ktorym kluczowa jest ekstra-
polacja poza zakres danych treningowych.

® Sposérod metod klasycznych do modelowania zwigzkéw konstytutywnych najlepiej
nadaja sie te generujace ciagle, interpretowalne funkcje regresji zdolne do ekstrapolacji
— regresja liniowa oraz regresor maszyny wektoréw nosnych z jadrem liniowym.
Metody drzewiaste, niezdolne do interpolacji wartosci spoza zbioru treningowego,
okazalty sie w tym zadaniu nieprzydatne.

o Wykazano, ze modele zalezne wytacznie od pierwszego niezmiennika deformacji
izochorycznej (neo-Hooke’a, Yeoha) sa niewystarczajace do poprawnego odwzoro-
wania pelnego zestawu stanéw deformacji z testow doswiadczalnych Treloara [33]
— w szczegolnosci test dwuosiowego rozciagania, najczulszy na drugi niezmiennik,

wymaga uwzglednienia cztonéw zaleznych od Io.
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® Metody regresji i sieci neuronowe prowadza do odmiennych, lecz poprawnych modeli
materiatowych: regresja z regularyzacja Lasso preferuje cztony wielomianowe, podczas
gdy sie¢ neuronowa rownomierniej rozktada wktady poszczegdlnych funkcji bazowych.

® W zagadnieniach rozwigzywanych metoda PINN normalizacja zmiennych wejscio-
wych i wyjsciowych okazata sie kluczowa dla zbieznosci. Wrazliwos¢ na skalowanie
zalezy od wymiaru zadania — w zagadnieniu jednowymiarowym (belka) wystarczyta
normalizacja wspéirzednej, podczas gdy w zagadnieniu dwuwymiarowym (tarcza)
niezbedne byto skalowanie zaréwno wspotrzednych, jak i wyjsé sieci. Sprowadzenie
wielko$ci do porownywalnych zakresow ogranicza u zrédta problem niezbalansowanych
sktadnikow funkcji straty.

® Dla zagadnien brzegowych liniowej teorii sprezystosci metoda PINN, mimo popraw-
nych wynikow, nie oferuje przewagi nad metoda elementéw skonczonych pod wzgledem
doktadnosci ani czasu obliczen, a jej potencjal ujawnia si¢ dopiero w zagadnieniach
odwrotnych.

® Doktadnosé rozwigzania PINN zalezy od liczby punktéw residuum w sposob analo-
giczny do zaleznosci doktadnosci MES od gestosci dyskretyzacji — w obu podejéciach
rownania wymusza sie w skonczonej liczbie punktéw, a zbyt rzadkie prébkowanie
domeny uniemozliwia uzyskanie zbieznosci.

e Dwuetapowa strategia optymalizacji (Adam [44] + L-BFGS [45]) okazala sie skuteczna,
we wszystkich rozpatrywanych zadaniach. Optymalizator pierwszego rzedu Adam
pozwala opusci¢ obszary o duzej wartosci funkcji straty, a optymalizator drugiego
rzedu L-BFGS, wykorzystujacy przyblizong informacje o krzywiznie, umozliwia
precyzyjna zbiezno$¢ w otoczeniu znalezionego minimum. Zaobserwowano przy tym
wrazliwos¢ wyniku na punkt startowy fazy L-BFGS — czesciowy trening Adamem
moze prowadzi¢ sie¢ do obszaru przestrzeni parametréw, z ktorego trudniej osiagnaé
minimum globalne.

® W zagadnieniu odwrotnym parametry materiatowe wtaczono do wektora zmiennych
optymalizowanych tacznie z wagami sieci, dzigki czemu fizyka, dane pomiarowe
i parametry konstytutywne sa wyznaczane w ramach pojedynczego, sprzezonego
problemu optymalizacji. Odréznia to proponowane podejscie od klasycznej analizy
odwrotnej opartej na MES [9], w ktérej pelne zagadnienie brzegowe rozwiazuje sie

wielokrotnie w petli optymalizacyjnej, generujac znaczny koszt obliczeniowy.

205



Podsumowanie i wnioski ogdlne

® Gléwnym wyzwaniem praktycznym pozostaje dobor wspdtezynnikow wagowych
poszczegolnych sktadnikéw funkceji kosztu sieci PINN. Problem ten, obok czasu
treningu, stanowi istotna bariere szerszego, komercyjnego zastosowania metody
i opiera sie obecnie gltéwnie na intuicji oraz do$wiadczeniu w pracy nad danym typem

zagadnienia.

Oryginalny wklad rozprawy

® Przeprowadzono usystematyzowane studium dostepnych metod klasycznego uczenia
maszynowego pod katem ich przydatnosci do modelowania konstytutywnego hiper-
sprezystosci, wskazujac metody wlasciwe oraz wykazujac ograniczenia pozostatych.

® Opracowano modul regresji liniowej umozliwiajacy analizowanie petnych, réznorod-
nych stanéw deformacji oraz wprowadzono pojecie macierzy naprezeniowej cech,
ktorej szczegdtowe dziatanie przedstawiono w studium przypadku. W module tym
potaczono modele zgodne z propozycja Hartmanna i Neffa [120], wprowadzajac
wlasciwag potege niezmiennika 1:3/ °. "W obu modelach — regresji liniowej i sieci
neuronowej — wejsécia znormalizowano, co wymagalo zastosowania odwrotnosci
normalizacji do wspotczynnikéw materiatowych.

o Wykazano, ze metody regresji i sieci neuronowej prowadzg do niezaleznych, lecz po-
prawnych modeli materiatlowych, a odzyskanie interpretowalnych wspétczynnikow
materialowych jest mozliwe réwniez w modelu opartym na sieci neuronowej z norma-
lizacja wejsc.

® Wykazano, ze sie¢ PINN dla zagadnien teorii sprezystosci mozna rownowaznie zaim-
plementowaé¢ w czystym srodowisku PyTorch oraz z uzyciem biblioteki DeepXDE,
uzyskujac tozsame wyniki. Przeprowadzono szczegétowa analize zbieznosci, obej-
mujaca wplyw normalizacji zmiennych, architektury sieci (FNN, PFNN), sposobu
narzucania warunkéw brzegowych (miekkie, twarde) oraz strategii optymalizacji
na doktadnos¢ i koszt obliczeniowy rozwigzania.

® Zaobserwowano, ze dla rozpatrywanego zagadnienia tarczowego sam optymalizator
L-BFGS pozwala uzyska¢ doktadnos$é poréwnywalng z pelnym treningiem dwueta-
powym w czasie krotszym o ponad dwa rzedy wielkosci, co sugeruje wykonalnosé

tego typu obliczen réwniez na konsumenckich kartach graficznych.
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Zaadaptowano przedstawione w pracy Songa i Jina [145] podejscie do identyfikacji
parametrow hipersprezystosci metoda PINN — w ktérym parametry materiatowe
wyznacza si¢ tgcznie z wagami sieci na podstawie pdl przemieszczen oraz historii ob-
cigzenia — i zastosowano je do identyfikacji parametréw modelu Yeoha w zagadnieniu
rozcigganej tarczy z otworem. Glownym wkladem wlasnym jest opracowanie samo-
dzielnego, modutowego i rozszerzalnego kodu realizujacego to podejscie, w miejsce
jednorazowej, dedykowanej implementacji, co umozliwia jego stosowanie do innych
modeli konstytutywnych i zagadnien brzegowych. Dostosowano je przy tym do modelu
Yeoha oraz rozpatrywanej tarczy z otworem.

Zaproponowano strategie stopniowego zwiekszania ztozonosci zadania — od zagadnie-
nia prostego, poprzez wprowadzanie nieciggtosci geometrycznych i dostrajanie wag
funkcji kosztu, po zagadnienie odwrotne — jako praktyczny sposéb postepowania

przy identyfikacji parametréw hipersprezysto$ci metoda PINN.

Kierunki dalszych badan

Rozwiniecie metryk oraz funkcji kosztu uwzgledniajacych wiezy fizyczne i zdolno$é
do ekstrapolacji, np. poprzez trening Sobolewa kontrolujacy zgodnos$¢ nachylenia
krzywych naprezenie-wydhuzenie na krancach przedziatu lub w calym obszarze [123],
[124].

Automatyzacje doboru wspétezynnikéw wagowych funkcji kosztu w sieciach PINN,
np. z wykorzystaniem narzedzi optymalizacji hiperparametrow lub adaptacyjnych
schematéw réwnowazenia sktadnikow straty [34], [136].

Rozszerzenie podejscia PINN na bardziej ztozone modele konstytutywne hipersprezy-
stosci — dla modeli klasycznych przeniesienie metody powinno nastapic¢ bez wickszych
trudnosci.

Integracje sieci PINN z konstytutywnymi sieciami neuronowymi (CANN), w kté-
rych funkcja jednostkowej energii sprezystosci bytaby optymalizowana réwnolegle
z rozwigzaniem zagadnienia brzegowego.

Weryfikacje proponowanych metod na rzeczywistych danych eksperymentalnych,
m.in. podstawowych testéw wytrzymaltosciowych oraz pochodzacych z cyfrowej

korelacji obrazu.
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Zalacznik 1. Relacja konstytutywna izotropowych
materialéw hipersprezystych w rozktadzie
objetosciowo-izochorycznym

Niniejszy zatacznik przedstawia szczegdtowe przeksztatcenia algebraiczne prowadzace
od ogélnych relacji konstytutywnych hipersprezystego materiatu izotropowego do postaci
wynikajacych z multiplikatywnego rozdzielenia tensora deformacji F na cze¢sé¢ objetosciowa
i izochoryczna. Wyprowadzenie przeprowadza si¢ w opisie Eulera dla tensora naprezenia

Cauchy’ego o oraz w opisie Lagrange’a dla II tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa T.

Z1.1. Opis Eulera — tensor naprezenia Cauchy’ego

Punkt wyjécia — eliminacja B? twierdzeniem Cayley’a-Hamiltona

Relacje konstytutywna w opisie Eulera zapisuje si¢ w postaci:
2 2
023(51I+BQB+53B)7 (21.1)

gdzie wspotezynniki wyrazaja sie przez pochodne funkcji jednostkowej energii sprezysto-

sci W = W([l,IQ,[g,):
Pr=o3l3, Po=o1+axly, [3=—ag, J=1/Is (Z21.2)

przy czym oy = OW/0I, k = 1,2, 3.

Twierdzenie Cayley’a-Hamiltona dla tensora B pozwala wyeliminowa¢ B?, poniewaz:
B~ B*+L,B-[31=0. (71.3)
Mnozac obustronnie przez B~

B’=,B- LI+ ;B (Z1.4)
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Podstawiajac (Z1.4) do (Z1.1) i korzystajac z (Z1.2):

2
o= (314 BB+ A(LB- LI+ LBY))

= 3((51 —53]2)I+(52—1-53]1)]34‘53]3]3_1)- (Z21.5)

Obliczamy kolejno wspétczynniki:

1= B3Iy =03l — (—a) [ = ag Is + s Iy, (21.6)
o+ B3 = (a1 +aslh) + (—a2) 1 = aq, (Z1.7)
Bsly = —ap Iy = —ap J*. (Z1.8)

Podstawiajac (Z1.6)—(%1.8) do (Z1.5):
2 -1
a:j[(aﬂﬁaﬂg)nalB}—2a2JB . (21.9)

Zamiana zmiennych

Przyjmuje sie nowa postaé¢ funkcji energii sprezystosci W = U (1:1, L, J ), gdzie nie-

zmienniki deformacji izochorycznej definiuje sie jako:
L=J?L=uB, L=J"L=tB", (71.10)

przy czym B = J72/3 B jest lewym tensorem deformacji izochorycznej Cauchy’ego-Greena.
Druga z powyzszych tozsamo$ci wynika z zapisu drugiego niezmiennika przez kofaktor.

Przypominajac definicje niezmiennikow tensora B:

L=trB, L=3}[(trB)’—trB*| =trCofB,  I;=detB>0, (Z1.11)

1
2

kofaktor tensora odwracalnego wyraza si¢ jako Cof B = (det B)B™! = I3B~!, skad
I, = tr Cof B = I3 tr B!, Korzystajac z tej relacji:

L=J"L=J"aB ! = PaB! = PaB ! =u(/YPB) =B,
(Z1.12)
gdzie wykorzystano B~! = J¥? B~
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Stosujac regute tancuchows, pochodne oy wyrazaja sie jako:

oU oU

— = — g2

oL oI,

oU oU

= = J =

2 aI2 8[2’
N oU 1 oU I, oU 21, dU
3 _ - T T T = T T =

T 0L, 27 0J 3J29I, 3J%0l

Podstawienie do (Z1.9)

(Z1.13)

(Z1.14)

(Z1.15)

Réwnanie (Z1.9) zawiera trzy sktadniki, ktore przeksztalcamy oddzielnie, korzystajac

z (Z1.13)-(Z1.15) oraz z I3 = J*:
(i) skladnik z I: %(aQ L+ as 13) I,
(i) sktadnik z B: 2 oy B,
(iii) skladnik z B™': —2ay J B71.
Ad (i). Korzystajac z (Z21.15) i I3 = J? mamy:

Natomiast z (Z1.14) i Iy = J43 I,:

oUu - -
L=JY3 = . J\3L, =1
Qo 19 ol, 2 2812

Sumujac oraz upraszczajac (Z1.16) i (Z1.17) otrzymujemy:

_JOU_LoU Lo
- 20J 309l 30l

i caly sktadnik (i) wynosi:

oU 21, 0U 21, U

3(0&2]24—063]3)1: <—+

dJ 3J 0oL, 3J 0l

Ad (ii). Podstawiajac (Z1.13) i B = J*° B:

.0l

galB:g-J_2/3a—U-J2/3B: v

9
J J oI, J oI,
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(Z1.16)

(Z1.17)

(Z1.18)

(1.19)

(71.20)



Ad (iii). Podstawiajac (Z1.14) i B™' = J=?3B~! (wynikajace z B~! = J>3B~1):

ou

—2ay JB = 2. g3 = i 0

-

S JJTEBT = — B~ (71.21)

<o
=)
Repll

2

Sumujac (Z1.19), (21.20) i (Z1.21) otrzymujemy:

—B-2B"
oL, 0l

oU 21, oU 21, oU 2 (OU oU
<8J 3J8]1+3J&f2>1 J( ) (21.22)

Wprowadzenie dewiatoréw i posta¢ koncowa

Dewiatory lewego tensora deformacji izochorycznej Cauchy’ego-Greena definiuje sie
jako:

Bp=B-111, By =B ' -1LI, (71.23)

W=

przy czym $lady wynosza odpowiednio tr B = I; i tr B~' = I, zgodnie z (Z1.10). Odwra-
cajac (Z1.23):
B=Bp+iLI, B '=Bj'+1iLL (Z1.24)

Podstawiajac (Z1.24) do (Z1.22) otrzymujemy ostatecznie:

B, - 2~ B; 71.2
MY D= (21.25)

ol oI,

8UI <8U oU ~ )

Powyzsza postaé jest zgodna z réwnaniem podanym w [67].
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7Z1.2. Opis Lagrange’a — II tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa
Punkt wyjscia

Analogiczne wyprowadzenie przeprowadza sie dla naprezenia Pioli-Kirchhoffa drugiego
rodzaju T, wyrazonego przez prawy tensor deformacji Cauchy’ego-Greena C = FTF.

Relacja konstytutywna przyjmuje postac:

+ I C+=—C"|. (71.26)

T_o oW oW I_aw J OW
N ol oI, I 2 0J

Podstawienie do (Z1.26)

Réwnanie (Z1.26) zawiera trzy sktadniki, ktore przeksztalcamy oddzielnie, korzystajac
z (Z1.13)-(Z1.15) oraz z I3 = J*:
(i) sktadnik z I: 2(ag + an 1) 1,
(ii) sktadnik z C: =2, C,
(i) sktadnik z C™': JI¥ C™1 =203 ;,C L
Ad (7). Korzystajac z (Z1.13) i I, = J*3 I}

ou ou ou - U
tasly=J =4 = PR =g g 71.27
rmaen oI, ol oI, ARG
zatem caly sktadnik (i) wynosi:
ou ou
2 NI=2J723—=+1 —|L 71.28
(a1 +ax Iy) (a[1+ 18[2> ( )
Ad (ii). Podstawiajac (Z1.14) i C = J?/3 C:
—20,C=—-2.J%3 = U prg=_9;n%¢c (71.29)
2 2

Ad (iii). Trzeci skladnik z (Z1.26) zapisujemy korzystajac z (Z1.15) i I3 = J*

JoU I, 0U 21, 90U
=2 % 22 71.30
BBT 997 301, 3 ol ( )

co daje (z C™' = J=#3C~!, wynikajacym z C = J~2/3C):

B JOU L OU 210U\ . o=
Qas [ C =222 -~ _=°=2 J23 O, 71.31
@3 %3 (2 oJ 30l 3 012> ( )
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Sumujac (Z1.28), (Z1.29) i (Z1.31), grupujac sktadniki przy C~! oraz taczac wyrazenia

przy I z wkladami z (iii), otrzymujemy:

T =J23|2 87(_]+2f187(_] 1—287[_](_3
8]1 812 a]2

JoU I, oU 21, 0U) -
g 3290 0¥ 2h 0V a 71.32
* (2 oJ 3 0I, 3 ol (21.32)

Wprowadzenie dewiatoréw

Poniewaz T jest tensorem w konfiguracji Lagrange’a, dewiator dowolnego tensora A

w tej konfiguracji definiuje sie¢ jako:
DEVA =A - #r(AC)C™, (71.33)
Analogicznie w zmiennych izochorycznych, korzystajac z C = J*3C i Ct = J=23C~1
DEVA = A - {tr(AC)C ™. (71.34)
Korzystajac z definicji (Z1.34):

DEVI=I-1tr(C)C'=I-1C"' - I=DEVI+iC™", (71.35)

DEVC=C-itn(C)C'=C-§(I}-2L)C" - C=DEVC+ (I} -2L)C™".
(21.36)
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Podstawiajac (Z1.35) i (Z1.36) do pierwszego wiersza (Z1.32):

PR LIPTECA ACCR T SPECCR,
oL ol 0l

:J—2/3[ <5U+]1W>(DEVI+;flc )—22[[](DEVC+ (B -2L)C )]

o6 01,

ou oU oU
= J 23|92 I DEVI—-2--DEVC
l (a L af) oI, ]

2

2 U | U = o\ OU] -
— B I} —=— (I} 21 c
+ 3 [ 8[1 * 8 2 ( ! 2> aIZ]

Py iy DEVI—Q—DEVC +3 25 Y, Y
oI oI,

ol o0l

Dodajac drugi wiersz (7Z1.32), zbieramy wyrazy przy C':

g J—2/3

I — +21 —
3 1 + 21

ou ou
ol oI,

JOU LU 250U _ 00
20J 39, 3 0L

poniewaz sktadniki z U /01, i OU/OI, znosza sie parami.

Ostatecznie, korzystajac z liniowosci operatora DEV otrzymujemy:

ou ou oU oU -
T=J3"_C '+ J2DEV|2 + T I-2-—-C].
oJ 8 1 Lol a]2 ol

57

|o

(21.37)

(Z1.38)

(Z1.39)

Korzystajac z C™' = J?3 C~!, réwnanie (Z1.39) przyjmuje réwnowazng postaé¢ zgodna

z [64]:

T = Ja—UC L4 J2BDEV|2 ou ilaU 1—287[]0
8J 81 812 8[2
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Zalacznik 2. Tabela poréwnawcza relacji konstytutywnych hipersprezystosci

Tabela Z2.1. Poréwnanie postaci funkcji energii sprezystosci oraz relacji konstytutywnych dla izotropowych materialéw hipersprezystych

Typ materialu Funkcja ES Tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa IT rodzaju T Tensor naprezenia Cauchy’ego o
Scisliwy W = W(Iy, Iz, I3) T =2(n1+7 C+73C?) o=2(B11+ BB+ B3 B?)
(postaé ogdlna) gdzie: gdzie:

nm=a1t+azlitagls, y2=—(a2+tazli), 73=as. Br=azlz, Pz=ar+azli, B3=-—ay,

Postaé alternatywna:
Postaé alternatywna: o= % [(ag Is + as 13) I+ a1 B] —2asJ B!
T=2 [(al + aoli1)I — a2C + aglgcfl]

Scisliwy W =U(I, I, J) T=J/3%0Cc 1+ a:g—f{IjL%(g%BDf 2 B_1>

(postaé ogdlna J~2/3DEV (2 371 +10 372) I-2 2% c) .

z niezmiennikami

izochorycznymi

iJ)

Matoscisliwy W =Wp(I1, L) + Wi(J) T=J/32% ¢!+ o=23"T1+ %(ng‘ff Bp — Blef ]‘351)
Wp — cz. izochoryczna, J~2/3DEV (Q(BgVD +1; 8WD> aWD C)
W — cz. objetosciowa

Niescidliwy W =Wp(l, ) T=-pC-1+2 (Bg‘l’f +h BWD) BWD le) o= GWD B 26WD B-1

(detJ =1)

Oznaczenia: W — funkcja jednostkowej energn sprezystoéci (JES), C = FTF — prawy tensor deformacji Cauchy’ego-Greena, B = FFT — lewy tensor deformacji, J = detF, I; = tr C,
Iy = tr(Cof C), I3 =detC = J?, I}, = J 2 k/3 I}, — niezmienniki izochoryczne (k = 1,2), C = J~2/3C - izochoryczny prawy tensor deformacji, B = J~2/3B — izochoryczny lewy tensor
deformacji, Bp = dev(B) - dew1at0r tensora B, BB =dev(B~'), DEV(e) = (o) — 1 tr[( ) C]C~! — operator dewiatora materialnego (w konfiguracji odniesienia), dev(e) = (o) — %tr(o) I-
operator dewiatora w konfiguracji materialnej, a; = OW/9I; (i =1,2,3), p — mnoZnik Lagrange’a wymuszajacy warunek niescisliwosci.



Zalacznik 3. Transformatory danych

class TensorToInvariantsTransformer (BaseEstimator, TransformerMixin):
def __init__(self, compressibility="compressible",
< incompressible_method="lagrange"):
self.compressibility = compressibility
self.incompressible_method = incompressible_method

self.decoupled = is_decoupled(compressibility)

def fit(self, X, y=Nomne):

return self

def transform(self, X):
F = X.clone()
J = cm.invariant_I3(F)
if self.decoupled:
F = J.pow(-1/3) .view(-1, 1, 1) * F
C = cm.ten2_C(F)
I1

cm.invariant_I1(C)
I2 = cm.invariant_I2(C)

invariants = np.stack([I1.numpy(), I2.numpy(), J.numpy()], axis=1)

return {'F': F.numpy(), 'C': C.numpy(), 'inv': invariants}
class DesignMatrixTransformer (BaseEstimator, TransformerMixin):
def __init__(self, degree=2, model_fit='simplified', model_type=None,
— stress_free=True,
convexity=False, compressibility='compressible',
— incompressible_method='lagrange',
n_exp=1, exp_max_arg=5.0):
self.degree = degree
self .model_fit = model_fit
self .model_type = model_type
self.decoupled = is_decoupled(compressibility)
self.stress_free = stress_free
self.convexity = convexity
self.compressibility = compressibility
self.incompressible_method = incompressible_method
self.n_exp = n_exp

self.exp_max_arg = exp_max_arg
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self.I1, self.I2, self.J = sp.symbols('Il I2 J')

self.feature_syms = None

self.dpsi_dIl_syms = None

self.dpsi_dI2_syms = None

self.dpsi_dJ_syms = None

self.dpsi_dIl_funcs = None
self.dpsi_dI2_funcs = None
self.dpsi_dJ_funcs = None

self .hessian_funcs = None

self.feature_names = None

self.feature_syms = None

def fit(self, X, y=None):

inv = X['inv']

if self.model_type == 'reduced-hartmann':

I1_arg max = inv[:, 0] .max() - 3

I2_arg max = inv[:, 1] .max(O**1.5 - 3 * np.sqrt(3)

alpha_Il = self.exp_max_arg / Il_arg_max

alpha_I2 self.exp_max_arg / I2_arg_max
else:

alpha_I1

alpha_I2 = None

fg = FeatureGenerator (
invariants=inv,
poly=None,
model_type=self.model_type,
stress_free=self.stress_free,
compressibility=self.compressibility,
incompressible_method=self.incompressible_method,
N=self.degree,

n_exp=self.n_exp,
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def

alpha_Il=alpha_I1,
alpha_I2=alpha_I2,
)
self.fg_ = fg

self.feature_names =

fg.get_feature_names_out ()

self .feature_syms = fg.get_feature_symbols()

self.feature_funcs_ =

self.dpsi_dIl_funcs =

—

self.I1), 'numpy')

self.dpsi_dI2_funcs =

self.I2), 'numpy')

—

self.dpsi_dJ_funcs =

self.J), 'numpy')

.
if self.convexity:
self.hessian_funcs

—

return self

transform(self, X):

F

X['F']
C

X['c'l

invariants = X['inv']

I1 = invariants[:, 0]
I2 = invariants[:, 1]
J = invariants[:, 2]

dpsi_dI1l = np.array([

[sp.lambdify((self.I1, self.I2,
for s in self.feature_syms]

[sp.lambdify((self.I1, self.I2,

for s in self.feature_syms]

[sp.lambdify((self.I1, self.I2,

for s in self.feature_syms]

[sp.lambdify((self.I1, self.I2,

for s in self.feature_syms]

self.J),

self.J),

self.J),

self.J),

S,

sp

1%

sp

= [sp.lambdify((self.I1, self.I2, self.J),

for s in self.feature_syms]

[£(I1_i, I2_i, J_i) for f in self.dpsi_dI1l_funcs]

for I1_i, I2_i, J_i in zip(I1l, I2, J)

D
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sp.hessian(s, (self.Il, self.I2, self.J)), 'numpy')

'Il'LlIIlpy 1 )

.diff (s,

.diff(s,

.diff (s,



dpsi_dI2 = np.array([
[£(T1_i, I2_i, J_i) for f in self.dpsi_dI2_funcs]
for I1_i, I2_i, J_i in zip(I1, I2, J)

D

dpsi_dJ = np.array([
[£(T1_i, I2_i, J_i) for f in self.dpsi_dJ_funcs]
for I1 i, I2_i, J_i in zip(I1, I2, J)

D

design_rows = []
for idx in range(len(I1)):
row = self._compute_S_terms(
Flidx],
Clidx],
I1[idx],
J[idx],
dpsi_dI1[idx],
dpsi_dI2[idx],
dpsi_dJ[idx],
)
design_rows.append(row)

design_matrix = np.vstack(design_rows)

if self.convexity:

identity_F = torch.eye(3) .unsqueeze(0)

identity_C = cm.ten2_C(identity_F)

identity_C_np = identity_C.numpy()

I1_0 = cm.invariant_I1(identity_C).item()
I2_0 = cm.invariant_I2(identity_C).item()

J_0 = cm.invariant_I3(identity_F).item()

dpsi_dI1_0 = np.array([f(I1_0, I2_0, J_0) for f in self.dpsi_dI1_funcs])

dpsi_dI2_0 = np.array([f(I1_0, I2_0, J_0) for f in self.dpsi_dI2_funcs])
dpsi_dJ_O = np.array([£(I1_0, I2_0, J_0) for f in self.dpsi_dJ_funcs])

identity_F_np = identity_F.squeeze(0) .numpy ()
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design_matrix_0 = self._compute_S_terms(identity_F_np, identity_C_np,

< I1.0, J_O, dpsi_dIl1_0, dpsi_dI2_0, dpsi_dJ_0)

return {
'X': design_matrix,
'design_matrix_zero': design_matrix_O,
'dpsi_dI1l_funcs': self.dpsi_dIl_funcs,
'dpsi_dI2_funcs': self.dpsi_dI2_funcs,
'dpsi_dJ_funcs': self.dpsi_dJ_funcs,
'invariants': invariants,
'hessian_funcs': self.hessian_funcs

}

else:

return design_matrix

def _compute_S_terms(self, F_i, C_i, I1_i, J_i, dpsi_dIl_i, dpsi_dI2_i,
— dpsi_dJ_i):

C_inv = np.linalg.inv(C_i)

terml (dpsi_dTI1_i + I1_i * dpsi_dI2_i)[:, None, None] * np.eye(3)

term2 = -dpsi_dI2_i[:, None, Nomne] * C_i
if self.decoupled:
if self.compressibility == "slightly_compressible":
T_iso = 2 * J_i**(-2/3) * cm.deviatoric_operator(terml + term?2,
< C_i) .numpy ()
term3 = (J_i**(1/3) * dpsi_dJ_i)[:, None, None] * C_inv
T = T_iso + term3
else:
T iso = 2 * (terml + term2)
if self.compressibility == "incompressible" and
— self.incompressible_method == "lagrange":
c11, c¢22 = c_i[o, 01, C_il1, 1]
avg = 0.5 * (C11 + C22)
if avg > le-12 and abs(Cl1l - C22) / avg < le-3:
side = 2

else:

1]
[

side
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T_iso[:, side, side] / C_inv[side, side]

T_iso - pl[:, None, None] * C_inv
elif self.compressibility == "incompressible" and
— self.incompressible_method == "penalty":
raise NotImplementedError (
"Penalty formulation for incompressible material is not
"

— 1implemented yet.

"Use incompressible_method='lagrange' for Treloar data."

else:
term3 = (0.5 * J_i * dpsi_dJ_i)[:, None, None] * C_inv

T =2 % (terml + term2 + term3)

F_for_stress = F_1i

if self.decoupled:

F_for_stress = J_i**(1/3) * F_i

S = np.einsum('ij,kjl->kil', F_for_stress, T)

if self.model_fit == "simplified":
return S[:, 0, 0]

elif self.model_fit == "full":
return S.reshape(S.shape[0], -1)

else:

raise ValueError (f"Unknown model fit: {self.model_fitl}")
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Zalacznik 4. Generowanie funkcji bazowych

Listing 1. Wydruk z klasy FeatureGenerator dla stopnia wielomianu n = 2

=== Test: decoupled=rivlin, stress-free reference configuration=False ===

Sklearn feature names: (I1-3), (I2-3), (I1-3)72, (I1-3) (I2-3), (I2-3)72, (J-1)"2

=== Test: decoupled=rivlin, stress-free reference configuration=True ===

Sklearn feature names: (I1-3), (I2-3), (I1-3)"2, (I1-3) (I2-3), (I2-3)"2, (J-1)"2

=== Test: decoupled=silhavy, stress-free reference configuration=False ===

Sklearn feature names: (I1-3), (I2-3), (J-1), (I1-3)72, (I2-3)72, (J-1)"2

=== Test: decoupled=silhavy, stress-free reference configuration=True =

Sklearn feature names: (I1-3), (I2-3), (I1-3)72, (I2-3)72, (J-1)"2

=== Test: decoupled=True, stress-free reference configuration=False ===

Sklearn feature names: (I1-3), (I2-3), (J-1), (I1-3)72, (I1-3) (I2-3), (I2-3)72, (J-1)72

=== Test: decoupled=True, stress-free reference configuration=True ===

Sklearn feature names: (I1-3), (I2-3), (I1-3)"2, (I1-3) (I2-3), (I2-3)"2, (J-1)"2

=== Test: decoupled=False, stress-free reference configuration=False ===

Sklearn feature names: (I1-3), (I2-3), (J-1), (I1-3)72, (I1-3) (I2-3), (I1-3) (J-1), (I2-3)"2, (I2-3) (J-1), (J-1)"2

=== Test: decoupled=False, stress-free reference configuration=True

Sklearn feature names: (I1-3), (I2-3), (I1-3)72, (I1-3) (I2-3), (I1-3) (J-1), (I2-3)"2, (I2-3) (J-1), (J-1)"2
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Zalacznik 5. Studium przypadku klasy

DesignMatrixTransformer

Metoda transform

W celu rozjasnienia dziatania klasy DesignMatrixTransformer w niniejszym zatacz-
niku przedstawiono przyktadowe obliczenia numeryczne dla stopnia wielomianu funkcji
jednostkowej energii sprezystosci réwnego 2 i zalozenia materiatu niescisliwego bedacego

w stanie jednoosiowego rozciagania.

Dane wejsciowe

Przyktadowe dane wejsciowe obejmuja reprezentacje numeryczng tensora gradientu
deformacji izochorycznej F oraz powiazana reprezentacje prawego tensora deformacii
izochorycznej Cauchy’ego-Green’a C wraz z wartosciami pierwszych dwéch niezmiennikéw

deformacji izochorycznej I, I, dla jednej prébki:

3.016 0 0 9.096 0 0
F—-| 0 056 0 |, C=]| 0 0332 0 |, LL=9760, I,=6.142.
0 0 0576 0 0 0.332
(Z5.1)
Metoda fit

W metodzie fit wygenerowano liste symbolicznych funkcji bazowych ¢, zbudowanych

7 przesunietych niezmiennikéw (I; —3) i (I — 3):
feature_syms = { (1, = 3), (b —3), (L —3)%, (L =3)(l,—3), (L —3)’}. (Z52)
Na podstawie tej listy obliczane sa pochodne czastkowe wzgledem I i Io:

dpsi_dll_syms = {1, 0, 2(1; = 3), (,—3), 0}, 253
5.3
dpsi_dI2_syms = {0, 1, 0, (I, = 3), 2(1, - 3) }.
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Metoda transform

Korzystajac z funkcji numerycznych utworzonych w metodzie fit, dla zadanej pary

I, I, obliczane sa warto$ci numeryczne pochodnych:

dpsi_dIl = {1.00, 0.00, 13.52, 3.14, 0.00 }, 250
75.4

dpsi_dI2 = {0.00, 1.00, 0.00, 6.76, 6.28 }.

Wzoér na tensor cech w mierze Pioli-Kirchhoffa IT rodzaju dla materiatu niescisliwego

przyjmuje postac:

— — (9WD - aWD aWD ~
To=—-p.C'+2|—+1,—|1I-2"22C, 75.5
b ( on, ' on ) ol (25.5)

gdzie I jest tensorem jednostkowym, a mnoznik p, wyznaczany jest niezaleznie dla kazdej
funkcji bazowej z warunku zerowania bocznej sktadowej naprezenia. Sktadowa (77;) dla

kolejnych funkcji bazowych wynosi:

(I,=3) (I,-3) (I,=3)* (I,=3)(Io—3) (I,—3)?

_ Ty, | 1.93 0.64 26.05 10.37 4.02
T, — . (75.6)

Thy | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Ty | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Zgodnie z relacja S = F T tensory cech sa odwzorowywane z miary Pioli-Kirchhoffa II

rodzaju na miare Pioli-Kirchhoffa I rodzaju:
S.=FT,, tj. Su=FuTu, Sw=FnThy, Si=FsTs;. (Z5.7)

Poniewaz boczne sktadowe tensora cech PK2 w przypadku jednoosiowego rozciggania sa ze-
rowe, po odwzorowaniu niezerowa pozostaje wylacznie sktadowa S;;. Warto$ci numeryczne

macierzy cech naprezeniowych wynosza:

(0-3) (=3 (W37 (h-3)(5-3) (B-3)°

581 193  78.60 31.30 12.11
(Z5.8)

design_ stress matrix —

Sll
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Zalacznik 6. Implementacja normalizacji cech

i odtwarzania wag fizycznych w modelu CANN

models.py

import torch

import torch.nn as nn

def activation_exp(x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

return torch.exp(x) - 1.0

class SingleInvariantBlock(nn.Module) :

def __init__(self, scale: float = 1.0) -> None:
super().__init__Q

self .register_buffer('scale', torch.tensor(float(scale)))

self.w_lin_x = nn.Parameter(torch.empty(1l).normal_(std=0.3).abs_())
self .w_exp_x = nn.Parameter(torch.empty(1l) .uniform_(0.0, 1e-3))
self.w_lin_x2 = nn.Parameter (torch.empty (1) .normal_(std=0.3).abs_())
self .w_exp_x2 = nn.Parameter (torch.empty(1l).uniform_(0.0, 1e-3))
self .w_lin_x3 = nn.Parameter(torch.empty(1l) .normal_(std=0.3).abs_Q))

self.w_exp_x3 = nn.Parameter(torch.empty(1) .uniform_(0.0, 1e-3))

def forward(self, x: torch.Tensor) -> torch.Tensor:

x / self.scale

u
u2 = u * u

u3

u2 * u

return torch.cat ([

self.w_lin x * u,
activation_exp(self.w_exp_x * u),
self.w_lin x2 * u2,
activation_exp(self.w_exp_x2 * u2),
self.w_lin_x3 * u3,
activation_exp(self.w_exp_x3 * u3),

], dim=1)
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def physical_weights(self) -> torch.Tensor:

s = self.scale

return torch.stack([
(self.w_lin_x / s).squeeze(),
(self.w_exp_x / s).squeeze(),
(self.w_lin_x2 / s ** 2).squeeze(),
(self.w_exp_x2 / s ** 2).squeeze(),
(self.w_lin_x3 / s ** 3).squeeze(),
(self.w_exp_x3 / s **x 3).squeeze(),

D

class StrainEnergyCANN(nn.Module):

NUM_TERMS = 12

def __init__(self, scale_Il: float = 1.0, scale_I2: float = 1.0) -> None:
super().__init__Q)
self .block_I1 = SinglelInvariantBlock(scale_I1)
self .block_I2 = SingleInvariantBlock(scale_I2)

self .mix = nn.Parameter(torch.empty(self.NUM_TERMS) .normal_(std=0.3).abs_())

Qclassmethod
def from_invariants(cls, I1: torch.Tensor, I2: torch.Tensor,
eps: float = le-6) -> "StrainEnergyCANN":
sl = (torch.as_tensor(Il, dtype=torch.float32) -
— 3.0).abs() .max() .clamp_min(eps) .item()
s2 = (torch.as_tensor(I2, dtype=torch.float32) -
— 3.0).abs() .max() .clamp_min(eps) .item()

return cls(scale_Il=s1, scale_I2=s2)

def forward(self, I1l: torch.Tensor, I2: torch.Tensor) -> torch.Tensor:
feats = torch.cat([
self.block_I1(I1 - 3.0),
self.block_I2(I2 - 3.0),
1, dim=1)

return feats @ self.mix.unsqueeze(1)

@torch.no_grad()
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def clamp_nonneg(self) -> None:
for p in self.parameters():

p-clamp_(min=0.0)

def 12_regularization(self, weight: float = 1le-3) -> torch.Tensor:

return weight * sum((p * p).sum() for p in self.parameters())

def weight_summary(self) -> torch.Tensor:
inner = torch.cat([
self .block_Il.physical_weights(),
self.block_I2.physical_weights(),
D

return torch.stack([inner, self.mix], dim=1).detach()
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Zalacznik 7. Poréwnanie implementacji sieci PINN:

wtasnej w PyTorch z bibliotekg DeepXDE

Listing 1. DeepXDE

import deepxde as dde 1
import matplotlib.pyplot as plt 2
import numpy as np 3
import torch 4
5

def pde(x, y): 6
dy_xx = dde.grad.hessian(y, x) 7

return -dy_xx - np.pi ** 2 * torch.sin(np.pi *

—  X) 8
9
def boundary_left(x, on_boundary): 10

return on_boundary and np.isclose(x[0], -1.0) 11
12
def boundary_right(x, on_boundary): 13

return on_boundary and np.isclose(x[0], 1.0) 14

15

def func(x): 16
return np.sin(np.pi * x) 17

18

geom = dde.geometry.Interval(-1, 1) 19
20

bc_left = dde.icbc.DirichletBC(geom, lambda x: 0.0,
— boundary_left) 21
bc_right = dde.icbc.DirichletBC(geom, lambda x: 0.@2
< boundary_right) 23
24

data = dde.data.PDE(geom, pde, [bc_left, bc_right]2s

< 16, 2, solution=func, num_test=100) 26

27
layer_size = [1] + [50] * 3 + [1] 28
net = dde.nn.FNN(layer_size, "tanh", "Glorot 29
— uniform") 30

31
model = dde.Model(data, net) 32

model.compile("adam", 1lr=0.001, metrics=["MSE"]) 33
losshistory, train_state = 34
— model.train(iterations=10000)

35

36

Listing 2. Czysty PyTorch (czesé 1/2)

import math

import numpy as np
import torch

import torch.nn as nn

import matplotlib.pyplot as plt

device = torch.device("cuda" if

< torch.cuda.is_available() else '"cpu")

class PINN(nn.Module):
def __init__(self):

super () .__init__()
self.densel = nn.Linear(1, 50)
self.dense2 = nn.Linear (50, 50)
self.dense3 = nn.Linear (50, 50)
self.out = nn.Linear (50, 1)
self.act = nn.Tanh()

self._init_weights()

def _init_weights(self):
for layer in [self.densel, self.dense2,
<> self.dense3, self.out]:
nn.init.xavier_uniform_(layer.weight)

nn.init.zeros_(layer.bias)

def forward(self, x):
x = self.act(self.densel(x))
x = self.act(self.dense2(x))
x = self.act(self.dense3(x))
x = self.out(x)

return x

def pde(model, x):

x = x.requires_grad_(True)

y = model(x)

y_x = torch.autograd.grad(y, x,

— torch.ones_like(y), create_graph=True) [0]
y_xx = torch.autograd.grad(y_x, x,

— torch.ones_like(y_x), create_graph=True) [0]

return y_xx + (math.pi**2) * torch.sin(math.pi *

—  X)
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37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

53

54

55

56

57

59

60

61

62

63

64

65

Listing 2. Czysty PyTorch (czesé 2/2)

def loss(model, x_int, x_bc, y_bc):
r = pde(model, x_int)
loss_pde = torch.mean(r**2)
loss_bc = torch.sum((model(x_bc) - y_bc) **x 2)

return loss_pde + loss_bc

def train_step(model, optimizer, x_int, x_bc, y_bc):
optimizer.zero_grad(set_to_none=True)
L = loss(model, x_int, x_bc, y_bc)
L.backward()
optimizer.step()

return L

x_bc = torch.tensor([[-1.0], [1.0]],
— dtype=torch.float32, device=device)

y_bc = torch.zeros_like(x_bc)

model = PINN().to(device)
optimizer = torch.optim.Adam(model.parameters(),

— 1lr=le-3)

iterations = 10000
n_domain = 18
x_int = torch.linspace(-1.0, 1.0, steps=n_domain,

— dtype=torch.float32, device=device).view(-1, 1)

loss_history = []
for it in range(iteratioms):
L = train_step(model, optimizer, x_int, x_bc,
— y_bc)
loss_history.append(L.item())
if it % 1000 ==

print(f"Iter {it}: Loss = {L.item():.6e}")
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Zalacznik 8. Kod zZrédlowy rozwigzania zadania
tarczy wspornikowej obcigzonej r6wnomiernie sieciami

PINN

train.py

"thpython train.py [--config config.yaml]"""

import argparse
import logging
from pathlib import Path

from typing import Any

import yaml

import deepxde as dde

from src import (
PlateParams,
analytical_solution,
build_bcs_mixed_soft,
build_bcs_primal_soft,
build_network,
make_hard_bc_transform,
make_pde_mixed,

make_pde_primal,

logging.basicConfig(
level=logging.INFO,
format="%(asctime)s Y (levelname)-8s 7% (message)s",
datefmt="%H:%M:%S",

)

log = logging.getLogger (__name__)

def load_config(path: str | Path) -> dict[str, Any]:
with open(path, "r", encoding="utf-8") as fh:

cfg = yaml.safe_load(fh)
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def

log.info("Config loaded from 'Js'", path)

retu

rn cfg

main(config_path: str | Path) -> None:

cfg = load_config(config_path)

outdir = Path(cfg["output"]["dir"])

outdir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

pp = PlateParams(cfg["physics"])

pp-1

og_summary ()

mode = cfg["formulation"] ["mode"].lower ()
hard_bc = cfg["formulation"] ["hard_bc"]
if mode not in ("primal", "mixed"):

geom

pde

if h

else

smp

data

raise ValueError(f"Unknown mode '{mode}'. Choose: primal | mixed")

= dde.geometry.Rectangle([0.0, -0.5], [1.0, 0.5])
= make_pde_primal(pp) if mode == "primal" else make_pde_mixed (pp)
ard_bc:
if mode == "primal":
raise NotImplementedError("Hard BCs: mixed mode only.")
bes = []

net = build_network(cfg["network"])

net

bcs

.apply_output_transform(make_hard_bc_transform(pp))

(build_bcs_primal_soft(geom, pp) if mode == "primal"

else build_bcs_mixed_soft(geom, pp))

net

build_network(cfg["network"])

cfg["sampling"]

= dde.data.PDE(

geom, pde, bcs,

num_domain
num_boundary

solution

smp["num_domain"],
smp ["num_boundary"],

analytical_solution(pp, mode),
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num_test = smp["num_test"],

model = dde.Model(data, net)

# Phase 1: Adam
adam_cfg = cfg["adam"]

model.compile("adam", lr=adam_cfg["lr"], metrics=["12 relative error"])

callbacks = [

dde.callbacks.EarlyStopping(

monitor adam_cfg["early_stopping"] ["monitor"],

patience = adam_cfg["early_stopping"]["patience"],

min_delta = adam_cfg["early_stopping"]["min_delta"],

dde.callbacks.ModelCheckpoint (
filepath = str(outdir / "model"),

save_better_only = adam_cfg["checkpoint"] ["save_better_only"],

monitor = adam_cfg["checkpoint"] ["monitor"],
period = adam_cfg["checkpoint"] ["period"],
),
]
log.info("=== Adam (%d iter) ===", adam_cfg["iterations"])

losshistory, train_state = model.train(
iterations = adam_cfg["iterations"],
display_every = adam_cfg["display_every"],
callbacks

callbacks,

# Phase 2: L-BFGS-B

lbfgs_cfg = cfg.get("lbfgs", {})

if 1bfgs_cfg.get("enabled", False):
log.info("=== L-BFGS-B ===")
model . compile ("L-BFGS", metrics=["12 relative error"])
losshistory, train_state = model.train(

display_every=lbfgs_cfg.get("display_every", 200),
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dde.saveplot(

losshistory, train_state,

issave=True, isplot=False,

output_dir=str(outdir),

)

log.info("Done. Results in 'Ys'.'

if __name__ == "_main__":

parser = argparse.ArgumentParser ()

, outdir)

parser.add_argument ("--config", default="config.yaml")

args = parser.parse_args()

main(args.config)

src/params.py

import logging

import deepxde as dde

J, H = dde.grad.jacobian, dde.grad.hessian

log = logging.getLogger (__name__)

def make_ops(l: float, c: float):

def Dxi (f, xi_eta,
def Deta (f, xi_eta,
def Dxixi (f, xi_eta,
< i=0, j=0)

def Detaeta(f, xi_eta,

o i=1, j=1)

i):

: return

. return

return

return

return Dxi, Deta, Dxixi, Detaeta

class PlateParams:

def __init__(self, phys:

phyS [npn]
PhyS [Ilbll]
self .E = phys["E"]

self.p

self.b

(1.0 / 1)
(1.0 / (2 * ¢))
(1.0 / 1%x2)

(1.0 / (2%c)*%x2)

dict[str, float]) -> None:

# line load

# plate thickness

# Young's modulus
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* J(f,
* J(f,
* H(E,

* H(f,

[kN/m]
[m]
[kN/m?]

xi_eta,
xi_eta,

xi_eta,

xi_eta,

i=i, j=0)
i=i, j=1)
component=i,

component=i,



self

self.
self.
self.

self.

self

self.

self

self

def log_

log.

src/soluti

import numpy

from .params

def analytic
def func
xi

eta

~<
]

a4 E

u_xi

.nu = phys["nu"] # Potsson's ratio

1 = phys["1"] # plate length

¢ = phys["c"] # half-height

k = phys["k"] # scaling exponent

q = self.p / self.b

.lam = (2.0 * self.c) / self.l

sigma0 = self.q * (self.lam ** self.k)

.u0 = self.sigmal * self.l / self.E
.Dxi, self.Deta, self.Dxixi, self.Detaeta =

summary (self) -> None:

info(

"Plate params: q = %.2f kN/m?, lam = 7%.4f,
"sigmaO = %.4e kN/m?, uO = %.4e m",

self.q, self.lam, self.sigmaO, self.u0,

on.py

as np

import PlateParams

al_solution(pp: PlateParams, mode: str):

(xi_eta: np.ndarray) -> np.ndarray:

= xi_etal:, 0:1]
= xi_etal:, 1:2]
pp-1 * xi

2.0 * pp.c * eta

, nu, 1, ¢ = pp.q, pp.-E, pp.nu, pp.1, pp.c

= (q / (20 * E * c**3)) * (
5 % (x*%3 - 1%%3) * y
-5 % (2 + nu) * x x y*x*3

+ 3 % (2 +5 % nu) *x cx*x2 *x (x - 1) =* v
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[m]
[m]
[-71

# surface load
# slenderness ratio
# stress scale

# displacement scale

[kN/m?]
[-71
[kN/m?]
[m]

make_ops(self.1l, self.c)



+ 10 * nu * c*k*3 * (x - 1)

u_eta = (q / (80 * E * c**3)) * (
5% (1 + 2 % nu) * yx*4
= 30 * mu * X**2 Kk yHk2
-6 * (5 + 2 % nu) * ck*2 * y*kx2
- 40 * c*x*x3 * y
+ 30 * nu * ck*2 * (x*k*2 - 3 * 1*xx2)
+ 24 % ckx2 *x (2 x x*x*%2 — 3 *x 1%%x2)
- 5 x (x*x4 + 3 * 1¥*4)
+ 20 * 1%%3 * x

+ 12 * (2 + 5 % nu) * ck*x2 *x 1 * x

)
if mode == "primal":

return np.hstack((u_xi / pp.u0, u_eta / pp.u0))
S_xixi = (q / (20 * cx*3)) * y * (15 * x**2 — 10 * y**2 + 6 * c**2)
S_etaeta = (q / (4 * c*x*3)) * (y**3 — 3 * c**x2 *x y - 2 * C**3)
S_xieta = (3 x q / (4 x c**3)) * x * (C**2 — y*x2)

return np.hstack((
u_xi / pp.u0,
u_eta / pp.uo0,
S_xixi / pp.sigmaO,
S_etaeta / pp.sigmaO,
S_xieta / pp.sigmaO,
)

return func

src/pde.py

from .params import PlateParams

from src.params import PlateParams

def strains_and_stresses(f, xi_eta, pp: PlateParams):
E_xixi = pp.u0 * pp.Dxi (f, xi_eta, i=0)

E_etaeta = pp.u0 * pp.Deta(f, xi_eta, i=1)
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E_xieta = 0.5 * pp.u0 * (pp.Deta(f, xi_eta, i=0) + pp.Dxi(f, xi_eta, i=1))

coeff = pp.E / (1.0 - pp.nu**2)
S_xixi = coeff * (E_xixi + pp.nu * E_etaeta)

S_etaeta = coeff * (E_etaeta + pp.nu * E_xixi)

S_xieta (pp-E / (1.0 + pp.nu)) * E_xieta

return S_xixi, S_etaeta, S_xieta

def make_pde_primal(pp: PlateParams):
Dxi, Deta = pp.Dxi, pp.Deta

def pde(x, f):

S_xixi, S_etaeta, S_xieta = strains_and_stresses(f, x, pp)

# Equilibrium: div(sigma) = 0
r_eqxi = (Dxi(S_xixi, x) + Deta(S_xieta, x)) / pp.sigma0

r_eqgeta = (Dxi(S_xieta, x) + Deta(S_etaeta, x)) / pp.sigma0

# Compatibility: Laplacian(sigma_zxz + sigma_yy) = O

r_comp = (
Dxi (Dxi (S_xixi, x), x) + Deta(Deta(S_xixi, X), X)
+ Dxi(Dxi (S_etaeta, x), x) + Deta(Deta(S_etaeta, x), x)

) / pp.sigma0

return [r_eqxi, r_eqeta, r_comp]

return pde

def make_pde_mixed(pp: PlateParams):

Dxi, Deta, Dxixi, Detaeta = pp.Dxi, pp.Deta, pp.Dxixi, pp.Detaeta

def pde(x, f):

S_xixi_phys, S_etaeta_phys, S_xieta_phys = strains_and_stresses(f, x, pp)

# Constitutive: sigma_Hooke / sigma0 - sigma_net = 0
r_sxixi = S_xixi_phys / pp.sigmaO - f[:, 2:3]
r_setaeta = S_etaeta_phys / pp.sigmaO - f[:, 3:4]

r_sxieta = S_xieta_phys / pp.sigmaO - f[:, 4:5]
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# Equilibrium (on network stress outputs)
r_eqxi = Dxi(f, x, i=2) + Deta(f, x, i=4)

r_eqgeta = Dxi(f, x, i=4) + Deta(f, x, i=3)

# Compatibility: Laplactan(S_zizi + S_etaeta) = 0

r_comp = Dxixi(f, x, 2) + Detaeta(f, x, 2) + Dxixi(f, x, 3) + Detaeta(f, x, 3)

return [r_eqxi, r_eqeta, r_comp, r_sxixi, r_setaeta, r_sxietal

return pde

src/bcs.py

import numpy as np

import torch

import deepxde as dde

from src.params import PlateParams

from src.pde import strains_and_stresses

J = dde.grad. jacobian

def _boundary_selectors():
def left (xi_eta, on_b): return on_b and dde.utils.isclose(xi_etal[0], 0.0)
def right (xi_eta, on_b): return on_b and dde.utils.isclose(xi_etal[0], 1.0)
def top (xi_eta, on_b): return on_b and dde.utils.isclose(xi_etal[1], 0.5)
def bottom(xi_eta, on_b): return on_b and dde.utils.isclose(xi_etal[1], -0.5)

return left, right, top, bottom

def _point_bcs_displacement():

miy (xi=1, eta=0) = 0, du_zi/d_eta(zi=1, eta=0) = 0."""

pt = np.array([[1.0, 0.0]], dtype=np.float32)
zero_pt = np.array([[0.0]], dtype=np.float32)
bc_uxi = dde.icbc.PointSetBC(pt, zero_pt, component=0)

bc_ueta = dde.icbc.PointSetBC(pt, zero_pt, component=1)
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def _no_rotation(xi_eta, f, _):
return J(f, xi_eta, i=0, j=1)

bc_rot = dde.icbc.PointSetOperatorBC(pt, zero_pt, _no_rotation)

return [bc_uxi, bc_ueta, bc_rot]

def build_bcs_primal_soft(geom, pp: PlateParams) -> list:

_left, _right, _top, _bottom = _boundary_selectors()

def _S_xixi (xi_eta, f, _): return strains_and_stresses(f, xi_eta, pp)[0] /
< pp.sigma0
def _S_etaeta(xi_eta, f, _): return strains_and_stresses(f, xi_eta, pp)[1] /
— pp.sigma0
def _S_xieta (xi_eta, f, _): return strains_and_stresses(f, xi_eta, pp)[2] /

< pp.sigma0

bc_sxixi_left dde.icbc.0OperatorBC(geom, _S_xixi, _left)

bc_sxieta_left dde.icbc.0OperatorBC(geom, _S_xieta, _left)

bc_setaeta_bot = dde.icbc.OperatorBC(geom, _S_etaeta, _bottom)

bc_sxieta_bot dde.icbc.0OperatorBC(geom, _S_xieta, _bottom)

bc_setaeta_top = dde.icbc.0OperatorBC(

geom,

lambda xi_eta, f, _S_etaeta(xi_eta, f, _) + pp.q / pp.sigma0,

_top,
)

bc_sxieta_top = dde.icbc.OperatorBC(geom, _S_xieta, _top)

return [
*_point_bcs_displacement (),
bc_sxixi_left, bc_sxieta_left,
bc_setaeta_bot, bc_sxieta_bot,

bc_setaeta_top, bc_sxieta_top,

def build_bcs_mixed_soft(geom, pp: PlateParams) -> list:
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_left, _right, _top, _bottom = _boundary_selectors()

g_hat = pp.q /

bc_sxixi_left = dde.
— component=2)
bc_sxieta_left = dde
< component=4)
bc_setaeta_bot = dde.
< component=3)
bc_sxieta_bot = dde
< component=4)
bc_setaeta_top = dde.
< component=3)
bc_sxieta_top = dde.
— component=4)
return [
*_point_bcs_displ
bc_sxixi_left, b
bc_setaeta_bot, b
bc_setaeta_top, b
]

pp.sigma0

icbc.DirichletBC(geomn,

.icbc.DirichletBC(geon,

icbc.DirichletBC(geom,

.icbc.DirichletBC(geom,

icbc.DirichletBC(geom,

icbc.DirichletBC(geom,

acement (),
c_sxieta_left,
c_sxieta_bot,

c_sxieta_top,

def make_hard_bc_transform(pp: PlateParams):

"""Mized only. Enforces:

u=0 at xi=1,

S_etaeta=0/-q_hat at eta=-0.5/+0.5,

mmnn

S_zizt=

0 at z1=0,

g_hat = pp.q / pp.sigma0

def transform(xi_eta,
xi = xi_etal:, O:
eta = xi_etal:, 1:
U_xi = f[:, O:
U_eta = f[:, 1:
S_xixi = f[l:, 2:
S_etaeta = -g_hat
S_xieta = f[:, 4

£):

1]

2]

1] * (1.0 - xi)
2] * (1.0 - xi)

3] * xi

lambda

lambda

lambda

lambda

lambda

lambda

0.0, _left,
0.0, _left,
0.0, _bottom,
0.0, _bottom,

: float(-q_hat), _top,

0.0, _top,

S_zieta=0 at zi=0 and eta=+/-0.5.

* (eta + 0.5) + f[:, 3:4] * (eta + 0.5) * (eta - 0.5)

:5] * xi * (eta + 0.5) * (eta - 0.5)
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return torch.cat([U_xi, U_eta, S_xixi, S_etaeta, S_xieta], dim=1)

return transform

src/network.py

from typing import Any

import deepxde as dde

def build_network(net_cfg: dict[str, Any]l) -> dde.nn.NN:

arch = net_cfg["type"] .upper()
layers = net_cfg["layers"]
activation = net_cfg["activation"]

initializer = net_cfg["initializer"]

if arch == "FNN":

return dde.nn.FNN(layers, activation, initializer)

if arch == "PFNN":
if not isinstance(layers([0], (list, tuple)):
raise ValueError(
"For PFNN, 'layers' must be a list of per-output layer lists, "
"e.g. [[2,64,64,1], [2,64,64,1], ...1"
)

return dde.nn.PFNN(layers, activation, initializer)

raise ValueError(f"Unknown network type '{arch}'. Choose 'FNN' or 'PFNN'.")
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Zalacznik 9. Kod zrédlowy zadania identyfikacji

parametréow materialowych relacji konstytutywnych
hipersprezystosci na podstawie rozciggania
elastomerowej ptytki z otworem

config.yaml

output:

dir: "output/T1W2-speckle-200-other-init-params"

physics:
W: 50.0

H: 40.0

R: 10.0

T: 2.0

stretch: 3.0

noise: 0.01

num_speckle: 200

holes_xy: [[0.0, 0.0]]

force_band_x: [0.6, 0.8]

data:
law_name: "yeoh"
folder: "pinn/data/yeoh2"
num_points_force: 400
num_points_upper_lower: 100

num_points_hole: 40

Forward

constitutive:

#

#

# mode: "fixed"
# law: "yeoh"
#

params: { C1: 0.5, C2: 0.03, C3: 0.005 }
# # Inverse

constitutive:

mode: "variable"
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law: "yeoh"
params: { C1: 2.0, C2: 0.5, C3: 0.3 }
target_params: { C1: 0.5, C2: 0.03, C3: 0.005 }

# # CANN
# constitutive:

# mode: "module"

# law: "icnn"
# params: { hidden: 32, n_layers: 3 }
# checkpoint: null
#  freeze: false
network:
type: "FNN"

layers: [3, 32, 32, 32, 32, 3]
activation: "tanh"

initializer: "Glorot uniform"

sampling:
num_domain: 30000
anchors: 2000
num_boundary: 0O
num_initial: O

num_test: 2000

loss_weights:

incom: 10
bofl: 1
bof2: 1

bc_upper_lower: 10
bc_speckle_x: 2000
bc_speckle_y: 400

bc_right_force: 100

bc_inner: 500

training:
iterations: 30000
1lr: 0.001

display_every: 1000
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checkpoint_every: 10000

lbfgs:
enabled: true

display_every: 200

train.py

"tpython -m pinn.train [--config pinn/config/config.yaml] """

import json

import argparse, logging, os, shutil
from pathlib import Path

import sys

sys.path.insert(0, str(Path(__file__) .resolve() .parent.parent))

import numpy as np
import pandas as pd

import yaml

os.environ["DDE_BACKEND"] = "pytorch"

import deepxde as dde

import torch

from pinn.src import (

PlateHoleParams, make_pde, build_bcs, build_network,

load_fem_data, classify_boundary_nodes,

build_speckle_data, build_force_points,

build_upper_lower_points, build_hole_points, build_hole_collocation_points
)

from pinn.src.integration_bc import IntegrationBC
from pinn.src.solution import build_solution_fn
logging.basicConfig(level=logging.INFO, format="%(asctime)s % (levelname)-8s

— %(message)s")

log = logging.getLogger (__name__)
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def _bui
mode

law

1d_constitutive(cfg):

= cfg["mode"]
= cfg["law"]

params = cfg.get("params", {})

if mode == "fixed":

elif

elif

from pinn.src.energy_adapters import FIXED_REGISTRY
energy_fn, ext_vars, var_names = FIXED_REGISTRY [law] (x*params)

log.info("Constitutive: FIXED %s, params=Js", law, params)

mode == "variable":

from pinn.src.energy_adapters import ADAPTER_REGISTRY

energy_fn, ext_vars, var_names = ADAPTER_REGISTRY [law] (**params)
log.info("Constitutive: dde.Variable %s, %d trainable vars", law,

< len(ext_vars))

mode == "module":

from acle.src.constitutive import ENERGY_REGISTRY

ckpt = cfg.get("checkpoint")

if ckpt and Path(ckpt).exists():
from acle.src.constitutive import load_constitutive_net
energy_mod = load_constitutive_net(ckpt, arch=law, **params)
energy_mod.train()
log.info("Loaded CANN from %s", ckpt)

else:
energy_mod = ENERGY_REGISTRY[law] (**params)
log.info("Fresh CANN: %s", law)

if cfg.get("freeze", False):
for p in energy_mod.parameters():
p-requires_grad_(False)

log.info("CANN frozen.")

energy_fn = energy_mod
ext_vars = [p for p in energy_mod.parameters() if p.requires_grad]
if hasattr(energy_mod, "named_material_params"):

var_names = list(energy_mod.named_material_params() .keys())

else:
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var_names = [f"p{i}" for i in range(len(ext_vars))]

else:

raise ValueError (f"Unknown mode: {model}")

return energy_fn, ext_vars, var_names

def run_from_cfg(cfg, outdir=None, save_artifacts=True, use_variable_callback=True):
if save_artifacts and outdir is None:
raise ValueError("save_artifacts=True requires outdir to be set")

outdir = Path(outdir) if outdir is not None else None

pp = PlateHoleParams (**cfg["physics"])

pp.log_summary ()

energy_fn, ext_vars, var_names = _build_constitutive(cfg["constitutive"])

dcfg = cfgl"data"]

folder = dcfgl["folder"]

force_data = pd.read_csv(os.path.join(folder, "Force.csv"))
time_list_raw = force_data["Time"].values

force_list = force_data["Force"].values / float(pp.T * 2 * pp.H)

num_time = len(time_list_raw)

dic_node, _, dic_disp = load_fem_data(folder, num_time, pp)
bc_up, bc_ri, bc_lo, bc_le, bc_in, bc_arc = classify_boundary_nodes(dic_node, pp)

time_list = np.linspace(0, 1, num_time)

spk_pts, spk_vx, spk_vy = build_speckle_data(

dic_disp, bc_in, time_list, pp)
force_pts, force_vals = build_force_points(

time_list_raw, force_list, dcfg["num_points_force"], pp)
ul_pts, ul_vals = build_upper_lower_points(

time_list_raw, dcfg["num_points_upper_lower"], pp)
hole_pts, hole_vals = build_hole_points(

time_list, dcfgl["num_points_hole"], pp)

net = build_network(cfg["network"], pp)
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# geometry
outer = dde.geometry.geometry_2d.Rectangle([-pp.w, -pp.h], [pp.w, pp.hl)
spatial = outer
for h_xy in pp.holes:
spatial = spatial - dde.geometry.geometry_2d.Disk(h_xy, pp.r)

geom = dde.geometry.GeometryXTime(spatial, dde.geometry.TimeDomain(0.0, 1.0))

pde = make_pde(energy_fn)

bcs = build_bces(
energy_fn, pp,
points_upper_lower=ul_pts, value_upper_lower=ul_vals,
points_force=force_pts, value_force=force_vals,
num_time=num_time, num_points_force=dcfg["num_points_force"],
inner_speckle_list=spk_pts,
inner_speckle_list_value_x=spk_vx, inner_speckle_list_value_y=spk_vy,
points_hole=hole_pts, value_hole=hole_vals,

IntegrationBC=IntegrationBC,

smp = cfg["sampling"]

sol_fn = build_solution_fn(dic_node, dic_disp, time_list, pp)

anchors_n = smp.get("anchors")
anchors = (build_hole_collocation_points(time_list, num_points_hole=anchors_n,

—  Pp=pp)

if anchors_n else None)

data = dde.data.TimePDE(geom, pde, bcs,
num_domain=smp ["num_domain"],
num_boundary=smp ["num_boundary"],
num_initial=smp["num_initial"],
num_test=smp["num_test"],
solution=sol_fn,
anchors=anchors)

model = dde.Model(data, net)

# loss weights

w = cfg["loss_weights"]
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weights = [w["incom"], w["bof1"], w["bof2"], w["bc_upper_lower"],
w["bc_speckle_x"], wl"bc_speckle_y"], w["bc_right_force"]]
if pp.all_discs is not None and len(pp.all_discs) > O:

weights.append(w["bc_inner"])

def 12_rel_disp(y_true, y_pred):
diff = y_truel:, :2] - y_pred[:, :2]

return np.linalg.norm(diff) / np.linalg.norm(y_truel[:, :2])

# compile

tcfg = cfgl["training"]

model.compile("adam", lr=tcfgl["lr"],
external trainable_variables=ext_vars,
loss_weights=weights,

metrics=[12_rel_disp])

callbacks = []
if ext_vars and use_variable_callback and save_artifacts:
callbacks.append(dde.callbacks.VariableValue(
ext_vars, period=100,

filename=str(outdir / "variable_history"), precision=9))

# Phase 1: Adam

log.info("=== Adam (%d iter) ===", tcfg["iterations"])

model . train(iterations=tcfg["iterations"],
display_every=tcfg["display_every"],
callbacks=callbacks)

# Phase 2: L-BFGS
lbfgs_cfg = cfg.get("lbfgs", {})
if 1bfgs_cfg.get("enabled", False):
log.info("=== L-BFGS-B ==="
model . compile ("L-BFGS",
external_ trainable_variables=ext_vars,
loss_weights=weights,
metrics=[12_rel_disp])
model .train(display_every=1bfgs_cfg.get("display_every", 200),
callbacks=callbacks)
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# collect final parameters
mode = cfg["constitutive"] ["mode"]
final_params = {}
if mode == "variable" and ext_vars:
final_params = {name: float(v.item())
for name, v in zip(var_names, ext_vars)}
elif mode == "module" and hasattr(energy_fn, "named material_params"):
final_params = {k: float(v.item())
for k, v in energy_fn.named_material_params() .items()}
elif mode == "fixed":

final_params = dict(cfg["constitutive"] ["params"])

final_metric = (float(model.losshistory.metrics_test[-1][0])

if model.losshistory.metrics_test else float("inf"))

if save_artifacts:
if mode == "module" and hasattr(energy_fn, "named_material_params"):
log.info("Final constitutive parameters:")
for k, v in energy_fn.named_material_params() .items():
log.info(" s = %.9f", k, v.item())
elif mode == "variable" and ext_vars:
log.info("Final identified parameters:")
for name, v in zip(var_names, ext_vars):
log.info(" Ys = %.9f", name, v.item())
elif mode == "fixed":
log.info("Fixed parameters (not trained): %s",

— cfg["constitutive"] ["params"])

model .save(str(outdir / "model"))
if mode == "module":

torch.save(energy_fn.state_dict(), str(outdir / "const_net_final.pt"))

if final_params:
with open(outdir / "final_params.json", "w") as f:
json.dump(final_params, f, indent=2)

log.info("Saved final_params.json")

np.save(str(outdir / "steps.npy"), model.losshistory.steps)

np.save(str(outdir / "loss_train.npy"), model.losshistory.loss_train)
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np.save(str(outdir / "loss_test.npy"), model.losshistory.loss_test)

np.save(str(outdir / "loss_weights.npy"), np.array(weights, dtype=float))

log.info("Done. Results in '%s'.", outdir)

return {
"final_params": final_params,
"final metric": final_metric,
"var_names": var_names,

"model": model,

def main(config_path):
with open(config_path) as f:

cfg = yaml.safe_load(f)

outdir = Path(cfg["output"]["dir"])
outdir.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

shutil.copy2(config_path, outdir / Path(config_path) .name)

run_from_cfg(cfg, outdir=outdir, save_artifacts=True)

if __name__ == "__main__":
p = argparse.ArgumentParser ()
p.add_argument ("--config", default="pinn/config/config-T2.yaml")

main(p.parse_args().config)

optuna_tune.py

import argparse
import copy
import logging
import sys
import traceback

from pathlib import Path

sys.path.insert(0, str(Path(__file__) .resolve().parent.parent))
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import yaml

import optuna

from pinn.train import run_from_cfg

logging.basicConfig(level=logging.INFO,
format="Y(asctime)s % (levelname)-8s J (message)s")
log = logging.getLogger ("optuna_tune")

optuna.logging.set_verbosity(optuna.logging. WARNING)

# Log-uniform search space for each loss weight.

WEIGHT _SPACE = {

"incom": (1.0, 1000.0),
"bof1": (0.1, 100.0),
"bof2": (0.1, 100.0),
"bc_upper_lower": (1.0, 1000.0),
"bc_speckle_x": (1.0, 5000.0),
"bc_speckle_y": (1.0, 2000.0),
"bc_right_force": (1.0, 1000.0),
"bc_inner": (0.1, 1000.0),

IDX_INCOM = 0
IDX_BC_INNER = 7

def suggest_weights(trial):
return {name: trial.suggest_float(name, lo, hi, log=True)

for name, (lo, hi) in WEIGHT_SPACE.items()}

def objective(trial, base_cfg):
weights = suggest_weights(trial)
log.info("Trial %d | weights: %s", trial.number,

{k: £"{v:.3g}" for k, v in weights.items(})

cfg = copy.deepcopy(base_cfg)

274



cfgl"loss_weights"] = weights

try:
result = run_from_cfg(cfg, save_artifacts=False,
use_variable_callback=False)
except Exception as e:
log.warning("Trial %d crashed: %s", trial.number, e)
log.debug(traceback.format_exc())

return float("inf")

model = result["model"]

loss_history = model.losshistory

12 = (float(loss_history.metrics_test[-1][0])

if loss_history.metrics_test else float("inf"))

last_weighted = loss_history.loss_train[-1] if loss_history.loss_train else None
if last_weighted is Nome:
log.warning("Trial %d: empty loss history", trial.number)

return float("inf")

weight_list = [weights["incom"], weights["bofl"], weights["bof2"],
weights["bc_upper_lower"], weights["bc_speckle_x"],
weights["bc_speckle_y"], weights["bc_right_force"],
weights["bc_inner"]]

raw_losses = [1lw / w if w > 0 else 1w
for 1w, w in zip(last_weighted, weight_list)]

incom_raw = raw_losses[IDX_INCOM]

bc_inner_raw = raw_losses[IDX_BC_INNER]

score = 12 + 0.1 * incom_raw + 0.1 * bc_inner_raw

if not (score == score) or score == float("inf"):
log.warning("Trial J%d: non-finite score (12=Y.4g, incom=%.4g, bc_inner=Y.4g)",
trial.number, 12, incom_raw, bc_inner_raw)

return float("inf")

log.info("Trial %d | 12=Y.4f incom=).4f bc_inner=),.4f | score=),.4f",

trial.number, 12, incom_raw, bc_inner_raw, score)
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return score

def summarize(study) :
log.info("=== Study summary ===")
done = [t for t in study.trials
if t.state == optuna.trial.TrialState.COMPLETE]
log.info("Trials: %d total, %d completed", len(study.trials), len(done))
try:
best = study.best_trial
log.info("Best trial #Jd | score=J.4f", best.number, best.value)
for k, v in best.params.items():
log.info(" Ys: %.4f", k, v)
except ValueError:

log.info("No completed trials.")

def save_best_weights(study, output_path):
try:
best = study.best_trial
except ValueError:
log.warning("No completed trials - not writing best_weights.yaml")
return
payload = {"loss_weights": {k: round(v, 6) for k, v in best.params.items()}}
with open(output_path, "w") as f:
yaml.safe_dump(payload, f, sort_keys=False)

log.info("Wrote %s", output_path)

def main():
p = argparse.ArgumentParser ()
p-add_argument ("--config", default="pinn/config/config-T2.yaml")
p.add_argument ("--trials", type=int, default=50,
help="0 = just summarize existing study.")
p.add_argument ("--storage", default=None,
help="SQLite path. Default: <output.dir>/optuna/study.db")
p.add_argument ("--study-name", default="plate-notches")
p.add_argument ("--best-weights-out", default=None,

help="Default: <output.dir>/optuna/best_weights.yaml")
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p.add_argument ("--seed", type=int, default=42)

args = p.parse_args()

with open(args.config) as f:

cfg = yaml.safe_load(f)

if cfg["constitutive"]["mode"] != "fixed":

raise SystemExit("This tuning script targets constitutive.mode='fixed'.")

# Optuna artifacts go under <output.dir>/optuna/ by default
optuna_dir = Path(cfg["output"]["dir"]) / "optuna"

optuna_dir.mkdir (parents=True, exist_ok=True)

storage_path = args.storage or str(optuna_dir / "study.db")

best_weights_path = args.best_weights_out or str(optuna_dir / "best_weights.yaml")

Path(storage_path) .parent.mkdir(parents=True, exist_ok=True)

storage = f'"sqlite:///{storage_path}"

study = optuna.create_study(
direction="minimize",
study_name=args.study_name,
storage=storage,
load_if_exists=True,
sampler=optuna.samplers.TPESampler (seed=args.seed),
)
log.info("Study ready: storage=ls, trials so far=Jd",

storage, len(study.trials))

if args.trials > O:
log.info("Running %d trials", args.trials)
study . optimize(
lambda t: objective(t, cfg),
n_trials=args.trials,

show_progress_bar=False,

summarize (study)

save_best_weights(study, best_weights_path)
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if __name__ == "__main__":

main()

src/bcs.py

import torch
import torch.nn as nn

from deepxde.icbc.boundary_conditions import PointSetOperatorBC

from pinn.src.pde import compute_stress

from pinn.src.params import PlateHoleParams

def _make_bc_upper_lower(const_net: nn.Module):
def bc_func(x, y, X):
_, P12, _, P22, *_ = compute_stress(y, x, const_net)

return torch.sqrt(P12**2 + P22x%2)

return bc_func

def _make_bc_inner(const_net: nn.Module, pp: PlateHoleParams) :

discs = torch.tensor(pp.all_discs, dtype=torch.float32)

r = pp.r

def bc_func(x, y, X):
P11, P12, P21, P22, *_ = compute_stress(y, x, const_net)
pos = x[:, :2]
d = torch.norm(pos.unsqueeze(l) - discs.unsqueeze(0), dim=2)
nearest = torch.argmin(d, dim=1)
centers = discs[nearest]
n = (pos - centers) / r
nl, n2 = nl:, 0:1], n[:, 1:2]

tnl nl * P11 + n2 *x P12

tn2 = nl1 * P21 + n2 * P22

return torch.sqrt(tnl**2 + tn2**2)

return bc_func
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def _make_bc_force(const_net: nn.Module):
def func(x, y, X):
P11, *_ = compute_stress(y, x, const_net)
return P11

return func

def _bc_speckle_x(x, y, X):

return y[:, 0:1]

def _bc_speckle_y(x, y, X):

return y[:, 1:2]

def build_bcs(const_net, pp, *, points_upper_lower, value_upper_lower,
points_force, value_force, num_time, num_points_force,
inner_speckle_list, inner_speckle_list_value_x,
inner_speckle_list_value_y, points_hole, value_hole,
IntegrationBC):
becs = [
PointSetOperatorBC(points_upper_lower, value_upper_lower,
_make_bc_upper_lower (const_net)),
PointSetOperatorBC(inner_speckle_list, inner_speckle_list_value_x,
_bc_speckle_x),
PointSetOperatorBC(inner_speckle_list, inner_speckle_list_value_y,
_bc_speckle_y),
IntegrationBC(points_force, _make_bc_force(const_net),

value_force, num_time, num_points_force),

if pp.all_discs is not None and len(pp.all_discs) > O and points_hole is not None
— and len(points_hole) > O:
bcs. append (
PointSetOperatorBC(points_hole, value_hole,

_make_bc_inner(const_net, pp))
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return bcs

src/data.py

import os, random
import numpy as np

import pandas as pd

from pinn.src.params import PlateHoleParams

def _inside_plate(x, y, pp, tol=1e-9):
return (-pp.w - tol <= x <= pp.w + tol) and (-pp.h - tol <=y <= pp.h + tol)

def _inside_any_disc(x, y, pp, tol=1le-9):
discs = pp.all_discs
if len(discs) ==
return False
d = np.linalg.norm(discs - np.array([x, y]), axis=1)

return bool(np.any(d < pp.r - tol))

def _on_any_arc(x, y, pp, tol=le-4):
discs = pp.all_discs
if len(discs) ==
return False
d = np.linalg.norm(discs - np.array([x, yl), axis=1)

return bool(np.any(np.abs(d - pp.r) < tol))

def _arc_fraction_inside(disc, pp, n_probe=720):
theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, n_probe, endpoint=False)
xc = disc[0] + pp.r * np.cos(theta)
yc = disc[1] + pp.r * np.sin(theta)
inside = np.array([_inside_plate(x, y, pp) for x, y in zip(xc, yc)l)

return inside.mean()

def load_fem_data(folder, num_time, pp):

dic_node = np.load(os.path.join(folder, "dic_node.npy"),
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allow_pickle=True, encoding="bytes").item()
for k, (x, y) in dic_node.items():

dic_node[k] = np.array([x / pp.S, y / pp.S], dtype=float)

dic_connectivity = np.load(os.path.join(folder, "dic_connectivity.npy"),

allow_pickle=True, encoding="bytes").item()

(]

for i in range(num_time):

dic_displacement

disp = np.load(os.path.join(folder, f"{i}_dic_displacement.npy"),
allow_pickle=True, encoding="bytes").item()
for k, v in disp.items(Q):
displ[k] = np.array([float(v[0]) / pp.S, float(v[1]) / pp.S], dtype=float)

dic_displacement.append(disp)

return dic_node, dic_connectivity, dic_displacement

def classify_boundary_nodes(dic_node, pp, edge_tol=le-6, arc_tol=le-4):
bc_upper, bc_right, bc_lower, bc_left, bc_inner, bc_arc = [1, [0, [0, [0, [0, [

discs = pp.all_discs

for index, (x, y) in dic_node.items():
if len(discs) > O:
dist = np.linalg.norm(discs - np.array([x, y]), axis=1) - pp.r
on_arc = bool(np.any(np.abs(dist) < arc_tol))
else:

on_arc = False

if on_arc:
bc_arc.append([index, x, yl)

continue

if np.isclose(x, -pp.w, atol=edge_tol): bc_left.append([index, x, yl)
elif np.isclose(x, pp.w, atol=edge_tol): bc_right.append([index, x, yl)
elif np.isclose(y, -pp.h, atol=edge_tol): bc_lower.append([index, x, y])
elif np.isclose(y, pp.h, atol=edge_tol): bc_upper.append([index, x, y])
else:

bc_inner.append([index, x, yl)
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def _sorted(lst, col, reverse=False):
if not 1st:
return np.empty((0, 3))
arr = np.array(lst)
order = np.argsort(arr[:, coll)
if reverse:
order = order[::-1]

return arr[order]

bc_upper = _sorted(bc_upper, 1)

bc_right = _sorted(bc_right, 2, reverse=True)

bc_lower = _sorted(bc_lower, 1, reverse=True)

bc_left = _sorted(bc_left, 2)

bc_arc = np.array(bc_arc) if bc_arc else np.empty((0, 3))

if pp.num_speckle > len(bc_inner):
raise ValueError(
f"num_speckle={pp.num_speckle} exceeds number of interior nodes "
f"({len(bc_inner)})."
)

bc_inner = np.array(bc_inner)

bc_inner = bc_inner [np.random.choice(len(bc_inner), size=pp.num_speckle,

— replace=False)]

return bc_upper, bc_right, bc_lower, bc_left, bc_inner, bc_arc

def build_speckle_data(dic_displacement, bc_inner, time_list, pp):
num_time = len(time_list)

x_all, y_all, c_all = [1, [1, []

for i in range(num_time):
xi, yi, ci = (1, [1, O
for ele in bc_inner:
idx = int(ele[0])
ex = pp.noise * np.random.random() * (float(np.random.random() > 0.5) * 2

<—>—1)+1
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ey = pp.noise * np.random.random() * (float(mnp.random.random() > 0.5) * 2
- - 1) +1

xi.append(ele[1] + dic_displacement[i] [idx][0] * ex)

yi.append(ele[2] + dic_displacement[i] [idx][1] * ey)

ci.append([ele[1], ele[2], time_list[il])

x_all.append(xi); y_all.append(yi); c_all.append(ci)

c_all = np.array(c_all)
n = c_all.shape[0] * c_all.shapel[1]
return c_all.reshape(n, 3), np.array(x_all).reshape(n, 1),

— np.array(y_all) .reshape(n, 1)

def build_force_points(time_list_raw, force_list, num_points_force, pp):
lo, hi = pp.force_band_x
xf = [(np.random.random() * (hi - lo) + lo) * pp.w * (1 if np.random.random() >
< 0.5 else -1)
for _ in range(num_points_force)]
yf = [(np.random.random() * 2 - 1) * pp.h for _ in range(num_points_force)]
pts, vals = [1, []
for i in range(len(time_list_raw)):
for j in range(num_points_force):
pts.append([xf[jl, yf[jl, time_list_raw[il])
vals.append([force_list[i]])

return np.array(pts), np.array(vals)

def build_upper_lower_points(time_list_raw, num_points, pp, safety_margin=Nomne):

dx = 2.0 * pp.w / num_points
if safety_margin is None:

safety_margin = 2 * dx
xs = np.linspace(-pp.w + dx / 2, pp.w - dx / 2, num_points)
pts, vals = [1, []
for t in time_list_raw:

for x in xs:

for y in (-pp.h, pp.h):
if _inside_any_disc(x, y, pp):
continue

too_close = False
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for disc in pp.all_discs:
dist_to_center = np.linalg.norm(np.array([x, y]) - disc)
if abs(dist_to_center - pp.r) < safety_margin:
too_close = True
break
if too_close:
continue
pts.append([x, y, tl); vals.append([0.0])

return np.array(pts), np.array(vals)

def build_hole_points(time_list, num_points_hole, pp, endpoint_skip=2):
pts, vals = [1, []
for disc in pp.all_discs:
cx, cy = float(disc[0]), float(disc[1])
frac = _arc_fraction_inside(disc, pp)
n = max(l, int(round(num_points_hole * frac)))
theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, int(round(n / frac)), endpoint=False)
XC = cx + pp.r * np.cos(theta)
yc = cy + pp.r * np.sin(theta)
mask = np.array([_inside_plate(x, y, pp) for x, y in zip(xc, yc)])
if endpoint_skip > O and mask.sum() > 2 * endpoint_skip:
idxs = np.where(mask) [0]
keep = idxs[endpoint_skip:-endpoint_skip] if endpoint_skip < len(idxs)//2
— else idxs
new_mask = np.zeros_like (mask)
new_mask [keep] = True
mask = new_mask
xc, yc = xc[mask], yc[mask]
for t in time_list:
for x, y in zip(xc, yc):
pts.append([x, y, float(t)]); vals.append([0.0])
return np.array(pts, dtype=np.float32), np.array(vals, dtype=np.float32)

def build_hole_collocation_points(time_list, num_points_hole, pp, r_max=0.3):
pts = [

for disc in pp.all_discs:
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cx, cy = float(disc[0]), float(disc[1])
frac = _arc_fraction_inside(disc, pp)
n_target = max(l, int(round(num_points_hole * frac)))
for t in time_list:

count = 0

max_tries = 100 * n_target

tries = 0

while count < n_target and tries < max_tries:

r = pp.r + np.random.random() * r_max

theta = np.random.random() * 2 * np.pi

X = ¢cx + r * np.cos(theta)
y = cy + r * np.sin(theta)
tries += 1
if _inside_plate(x, y, pp):
pts.append([x, y, float(t)])
count += 1
if count < n_target:
raise RuntimeError(
f"Failed to draw {n_target} collocation points for "
f"disc at ({cx}, {cy}). Check r_max and geometry."
)

return np.array(pts, dtype=np.float32)

src/energy_adapters.py

from __future__ import annotations

import torch

import deepxde as dde

def yeoh_fixed(Cl, C2, C3):

Cl = torch.tensor(Cl, dtype=torch.float64)
C2 = torch.tensor(C2, dtype=torch.float64)
C3 = torch.tensor(C3, dtype=torch.float64)

def energy_fn(Il, I2, J):
Iilmin3 = I1 - 3.0
W = C1*I1min3 + C2*I1min3**2 + C3*I1min3**3
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dW_dI1l = C1 + 2.0%C2*I1min3 + 3.0*C3*(I1min3+**2)
return {

WU W,

"dW_dI1": dw_dI1,

"dW_dI2": torch.zeros_like(I1),

return energy_fn, [1, []

FIXED_REGISTRY = {

"yeoh": yeoh_fixed,

def yeoh_adapter(C1=1.0, C2=0.1, C3=0.01):

Cl1 = dde.Variable(C1)
C2 = dde.Variable(C2)
C3 = dde.Variable(C3)

def energy_fn(I1l, I2, J):
Ilmin3 = I1 - 3.0
W = C1*I1lmin3 + C2*I1min3*+*2 + C3*Ilmin3#**3
dw_dI1 = C1 + 2.0%C2+I1min3 + 3.0%C3*(I1lmin3+*2)

return {"W": W, "dW_dI1": dW_dI1l, "dW_dI2": torch.zeros_like(I1)}

return energy_fn, [C1, C2, C3], ["Ci", "C2", "C3"]

ADAPTER_REGISTRY = {

"yeoh": yeoh_adapter,

src/integration_bc.py

import numpy as np

import deepxde as dde
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from deepxde import backend as bkd, config

from deepxde.icbc.boundary_conditions import BC

class IntegrationBC(BC):

def __init__(self, points, func, values, num_time, num_points):

self .points = np.array(points, dtype=config.real(np))

self.values = bkd.as_tensor(values, dtype=config.real(bkd.lib))
self.func = func
self .num_time = num_time

self .num_points = num_points

def collocation_points(self, X):

return self.points

def error(self, X, inputs, outputs, beg, end):

sol_raw = self.func(inputs, outputs, X) [beg:end] - self.values

total = 0.0

for i in range(self.num_time):

s self .num_points * i

e = self.num_points * (i + 1)

block_mean = bkd.mean(bkd.reshape(sol_raw[s:e], (-1,)), dim=0)

total = total + bkd.abs(block_mean)

scalar_loss = total / float(self.num_time)

zeros = outputs[beg:end, 0:1] * 0.0

return zeros + scalar_loss

src/network.py

from typing import Any
import deepxde as dde

import torch

from pinn.src.params import PlateHoleParams
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def _make_output_transform(pp: PlateHoleParams):

stretch = pp.stretch

def transform(x, y):
X1, X2, t = x[:, 0:11, x[:, 1:21, x[:, 2:3]

ratio = (stretch - 1.0) * t + 1.0

(X1 + 1.0) = (X1

new_x1 1.0) * y[:, 0:1] + (X1 + 1.0) * ratio - 1.0

new_x2 = (X1 + 1.0) * (X1 - 1.0) * y[:, 1:2] + X2

return torch.cat([new_x1, new_x2, y[:, 2:3]], dim=1)

return transform

def build_network(net_cfg: dict[str, Any], pp: PlateHoleParams) -> dde.nn.NN:
arch = net_cfg["type"] .upper()
layers = net_cfg["layers"]
activation = net_cfg["activation"]

initializer = net_cfg["initializer"]

if arch == "FNN":
net = dde.nn.FNN(layers, activation, initializer)

elif arch == "PFNN":
n_in, hidden, n_out = layers[0], layers[1], layers[2]
pfnn_layers = [n_in] + [[h] * n_out for h in hidden] + [n_out]
net = dde.nn.PFNN(pfnn_layers, activation, initializer)

else:

raise ValueError(f"Unknown network type '{archl}'.")

net.apply_output_transform(_make_output_transform(pp))

return net

src/params.py

import logging
from dataclasses import dataclass, field
from typing import List

import numpy as np
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log = logging.getLogger (__name__)

@dataclass

class PlateHoleParams:

W: float = 50.0
H: float = 40.0
R: float = 10.0
T: float = 2.0

holes_xy: List[List[float]] = field(default_factory=lambda: [[0.0, 0.0]])
stretch: float = 3.0

noise: float = 0.01

num_speckle: int = 80

force_band_x: tuple = (0.6, 0.8)

geom_tol: float = 1e-9

S: float = field(init=False)
w: float = field(init=False)
h: float = field(init=False)
r: float = field(init=False)

holes: np.ndarray = field(init=False, repr=False)

edge_notches: np.ndarray = field(init=False, repr=False)

def __post_init__(self):
self.S = float(max(self.W, self.H))
self.w = self.W / self.S
self.h = self.H / self.S
self.r = self.R / self.S

self.force_band_x = tuple(self.force_band_x)
if len(self.force_band_x) !'= 2:
raise ValueError(f"force_band_x must have 2 elements, got
— {len(self.force_band_x)}")
lo, hi = self.force_band_x
if not (0 <= lo < hi <= 1):
raise ValueError(f"force_band_x must satisfy 0 <= lo < hi <= 1, got

< {self.force_band_x}")
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centers = (np.array(self.holes_xy, dtype=float) / self.S

if self.holes_xy else np.empty((0, 2)))

holes, notches = [1, []
for ¢ in centers:
kind = self._classify(c)

(holes if kind == "interior" else notches).append(c)

self .holes = np.array(holes) if holes else np.empty((0, 2))

self.edge_notches = np.array(notches) if notches else np.empty((0, 2))

def _edge_distances(self, cx: float, cy: float):
return [
("left", cx - (-self.w)),
("right", self.w - cx),
("bottom", cy - (-self.h)),

("top", self.h - cy),

def _classify(self, center: np.ndarray) -> str:

cx, cy = float(center[0]), float(center[1])

r, tol = self.r, self.geom_tol

dists = self._edge_distances(cx, cy)

if any(d < -tol for _, d in dists):
raise ValueError(
f"Disc center ({cx:.4f}, {cy:.4f}) lies outside the plate "
f'"[-{self.w}, {self.w}] x [-{self.h}, {self.h}]."

tangent = [name for name, d in dists if abs(d - r) < toll
if tangent:
raise ValueError(
f"Disc at ({cx:.4f}, {cy:.4f}) is tangent to edge(s) "
"

f"{tangent}. Tangency is not allowed - use either an interior

f"hole or a notch that crosses an edge."
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crossed = []
for name, d in dists:
if d >= r:
continue
half_chord = float(np.sqrt(max(r * r - d * d, 0.0)))
if name in ("left", "right"):
lo, hi = ¢y - half_chord, cy + half_chord
bound_lo, bound_hi, axis = -self.h, self.h, "y"
else:
lo, hi = cx - half_chord, cx + half_chord
bound_lo, bound_hi, axis = -self.w, self.w, "x"
if lo < bound_lo - tol or hi > bound_hi + tol:
raise ValueError(
f"Disc at ({cx:.4f}, {cy:.4f}) extends past the ends of "
f'edge '{name}' ({axis}=[{lo:.4f}, {hi:.4f}], bounds "
f£"[{bound_lo}, {bound_hi}]). A notch must cross exactly "
f'"one edge."
)

crossed. append (name)

if len(crossed) ==
self._check_clear_of_force_band(cx, cy)
return "interior"
if len(crossed) ==
edge = crossed[0]
if edge in ("left", "right"):
raise ValueError(
f"Notch at ({cx:.4f}, {cy:.4f}) is on the '{edge}' edge. "
f"Left and right edges are reserved for the force boundary "
f"condition - notches are only allowed on top/bottom."
)
self._check_clear_of_force_band(cx, cy)
return "edge_notch"
raise ValueError(
f"Disc at ({cx:.4f}, {cy:.4f}) crosses edges {crossed}. "

f"Only single-edge notches are supported."
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def _check_clear_of_force_band(self, cx: float, cy: float) -> None:
x_force_min = float(self.force_band_x[0]) * self.w
if abs(cx) + self.r > x_force_min + self.geom_tol:
raise ValueError(

f'"Disc at ({cx:.4f}, {cy:.4f}) with r={self.r:.4f} reaches "
f"|x|={abs(cx) + self.r:.4f}, which overlaps the force-averaging "
f"band starting at |x|={x_force_min:.4f}. Move the disc closer "
f"to the center or widen the force band "

f"(current force_band_x={self.force_band_x})."

Q@property
def all_discs(self) -> np.ndarray:
if len(self.holes) == O:
return self.edge_notches.copy()
if len(self.edge_notches) == 0:
return self.holes.copy()

return np.vstack([self.holes, self.edge_notches])

Q@property
def has_notches(self) -> bool:

return len(self.edge_notches) > O

Q@property
def has_interior_holes(self) -> bool:

return len(self.holes) > 0O

def log_summary(self):
log.info("PlateHole: W=Yg H=lg R=lg T=kg stretch=).2f w=}.4f h=),.4f r=),.4f",
self.W, self.H, self.R, self.T, self.stretch, self.w, self.h, self.r)
for i, xy in enumerate(self.holes):
log.info(" hole[%d]: center=(%.4f, %.4£)", i, xy[0], xy[1])
for i, xy in enumerate(self.edge_notches):

log.info(" mnotch[%d]: center=(%.4f, %.4f)", i, xy[0], xy[1])
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src/pde.py

import torch

import deepxde as dde

J = dde.grad. jacobian

def compute_stress(y, x, energy_fn):

F33 = y[:, 2:3]
F11

J(y, x, i=0, j=0)
F12

J(y, x, i=0, j=1)
F21 = J(y, x, i=1, j=0)
F22 = J(y, x, i=1, j=1)

J_det = (F11 * F22 - F12 * F21) * F33

I1 = Fl1*%2 + F12%*2 + F21%%2 + F22%x2 + F33%*2

B11l = F11x%2 + F12%%2
B12 = F11xF21 + F12%F22
B21 = B12

B22 = F21%%2 + F22%%*2
B33 = F33x%x*2

trB2 = Bl1l**2 + 2%B12%*2 + B22%*2 + B33**2
I2 = 0.5 * (I1*%2 - trB2)

out = energy_fn(I1, I2, J_det)
betal = 2.0 * out["dw_dI1"] # 2 diW/dI1
beta_ml = -2.0 * out["dW_dI2"] # -2 dW/dI2 (znak konwencji Ogden)

p = betal * B33 + beta_ml / B33.clamp(min=1e-8)

BF11 = B11xF11 + B12x*F21
BF12 = B11xF12 + B12x*F22
BF21 = B21x*F11 + B22x*F21
BF22 = B21x%F12 + B22x*F22
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pF3 = p * F33

P11

BF11)

-pF3 * F22 + betal * F11 + beta_ml * (I1xF11
P12 = pF3 * F21 + betal * F12 + beta_ml * (I1*F12 - BF12)

P21 = pF3 * F12 + betal * F21 + beta_ml * (I1*F21 BF21)

P22

-pF3 * F11 + betal * F22 + beta_ml * (I1xF22

BF22)

return P11, P12, P21, P22, F33, J_det

def make_pde(energy_fn):
"""PDE restidual: [tncompressibility, equilibrium_z, equilibrium_yl."""
def pde(x, y):

P11, P12, P21, P22, _, J_det = compute_stress(y, x, energy_fn)

incom = J_det - 1.0

BoF1

J(P11, x, i=0, j=0) + J(P12, x, i=0, j=1)
BoF2

J(P21, x, i=0, j=0) + J(P22, x, i=0, j=1)

return [incom, BoF1, BoF2]

return pde

src/solution.py
from __future__ import annotations

import numpy as np

from scipy.interpolate import LinearNDInterpolator, NearestNDInterpolator

def build_solution_fn(dic_node, dic_displacement, time_list, pp,
num_outputs: int = 2):

time_arr = np.asarray(time_list, dtype=np.float64)

node_ids sorted(dic_node.keys())

coords = np.array([dic_node[nid] for nid in node_ids], dtype=np.float64)
ux_steps, uy_steps = [1, []

for step_disp in dic_displacement:

ux_steps.append(np.array([step_disp[nid] [0] for nid in node_ids],
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dtype=np.float64))
uy_steps.append(np.array([step_disp[nid] [1] for nid in node_ids],
dtype=np.float64))
ux_steps = np.stack(ux_steps, axis=0) # (T, N_nodes)

uy_steps = np.stack(uy_steps, axis=0)

interps_ux, interps_uy = [1, []

for t_idx in range(len(time_arr)):
lin_ux = LinearNDInterpolator(coords, ux_steps[t_idx])
near_ux = NearestNDInterpolator(coords, ux_steps[t_idx])
lin_uy = LinearNDInterpolator (coords, uy_steps[t_idx])
near_uy = NearestNDInterpolator(coords, uy_steps[t_idx])
interps_ux.append((lin_ux, near_ux))

interps_uy.append((lin_uy, near_uy))

def solution(X: np.ndarray) -> np.ndarray:
N = X.shape[0]

result = np.zeros((N, num_outputs), dtype=np.floaté4)

mat_X = X[:, 0]
mat_Y = X[:, 1]
t = X[:, 2]

idx_right = np.searchsorted(time_arr, t, side="right")

idx_right = np.clip(idx_right, 0, len(time_arr) - 1)

idx_left = np.clip(idx_right - 1, 0, len(time_arr) - 1)

t_lo = time_arr[idx_left]

t_hi

time_arr[idx_right]

dt = t_hi - t_lo

dtldt == 0] = 1.0

alpha = np.clip((t - t_lo) / dt, 0.0, 1.0)

xy = X[:, :2]

brackets = np.unique(

np.column_stack([idx_left, idx_right]), axis=0)

for il, ir in brackets:
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il, ir = int(il), int(ir)
mask = (idx_left == il) & (idx_right == ir)

pts = xy[mask]

ux_lo = _interp_batch(interps_ux[il], pts)

uy_lo = _interp_batch(interps_uy[il], pts)

if i1 == ir:
ux = ux_lo
uy = uy_lo

else:

ux_hi _interp_batch(interps_ux[ir], pts)
uy_hi = _interp_batch(interps_uyl[ir], pts)
a = alpha[mask]

ux = (1 - a) * ux_lo + a * ux_hi

uy = (1 - a) * uy_lo + a * uy_hi

result [mask, O] mat_X[mask] + ux

result [mask, 1] mat_Y[mask] + uy

return result

return solution

def _interp_batch(interp_pair, pts):
lin, near = interp_pair
vals = lin(pts)
nan_mask = np.isnan(vals)
if np.any(nan_mask):
vals[nan_mask] = near(pts[nan_mask])

return vals
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