


























Toruń, 14 marca 2022 r.

prof. dr hab. Piotr Śniady
Instytut Matematyczny PAN
ul. Śniadeckich 8
00-656 Warszawa
email: psniady@impan.pl

Recenzja
w postępowaniu o nadanie

doktorowi
KAMILOWI SZPOJANKOWSKIEMU

stopnia doktora habilitowanego

Niniejszą recenzję przygotowałem na zlecenie Przewodniczącej Rady Dyscy-
pliny Naukowej Matematyka, prof. dr hab. Janiny Kotus, z dnia 13 stycznia 2022
roku. Elektroniczną wersję zlecenia otrzymałem 18 styczna 2022 roku.

Niniejsze postępowanie o nadanie stopnia naukowego doktora habilitowanego
toczy się według przepisów ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku Prawo o szkolnic-
twie wyższym i nauce (Dziennik Ustaw z 2020 r. poz. 85, 374, 695, 875, 1086,
z 2021 r. poz. 159) oraz według Rozporządzenia Ministra Nauki i Szkolnictwa
Wyższego z dnia 19 stycznia 2018 r. w sprawie szczegółowego trybu i warunków
przeprowadzania czynności w przewodzie doktorskim, w postępowaniu habilita-
cyjnym oraz w postępowaniu o nadanie tytułu profesora (Dziennik Ustaw z 2018
r. poz. 261).

Krótki życiorys naukowy Kandydata. 16 października 2014 roku Kamil Szpo-
jankowski uzyskał stopień doktora nauk matematycznych w dyscyplinie matema-
tyka na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej
na podstawie rozprawy Własnosci typu lukacsowskiego w wolnej probabilistyce.
Kandydat nie ubiegał się uprzednio o nadania stopnia doktora habilitowanego.

Od 2015 roku jest zatrudniony jako adiunkt na Wydziale Matematyki i Nauk
Informacyjnych Politechniki Warszawskiej. Przez 12 miesięcy, w latach 2015–
2016 pracował jako post-doc w Department of Pure Mathematics, University of
Waterloo w Kanadzie.

1



Ocena osiągnięcia naukowego. Osiągnięcie naukowe Kandydata stanowiące
podstawę ubiegania się w aktualnym postępowaniu o nadanie stopnia doktora
habilitowanego, o którym mowa w Artykule 219 Ustawy, a które dla uproszczenia
nazywać będę rozprawą habilitacyjną, ma postać cyklu czterech powiązanych
tematycznie artykułów naukowych opublikowanych w czasopismach naukowych,
które w roku opublikowania były ujęte w wykazie sporządzonym zgodnie z przepi-
sami wydanymi na podstawie art. 267 ust. 2 pkt 2 lit. b.

Tematem rozprawy są, mówiąc bardzo ogólnie, zastosowania boolowskich
kumulant w wolnej probabilistyce. Zgodnie z twierdzeniami klasyfikacyjnymi
Speichera i Murakiego, istnieje tylko kilka uniwersalnych produktów, czyli istnieje
tylko kilka sposobów na zdefiniowanie pojęcia niezależności w nieprzemiennej
probabilistyce. Pierwszym z nich jest pojęcie klasycznej niezależności, które
badane jest w ramach zwykłego rachunku prawdopodobieństwa. Drugim jest
wolna niezależność, która została wprowadzona przez Voiculescu w kontekście
wielkich problemów teorii algebr operatorowych i szybko znalazła bardzo liczne
zastosowania zarówno w teorii macierzy losowych, jak i w asymptotycznej teorii
reprezentacji. Trzecią uniwersalną niezależnością jest niezależność boolowska,
która pomimo swojej uniwersalności nie znalazła wielu interesujących modeli i
zastosowań.

Ważną obserwacją leżącą głęboko u podstaw recenzowanej rozprawy jest to,
że wiele obiektów związanych z klasycznym rachunkiem prawdopodobieństwa ma
swoje odpowiedniki w świecie wolnym oraz w świecie boolowskim. Jednym z nich
jest pojęcie kumulant. W klasycznej sytuacji kumulanty pochodzą z rozwinięcia w
szereg potęgowy logarytmu transformaty Fouriera, która nie uogólnia się dobrze
w sytuacji nieprzemiennej; na szczęście kumulanty można również zdefiniować
w sposób kombinatoryczny, który ładnie uogólnia się do świata wolnego oraz
boolowskiego. Właśnie pojęciu boolowskich kumulant poświęcona jest rozprawa.

Na pierwszy rzut oka mogłoby się wydawać, że skoro boolowski rachunek
prawdopodobieństwa nie okazał się ogromnym sukcesem, również związane z nim
kumulanty są mało użyteczne. Tak jednak nie jest, gdyż wspomniane już analogie
pomiędzy wolnym i boolowskim rachunkiem prawdopodobieństwa pozwalają
przeformułować pewne interesujące i trudne problemy wolnej probabilistyki na
znacznie prostszy język boolowski. Główną treścią recenzowanej rozprawy jest
kilka takich apetycznych przykładów. W ten sposób wyniki rozprawy lokują ją
w samym środku wolnej probabilistyki. Jest to bardzo ciekawa i dynamicznie
rozwijająca się tematyka, którą zajmowało się wielu świetnych badaczy, i w której
konkurencja jest dość silna. Gratuluję więc Habilitantowi tak znakomitej i niełatwej
dziedziny badań.
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Poszczególne prace wchodzące w skład rozprawy zostaną skomentowane poni-
żej. Numeracja publikacji odpowiada tej z autoreferatu.

Praca [H1]. Praca Eta-diagonal distibutions and infinite divisiblity forR-diagonals
(współautorska z Harim Bercovicim, Alandru Nicą i Michaelem Noyesem) ukazała
się w znakomitym czasopiśmie Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabi-
lités et Statistiques. Głównym tematem pracy są takie nieprzemienne zmienne
R-diagonalne, które są �-nieskończenie podzielne (czyli są nieskończenie po-
dzielne ze względu na wolny splot). Każde z tych dwóch pojęć z osobna jest
tematem-rzeką w naukowym świecie wolnej probabilistyki, zatem taki wybór
tematyki nie wymaga dodatkowych motywacji (serdecznie gratuluję habilitantowi
takiego wyboru pytania; sam żałuję, że nie zająłem się tym problemem wcześniej).

Wspomniana wcześniej analogia pomiędzy klasycznym, wolnym i boolowskim
światem przybiera konkretną postać w bijekcji BBP (ten niewyjaśniony w pracy
akronim prawdopodobnie oznacza Boolean Bercovici–Pata), która łączy rozkłady
nieskończenie podzielne w każdym z tych trzech światów. Dzięki tej bijekcji każdy
�-nieskończenie podzielny rozkładR-diagonalny odpowiada pewnemu boolowsko
nieskończenie podzielnemu rozkładowi. Założenie o R-diagonalności oryginal-
nego rozkładu gwarantuje, że odpowiadający mu rozkład w świecie boolowskim
będzie miał pewne dodatkowe własności. Te właśnie dodatkowe własności są
motywacją do nowego pojęcia η-diagonalności rozkładu, które jest boolowskim
odpowiednikiem R-diagonalności ze świata wolnego.

Autorzy pracy badają i charakteryzują na różne sposoby η-diagonalne roz-
kłady; nie powinno być zaskoczeniem, że jednym z głównych narzędzi są bo-
olowskie kumulanty, ponadto η-diagonalne elementy okazują się mieć własności
będące bezpośrednimi boolowskimi odpowiednikami ich odpowiedników ze świata
R-diagonalności.

Z punktu widzenia wolnej probabilistyki bardzo interesujące jest zastosowanie
tych wyników: R-diagonalne i �-nieskończenie podzielne rozkłady okazują się
być scharakteryzowane przez pewną parę miar pochodzącą ze świata boolowskiego.
I absolutnie zachwycająca wisienka na torcie: zbiór nieskończenie podzielnych
rozkładów R-diagonalnych jest zamknięty ze względu na wolny splot multiplika-
tywny! Ten wynik bardzo mi się spodobał i sam w sobie stanowi on doskonałą
motywację do pozostałych wyników zawartych w pracy. Tymczasem te pozostałe
wyniki są bardzo obiecującymi użytecznymi narzędziami, które tylko czekają aż
ktoś zastosuje je w jakichś innych problemach.

Fragment pracy, w której pokonywana jest główna trudność, wykorzystuje
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bardzo interesującą mieszaninę metod kombinatorycznych oraz analitycznych.
Podsumowując: uważam, że omawiana praca jest bardzo interesująca, pro-

blemy w niej rozważane są naturalne, i może być ona powodem słusznej dumy
Kandydata.

Krótko po napisaniu powyższych słów zapoznałem się z oświadczeniami współ-
autorów pracy [H1]. Wskazują oni jednoznacznie, że wkład Kandydata był tak
znaczący, że bez niego praca ta nie mogłaby powstać. Ponadto liczne elementy
pracy, o których pisałem tak pozytywnie w poprzednich akapitach, są jego autor-
stwa lub miał w nich duży wkład.

Praca [H2]. Praca Using boolean cumulants to study multiplication and anti-
commutators of free random variables (współautorska z Maximem Fevrierem,
Mitją Mastnakiem i Alexandru Nicą) ukazała się w znakomitym czasopiśmie
Transactions of the American Mathematical Society. Praca ta opiera się na cał-
kowicie innym pomyśle: zamiast badać związki pomiędzy światem wolnym oraz
światem boolowskim, kumulanty boolowskie użyte są do badania nieprzemiennych
zmiennych losowych, które są niezależne w sposób wolny. Na pierwszy rzut oka
ten pomysł wydaje się dość niepoważny, ponieważ właściwym narzędziem do ba-
dania wolnych zmiennych losowych powinny być przecież jedynie słuszne wolne
kumulanty. Praca [H2] pokazuje jednak pewne problemy, w których zastosowanie
wolnych kumulant napotyka na trudności (na przykład związane ze strukturą wol-
nego odpowiednika wzoru Leonova i Shiraeva dla iloczynów wolnych zmiennych
losowych), z którymi świetnie radzą sobie kumulanty boolowskie.

Kluczową (i bardzo interesującą) obserwacją jest Theorem 1.2, które pozwala
scharakteryzować wolność nieprzemienych zmiennych losowych poprzez pewną
tożsamość algebraiczną, którą winny spełniać ich boolowskie kumulanty. Auto-
rzy pracy tworzą kombinatoryczną maszynerię (klasa partycji vertical no-repeat
property czyli VNRP), która łączy świat wolnej kombinatoryki (nieprzecinające
partycje) oraz świat kombinatoryki boolowskiej (partycje boolowskie).

Przykładowym zastosowaniem tej maszynerii — pokazanym w omawianej
pracy — jest problem opisu rozkładu antykomutatora pary wolnych zmiennych
losowych jeśli znane są rozkłady każdej z tych zmiennych z osobna.

Sądzę, że najciekawszym elementem tej pracy jest to, że narzędzia w niej
zawarte mają dużą szansę dać się zastosować w przyszłości do zupełnie innych
problemów. Między innymi z tego powodu bardzo wysoko oceniam tę publikację.

Oświadczenia współautorów jednoznacznie wskazują, że Habilitant jest głów-
nym autorem pracy, w szczególności wyżej wspomniany nieintuicyjny pomysł na
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zastosowanie boolowskich kumulant jest jego autorstwa.

Praca [H3]. Praca Boolean cumulants and subordination in free probability
(współautorska z Franzem Lehnerem) ukazała się w dobrym czasopiśmie Random
Matrices: Theory and Applications. Jej głównym przedmiotem jest tzw. funkcja
subordynacji (ang. subordination function), która pojawia się w naturalny sposób
w opisie splotu wolnego przy pomocy metod analizy zespolonej. Podobnie jak
w omawianej powyżej pracy [H2], punktem startu jest pewna tożsamość, która
wyraża mieszany moment wolnych zmiennych losowych przez ich boolowskie
kumulanty.

Jednym z głównych wyników jest interpretacja współczynników funkcji subor-
dynacji przy pomocy boolowskich kumulant. Drugim jest nowa rodzina tożsamości
uogólniająca klasyczne tożsamości w wolnej probabilistyce wyrażające pewną
warunkową wartość oczekiwaną (a la transformata Cauchy’ego–Stieltjesa) przez
zwykłą transformatę Cauchy’ego–Stieltjesa obliczoną w punkcie zadanym funkcją
subordynacji. Ta nowa rodzina tożsamości pozwala bardzo dobrze zrozumieć
rozkład zmiennych losowych postaci X + f(Y )Xf ∗(Y ) dla pary X, Y wolnych
zmiennych losowych.

Wyżej wspomniana nowa rodzina tożsamości związanych z subordynacją była
dla mnie dużym zaskoczeniem. Może ona świadczyć o tym, że związki subordyna-
cji z wolną probabilistyką są znacznie głębsze, niż dotąd sądzono. Z tego powodu
wysoko cenię tę publikację, gdyż ma ona szansę zapoczątkować nowy kierunek
badań w ramach wolnej probabilistyki.

Oświadczenie współautora wskazuje, że wkład Kandydata do pracy jest co
najmniej proporcjonalny.

Praca [H4]. Praca Conditional expectations through Boolean cumulants and
subordination – towards a better understanding of the Lukacs property in free
probability (współautorska z Jackiem Wesołowskim) ukazała się w przyzwoitym
czasopiśmie ALEA Latin American Journal of Probability and Mathematical Sta-
tistics. Jej główną treścią jest zastosowanie wyników z wcześniej omawianych
prac wchodzących w skład rozprawy ([H2] i [H3]) do charakteryzowania pewnych
fundamentalnych rozkładów jako jednych spełniających pewne naturalne warunki.
W klasycznym rachunku prawdopodobieństwa przykładem takiego wyniku jest
twierdzenie Lukacsa. Twierdzenia tego typu były uogólniane do kontekstu wol-
nej probabilistyki i wolnej niezależności; niestety, wolna sytuacja okazywała się
często zdecydowanie trudniejsza i wiele dowodów wolnych odpowiedników było
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zaskakująco złożone technicznie. Co najmniej jeden z takich złożonych dowodów
jest autorstwa samego Habilitanta. Głównym celem omawianej pracy jest przedsta-
wienie nowych, bardziej koncepcyjnych dowodów, korzystających z boolowskich
kumulant.

Warto ponadto zwrócić na Proposition 3.3 i Proposition 3.4, które w jawny
sposób podają pewną warunkową wartość oczekiwaną, która jest dość dużym
uogólnieniem warunkowej wartości oczekiwanej pojawiającej się w klasycznym
już dziś związku wolnych splotów z subordynacją. Interesujące jest dla mnie jak
daleko można pójść z takimi uogólnieniami? Czy istnieje jakaś ukryta struktura,
która wyjaśniałaby te wyniki? To, że omawiana praca budzi takie pytania, jest
znakiem towarzyszącym dobrej matematyce.

Artykuł [H4] traktuję jako pierwociny plonów pochodzących z wcześniejszych
prac [H2] i [H3]: w samej rzeczy prace te dostarczają narzędzi użytecznych do
dużej klasy problemów wolnej probabilistyki.

Oświadczenie współautora pracy jednoznacznie wskazuje, że wkład Kandydata
był więcej niż proporcjonalny.

Ocena osiągnięcia naukowego, podsumowanie. Omówione wyżej cztery prace
Kandydata tworzą spójny, fascynujący, bardzo przemyślany cykl. U jego podstaw
leży pochodząca od samego Kandydata idea stosowania boolowskich kumulant
poza ich naturalnym habitatem, w kontekście wolnej probabilistyki. Ja sam uwa-
żam tę ideę za głęboko nieintuicyjną, gratuluję więc Habiliantowi tak znakomitego
pomysłu oraz wykazania na kilku dobrze dobranych przykładach, że istotnie ta
idea może być efektywnie wykorzystana w praktyce. Brawo. Recenzowane
osiągnięcie stanowi dla mnie dowód dojrzałości i samodzielności naukowej
Habilitanta, w szczególności — zgodnie z wymaganiami Ustawy — stanowi
ono bardzo znaczy wkład w rozwój odpowiedniej dyscypliny naukowej (czyli
matematyki).

Oświadczenia współautorów wszystkich prac jednoznacznie wskazują na Kan-
dydata jako głównego lub bardzo ważnego pomysłodawcę oraz lidera.

Dorobek naukowy jako całość. Całość dorobku naukowego Habilitanta składa
się z 12 prac. Cztery z nich omówiłem już szczegółowo powyżej. Pozytywnie
oceniam zróżnicowanie tematyczne: choć niemal cały dorobek Kandydata zwią-
zany jest z wolną probabilistyką, poszczególne prace dotyczą bardzo różnych jej
aspektów. Powtarzającymi się motywami w dorobku są: charakteryzacja różnych
nieprzemiennych rozkładów przez ich konkretne właśności, kumulanty boolowskie,
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metody związane z analizą zespoloną oraz kombinatoryka partycji. Kilka z prac
Habilitanta zwróciło moją uwagę, omówię je krótko poniżej.

Praca Convolution, subordination, and characterization problems in noncom-
mutative probability (współautorska z Wiktorem Ejsmontem oraz Uwe Franzem)
ukazała się w bardzo prestiżowym czasopiśmie Indiana University Mathematical
Journal! Główny wynik dotyczy nowego spojrzenia na problemy charakteryza-
cji (a la Laha–Lukacs) z punktu widzenia subordynacji. Efektem tego nowego
spojrzenia jest zarówno uproszczenie dowodów pewnych starych wyników w tej
dziedzinie, jak i radykalne osłabienie założeń. Podobnie jak w przypadku kilku już
wspomnianych prac Kandydata, metody pokazane w pracy mają szansę stosować
się w znacznie większej ogólności.

Głównym celem pracy A construction which relates c-freeness to infinitesimal
freeness (współautorska z Maximem Févrierem, Mitją Mastnakiem oraz Alexandru
Nicą), która ukazała się w Advances in Applied Mathematics jest poszukiwanie
powiązań między formalizmem warunkowo wolnej niezależności (wprowadzinej
przez Bożejkę, Speichera i Leinerta) oraz infinitezymalnej wolności (wprowa-
dzonej przez Belinschiego, Shlyakhtenkę). Artykuł ten zawiera wielowymiarowe
rozszerzenie wyniku Belinschiego i Shlyakhtenki i daje jawne odwzorowanie, które
przeplata operacje warunkowego splotu wolnego i infinitezymalnie wolnego splotu.
Szczególnie interesujący dla mnie był rozdział Section 5.2, który daje nowy wgląd
w kombinatorykę kumulant w formalizmie warunkowej wolności.

Moją uwagę zwróciła również krótka praca Quantum Bernstein’s theorem and
the hyperoctahedral quantum group (współautorska z Pawłem Józiakiem), która
ukazała się w Journal of Mathematical Physics; w pracy tej bardzo spodobał mi
się naturalny problem, który rozwiązują Autorzy.

Podsumowując, dorobek Habilitanta zawiera liczne interesujące i trudne prace,
które oceniam bardzo wysoko. Wiele z wyników Habilitanta to narzędzia, które aż
zachęcają, aby wykorzystać je ponownie w innych kontekstach, i spodziewam się,
że w przyszłości społeczność naukowa będzie z tych narzędzi korzystać. Jest to
znakomity dorobek, który zdecydowanie i z wielkim nadmiarem przekracza
oczekiwania stawiane przez Ustawę.

W szczególności z dużym naddatkiem spełnione jest wymagane w Ustawie
kryterium dotyczące wykazania się istotną aktywnością naukową lub arty-
styczną. Warto w tym kontekście dodać, że Kandydat czterkrotnie otrzymał
indywidualną nagrodę Rektora Politechniki Warszawskiej za osiągnięcia naukowe.
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Bibliometria. Do podania danych zawartych w niniejszym rozdziale zostałem
zobowiązany przez umowę, którą zawarłem ze Zleceniodawcą. Nie jestem zwolen-
nikiem koncentrowania się na danych bibliometrycznych, ale w tym przypadku
potwierdzają one moją powyższą wysoką ocenę merytoryczną cyklu habilitacyj-
nego oraz pozostałego dorobku Habilitanta.

Patrząc jedynie na prestiż czasopism, serdecznie gratuluję Habilitantowi publi-
kacji w bardzo prestiżowych Journal of Functional Analysis, Indiana University
Mathematics Journal, Transactions of the American Mathematical Society, An-
nales de l’Institut Henri Poincaré Probabilités et Statistiques. Czasopisma te
słyną z bardzo gęstego sita recenzyjnego, każda publikacja w nich może być dla
Habilitanta źródłem uzasadnionej dumy. Wypada również wspomnieć o takich
dobrych czasopismach w których publikował, jak Studia Mathematica, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, Journal of Mathematical Physics.

Suma punktacji Ministerstwa wszystkich prac Habilitanta wynosi 775 (z czego
715 to suma dla prac wydrukowanych po roku, w którym uzyskał on doktorat).
Warto zwrócić uwagę na to, że część prac otrzymała punktację w skali, w której
maksimum wynosi 40, a część w innej skali, w której maksimum wynosi 200; oczy-
wiście zmniejsza to użyteczność tej metryki. Suma Impact Factorów wszystkich
prac Habilitanta wynosi 12,409 (z czego 10,357 to suma dla prac wydrukowanych
po roku, w którym uzyskał on doktorat).

Zarówno z powyższych danych liczbowych jak i z mojej intuicyjnej analizy
prestiżu wynika, że Habilitant regularnie publikuje w znakomitych oraz bardzo
dobrych czasopismach. Brawo.

Jest on autorem 13 prac (z czego 11 ukazało się po roku, w którym uzyskał on
doktorat), cytowanych łącznie 47 razy przez 14 autorów (dane na marzec 2022,
na podstawie MathSciNet) lub 41 razy (w tym bez autocytowań 24 razy, dane na
podstawie Web of Science). Jego indeks Hirscha wynosi 5.

Matematyka jest dziedziną, w której typowe liczby cytowań nie są wysokie i
trudno jest wyrokować o jakości badań na podstawie tak zaszumionych danych
jak cytowania. Moja osobista interpretacja szczegółowej analizy cytowań po-
szczególnych prac jest taka, że wyniki Habilitanta zostały zauważone przez kilku
badaczy (między innymi w Polsce i w Japonii), z których duża część później
została współautorami Habilitanta. Warto też podkreślić, że najciekawsze prace
Kandydata ukazały się drukiem stosunkowo niedawno i nie miały czasu uzbierać
wielu cytowań.
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Osiągnięcia dydaktyczne, organizacyjne i popularyzujące naukę. Habilitant
prowadził wykłady na University of Waterloo oraz na Politechnice Warszawskiej.
Jednym z wymogów Ustawy jest realizowanie aktywności naukowej w więcej niż
jednej uczelni; wymóg ten jest w tym przypadku spełniony.

Kandydat był promotorem 2 prac magisterskich oraz 5 prac licencjackich.
Habilitant jest koordynatorem zespołu pracującego nad nową specjalizacją na
studiach drugiego stopnia.

Podsumowanie. Zgodnie z Ustawą,

Art. 219. 1. Stopień doktora habilitowanego nadaje się osobie, która:
1) posiada stopień doktora; 2) posiada w dorobku osiągnięcia naukowe
albo artystyczne, stanowiące znaczny wkład w rozwój określonej dys-
cypliny, w tym co najmniej: [. . . ] b) 1 cykl powiązanych tematycznie
artykułów naukowych opublikowanych w czasopismach naukowych
lub w recenzowanych materiałach z konferencji międzynarodowych,
które w roku opublikowania artykułu w ostatecznej formie były ujęte w
wykazie sporządzonym zgodnie z przepisami wydanymi na podstawie
art. 267 ust. 2 pkt 2 lit. b, [. . . ] 3) wykazuje się istotną aktywnością
naukową albo artystyczną realizowaną w więcej niż jednej uczelni, in-
stytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczególności zagranicznej.

Bez najmniejszych wątpliwości stwierdzam, że dr Kamil Szpojankowski
spełnia z ogromnym naddatkiem te ustawowe wymagania. Gorąco rekomen-
duję nadanie mu stopnia naukowego doktora habilitowanego.

Uważam, że dorobek naukowy Kandydata jest niezwykle interesujący, wyko-
rzystuje często głęboko nieoczywiste metody, a wyniki zawarte w jego pracach są
narzędziami, które mają dużą szansę na nowe zastosowania w przyszłości. Z tego
powodu wnioskuję o uznanie tej habilitacji za wyróżniającą.

prof. dr hab. Piotr Śniady
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