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Recenzja w postepowaniu habilitacyjnym
pana doktora Adama Kubicy

1 Wstepne informacje o habilitancie

Pan doktor Adam Kubica ukoriczyt wyzsze studia w roku 2003 na wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego. Stopienn doktora nauk matematycznych uzy-
skal z wyréznieniem, w roku 2009, takze na Uniwersytecie Warszawskim, na podstawie
rozprawy “Modelowe zagadnienia eliptyczne i paraboliczne”. Promotorem zaréwno pracy
magisterskiej, jak i rozprawy doktorskiej byl profesor Piotr Rybka. Od 2009 roku do
chwili obecnej pan Adama Kubica pracuje na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyj-
nych Politechniki Warszawskiej jako adiunkt, przy czym w okresie 2004-2008 pracowal on
na stanowisku asystenta.

Zainteresowania badawcze pana dr. Adama Kubicy dotycza teorii réwnan
rozniczkowych, w tym na nieregularnych obszarach, z pochodnymi utamkowymi, od-
noszacymi sie do znanych modeli, w szczegélnosci modelu Stefana.

Tematyka ta interesuja sie rozpoznani matematycy, na przyktad Y. Giga, V. Voller, M.
Yamamoto, R. Zacher, oraz promotor pracy magisterskiej i doktorskiej, P. Rybka.

Pan dr. Adam Kubica opublikowal tacznie 18 prac, z czego szes¢ wchodzi w skiad
rozprawy habilitacyjnej, oraz pie¢ zostalo opublikowane przed doktoratem. Prace wiaczone
do dorobku habilitacyjnego to prace publikowane w bardzo dobrych i dobrych czasopismach
o zasiegu miedzynarodowym: Nonlinear Analysis: Real World Applications, Fractional
Calculus and Applied Analysis, Journal of Integral Equations and Applications, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, Mathematical Methods in the Applied Sciences,
Mathematishe Annalen.

Wyniki byly referowane na wielu konferencjach zagranicznych oraz podczas pobytow
naukowach w osrodkach zagranicznych.

Na co nalezy zwrdoci¢ uwage, cztery sposrod wyminionych artykulow sa opublikowane
wraz z wowczas doktorantka/magistrantka pania K. Ryszewska, co swiadczy o bardzo
duzej samodzielnosci badawczej habilitanta, oraz umiejetnosci wspétpracy z mtodymi ma-
tematykami. Indeks Hirsha pana Kubicy wynosi 7.



2 Omowienie i ocena rozprawy habilitacyjnej

Na rozprawe habilitacyjna “ Rozwigzania rownan utamkowej dyfuzji” sklada sie czesé prac:
[H1]-[H6] wymienionych w autoreferacie:

[H1] A. Kubica, P. Rybka, K. Ryszewska, Weak solutions of fractional differential
equations in non cylindrical domains, Nonlinear Anal. Real World Appl. 36 (2017),
154-182;

[H2] A. Kubica, M. Yamamoto, Initial-boundary value problems for fractional diffusion
equations with time-dependent coeffcients, Fract. Calc. Appl. Anal. 21 (2018), no. 2,
276-311;

[H3] A. Kubica, K. Ryszewska, Fractional diffusion equation with distributed-order
Caputo derivative, J. Integral Equations Appl. 31 (2019), no. 2, 195-243,;

[H4] A. Kubica, K. Ryszewska, Decay of solutions to parabolic-type problem with
distributed order Caputo derivative J. Math. Anal. Appl. 465 (2018), no. 1, 75-99;

[H5] A. Kubica, K. Ryszewska, A self-similar solution to time-fractional Stefan problem
Math. Methods Appl. Sci. 44 (2021), no. 6, 4245-4275;

[H6] A. Kubica, K. Ryszewska, R. Zacher, Holder continuity of weak solutions to
evolution equations with distributed order fractional time derivative Math. Ann. 390
(2024), no. 2, 2513-2592.

Sa to przewaznie prace obszerne i bogate od strony technicznej. Stanowia one spéjny ciag
sukcesywnie rozwijanych tematéw.

Przejde do bardziej szczegdtowego omdwienia dorobku habilitanta.

Omowienie wynikéw rozprawy

Wyzwaniem ogdélnym bylo zagadnienie typu Stefana z ulamkowymi pochodnymi
czastkowymi typu Caputo - operatorem nielokalnym, bedacym wariantem pochodnej
utamkowej.

Praca [H1] to pierwsza praca z tej serii, napisana wspélnie z dawnym promotorem, Piotrem
Rybka, oraz pania Katarzyna Ryszewska, piszaca doktorat pod opieka pana dr. Kubicy.
Omijajac z koniecznosci metody klasyczne oparte na regularyzacji Yosidy, uwzgledniajac
trudnosci zwiazane z nieregularnoscia obszaru, oraz z analiza pochodnej Caputo, uzyskano
potrzebne oszacowania appriori, w oparciu o metody typu Galerkina. Doprowadzito to do

e sformulowania twierdzenia o istnieniu i regularnosci stabych rozwiazan dla zagadnie-
nia
Diu(z,t) = uyo(z,t) + fx,t),dla 0 <z < s(t),0 <t <T,
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gdzie:

— D%u(z,t) to rodzaj pochodnej Caputo, uzaleznionej od funkeji s(t) pewnego
typu, uwzgledniajacej tzw. efekt pamieci,

— dane sa odpowiednie warunki brzegowo poczatkowe, oraz warunki zadane na
wykresie (s(t),t),

— obszar nie jest cylindryczny;

e narzedzi wygodnych do dalszch badan, w tym propozycji przestrzeni Banacha pa-
sujacej do dalszej analizy zagadnien Stefana z pochodna utamkowa Caputo.

W pracy [H2] bylo analizowane zagadnienie szersze
D% = Lu+ f

(po lewej stronie widzumy pochodna czasowa, po prawej operator zadany na obszarze)
z ogélnym operatorem jednostajnie eliptycznym L, gdzie D*u = 0%(u — ug), 0% to po-
chodna Caputo, natomiast ug to zadana funkcja. Wiadomo bylo, Zze przy zadanym wug
istnieje rozwiazanie, lecz nie bylo znane, czy uy to warunek poczatkowy dla powyzszego
zagadnienia. Zasadniczym pytaniem bylo zatem badanie ciaglosci w zerze dla zagadne-
nia. Twierdzenie 1.2 w [H2] ustosunkowuje sie do: istnienia, jednoznacznosci, oszacowan
appriori, oraz ciaglodci w zerze rozwiazan, dajac pozytywna odpowiedz na postawione pyta-
nie. Ponadto wskazana zostala wlasciwa przestrzen funkcyjna dla rozwiazan. Zastosowano
bardzo ciekawe metody, oparte na metodzie Galerkina i analizie zagadnien wlasnych. Jest
to rozwiniecie niektérych pomystéw z pracy [H1|. Za bardzo ciekawe narzedzie uwazam
wynik ze Stwierdzenia 6.10 (Proposition 6.10) wyrazajacy catke z D*w - w przez norme "w’
w przestrzeni typu Slobodeckiego. Praca zawiera takze wyniki o regularnosci rozwiazan.

W pracy [H3| zamiast pochodnej Caputo D* rozwazane zostalo jej usrednienie po « € (0, 1)
wzgledem miary p(a)da, co jest uzasadniowe przez modele inzynierskie. Jest to tak zwana
pochodna rozproszona. Wystepowata ona wszesniej w wielu pracach, lecz przy szczegdlnych
zalozeniach. Ma ona interpretacje jako przesunieta pochodna dla splotu z pewnym jadrem
k, znanym w szczegolnej postaci w przypadku klasycznych uérednien. Obserwacja dopro-
wadzila do analizy szerokiej klasy jader calkowych, wprowadzonych przez R. Zachera w
2009 roku, tak zwanych jader PC. Dalsza analiza jest po$wiecona zastosowaniom PC'
jader do rownan ewolucyjnych z pochodna Caputo na obszarach niecylindrycznych. Po-
zwolito to uprosci¢ niekére znane wcezesniej wyniki dla rownan ewolucyjnych z pochodna
rozproszona Caputo, oraz udowodnié¢ twierdzenia o istnieniu, regularnosci, jednoznacznosci
rozwiazan, oraz oszacowan appriori dla takich zagadnien.

Uwazam analize za bardzo pomystowa, ciekawa i precyzyjna.

Praca [H4] odnosi si¢ bo badania zaniku rozwigzan dla zagadnieri parabolicznych z po-
chodna rozproszona Caputo. Ponadto duzy wktad pracy zostat wlozony w klarowne me-
tody weryfikacji zatozen (a nie tylko zakladanie, ze sa one spelnione), oraz w intepretacje
rozwiazan. Na przyklad, w Twierdzeniu 2 rozwiazanie jest wypisane w postaci calki, a nie
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szeregu, co mozna tatwiej uzyska¢. To ulatnia dalsza analize. Glowne wyniki uwzgledniaja
takze operatory eliptyczne ze wspolczynnikami zaleznymi od czasu i odnosza sie do za-
nikania logarytmicznego oraz potegowego rozwiazan. Za bardzo ciekawy wynik uwazam
Stwierdzenie 3, gdzie pojawily sie interesujace tozsamosci catkowe, wiazace funckje, w, oraz
pochodne rozproszone Caputo w catkach.

W pracy [H5] zaproponowano zmodyfikowany model utamkowy zagadnienia Stefana, przy
pewnych szczegblnych zalozeniach. Zaklada sie miedzy innymi, ze funkcja strumienia jest
wyrazona przy pomocy pochodnej Caputo oraz pochodnej po zmiennej x. Analizowane
byly zagadnienia samopodobne dla zagadnienia i ich asymptotyka, w tym przeprowadzono
analize zbieznosci rozwiazan samopodobnych dla zagadnien z pochodnymi utamkowymi ze
wzgledu na zbieznos¢ parametru rozniczkowania do 1. Jak sie okazalo, prowadzi to do
rozwiazan dla klasycznego réwnania Stefana.

Jest to bardzo ciekawy wynik, potwieredzajacy precyzje i powage badan.

Obszerna praca [H6] poswiecona jest analizie nierownosci Harnacka i Holderowskiej
ciaglodci rozwiazan. Sa to wazne i ciekawe wyniki, odnoszace sie do stabej nieréwnosci
Harnacka, z ktérej wyprowadza sie Holderowska ciaglosé.

3 Ocena pozostalego dorobku Habilitanta

Pozostate publikacje, nie wlaczone w skiad habilitacji dotyczyly:
e analizy efektu Berga (prace wspélne z Piotrem Rybka);

e regularnosci rozwiazan zagadnienia Naviera Stokesa (m. in. przy wspdlpracy z Mi-
lanem Pokornym i Wojciechem Zajaczkowskim);

e modelowi turbulencji Kotmogorowa (przy wspélpracy z mtodym matematykiem. T.
Kosewskim piszacym wéwcezas prace doktorska pod opieka dr. Kubicy);

e teorii utamkowych rozwiazan rownan czastkowych.

Dorobek pozostaly $wiadczy o szerokich zainteresowaniach badawczych i umiejetnosci
wspolpracy.

4 Pozostale informacje

Pan doktor Adam Kubica uczestniczyt w grantach, odbyt wiele prestizowych wizyt nauko-
wych, na przyklad na zaproszenie profesora Y. Gigi i M. Yamamoto (Uniwersytet w Tokio),
M. Pokornego (Uniwersytet Karola w Pradze), czy G. Galdiego (Uniwersytet w Pittsburgu,
USA). Wypromowal on dwojke doktorantéw, oraz jest promotorem w przewodzie doktor-
skim. Byl takze promotorem wielu prac licencjackich i magisterskich. Ponadto prowadzit
bardzo wartosciowe zajecia dydaktyczne i warsztaty dla doktorantow, oraz organizowatl
konferencje.



5 Podsumowanie

Caloksztalt badan uwazam za bardzo ciekawy i powazny wklad do teorii réwnan
rozniczkownych czastkowych dla zagadnien typu Stefana. Cho¢ nie jestem specjalitka w tej
dokladnie dziedzinie, jestem pod wrazeniem niezwykle prezycyjnego sawiania probleméw,
oraz bardzo precyzyjnego i konsekwentnego ich rozwiazywania, bogactwa trudnych technik,
znajomosci literatury, oraz samodzielnosci badawcze;j.

6 Konkluzja

Biorac pod uwage cenne osiagniecia naukowe uzyskane w rozprawie habilitacyjnej, oraz te
uzyskane poza rozprawa, uwazam, ze pan doktor Adam Kubica w pelni spelnia wymagania
stawiane w ustawie o stopniach i tytutach naukowych.

Dlatego z pelnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie doktora Adama Kubicy do dalszych
etapow przewodu habilitacyjnego.

Dodatkowo wnosze o wyroznienie dorobku.

Z wyrazami szacunku,

Agnieszka Katamajska



) prof. dr hab. Grzegorz Karch
%‘x]@ Umwersytet Uniwersytet Wroctawski, Instytut Matematyczny

lg Wroctawski pl. Grunwaldzki 2/4 , 50-384 Wroctaw, Poland
+48 71 375 74 01, Grzegorz.Karch@math.uni.wroc.pl, http://karch.math.uni.wroc.pl

Wroctaw, dnia 2 marca 2026 .

Recenzja osiggnie¢ naukowych w postepowaniu o nadanie stopnia doktora habilitowanego
doktora Adama Kubicy

1. Przedstawienie danych o kandydacie

o Stopien doktora: dr Adam Kubica uzyskat stopien doktora nauk matematycznych w
dyscyplinie matematyka w 2009 roku na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych
Politechniki Warszawskiej.

e Rozprawa doktorska: Tytut rozprawy to ,,Modelowe zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w
przestrzeniach wagowych”; promotorem byt prof. dr hab. Piotr Rybka, a praca zostata
wyrdzniona.

e Woczesniejsze postepowania: Dokumentacja nie zawiera informacji, aby kandydat ubiegat sie
uprzednio o nadanie stopnia doktora habilitowanego.

e Przebieg pracy naukowo-zawodowej:

o 0d1.10.2009 r. — adiunkt na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskie;j.

o 1.10.2008 —30.09.2008 — asystent (1/2 etatu) w tej samej jednostce.

o 0d 1.10.2005 r. — asystent/starszy wyktadowca (1/2 etatu) w Instytucie Matematyki i
Kryptologii Wojskowej Akademii Technicznej.

o 1.01.2004 —30.06.2004 — asystent w Instytucie Matematycznym Polskiej Akademii
Nauk.

2. Informacja o ocenianych osiggnieciach naukowych
a. Tytut osiggniecia naukowego

Gtéwnym osiggnieciem jest cykl 6 powigzanych tematycznie artykutdw naukowych pod tytutem:
,Rozwigzania rownan utamkowej dyfuzji”.

b. Opis osiggniecia naukowego

Na podstawie zatgczonych dokumentéw (autoreferatu oraz wykazu osiggnie¢) mozna wskazac na
kilka kluczowych obszaréw, w ktérych dr Adam Kubica uzyskat przetomowe wyniki naukowe. Jego
badania koncentrujg sie gtéwnie na rownaniach ewolucyjnych z operatorami nielokalnymi w czasie,
tzw. rownaniach utamkowej dyfuzji.

Oto szczegdtowe rozwiniecie najwazniejszych wynikow:



e Rozwigzania w obszarach niecylindrycznych (ruchome brzegi)

W pracy [H1] (opublikowanej w Nonlinear Analysis: Real World Applications), dr Kubica wraz ze
wspotautorami podjat problematyke réwnan z pochodng utamkowg Caputo w sytuacjach na
zbiorach zmieniajacych sie w czasie (obszary niecylindryczne). W pracy tej sformutowano definicje
pochodnej utamkowej na nietypowych obszarach i udowodniono istnienie oraz jednoznacznosé
stabych rozwigzan. Jest to wynik o duzym znaczeniu, poniewaz klasyczna teoria zazwyczaj zaktada
staty w czasie obszar na ktérym rozwazane jest rownanie dyfuzji, co ograniczato zastosowania w
modelowaniu zjawisk fizycznych z ruchoma granica.

e Rdéwnania o rozproszonym rzedzie (distributed order)

Znaczna cze$¢ osiggnied (prace [H3], [H4], [H6]) dotyczy rownan, w ktorych zamiast jednej
pochodnej rzedu a, wystepuje catka z pochodnych po réznych rzedach (tzw. operator o
rozproszonym rzedzie).

e Analiza regularnosci: W waznej pracy w prestizowym Mathematische Annalen ([H6]) dr
Kubica udowodnit ciggtos¢ w sensie Holdera dla stabych rozwigzan tego typu rownan. Jest to
wynik o charakterze fundamentalnym (analogiczny do klasycznych wynikéw De Giorgi-
Nasha-Mosera), ktéry pozwala na badanie regularnosci rozwigzan przy bardzo ogélnych
zatozeniach o wspoétczynnikach.

¢ Malenie rozwigzan: W pracy [H4] autor zbadat, jak szybko rozwigzania dazg do zera w czasie.
Wykazano, ze tempo to zalezy w sposéb istotny od zachowania wagi (miary) rozproszonego
rzedu w poblizu zera.

3. Utamkowe zagadnienie Stefana

Praca [H5] (opublikowana w Mathematical Methods in the Applied Sciences) dotyczy utamkowego
odpowiednika klasycznego zagadnienia Stefana, ktére modeluje przemiany fazowe (np. topnienie
lodu).

e Wynik: Skonstruowano rozwigzanie samopodobne dla tego zagadnienia. Jest to jedno z
pierwszych tego typu jawnych rozwigzan dla utamkowego problemu Stefana, co ma kluczowe
znaczenie dla testowania algorytmdw numerycznych i zrozumienia dynamiki frontu
przemiany fazowej w osrodkach z ,,pamiecia”.

4. Réwnania z wspoétczynnikami zaleznymi od czasu

W pracy [H2] (wspodtautorstwo z prof. M. Yamamoto) kandydat zbadat zagadnienia poczatkowo-
brzegowe dla utamkowych réwnan dyfuzji, w ktérych wspdtczynniki eliptyczne zalezg od czasu.

¢  Wynik: Udowodniono poprawnos$é postawienia problemu w odpowiednich przestrzeniach
Sobolewa. Wynik ten rozszerza teorie utamkowa na uktady, w ktérych wtasciwosci osrodka
(np. przewodnos¢) zmieniajg sie w trakcie trwania procesu dyfuzji.

5. Inne kierunki (Modelowanie turbulencji)

Poza gtéwnym cyklem utamkowym, dr Kubica zajmuje sie réwniez rGwnaniami Naviera-Stokesa i
modelami turbulencji. W wykazie osiggnie¢ widniejg prace z 2022 roku (wspdtautor P. Kosewski)
dotyczace dwuréwnaniowego modelu turbulencji Kotmogorowa, gdzie udowodniono istnienie
rozwigzan lokalnych i globalnych (dla matych danych poczatkowych).



Podsumowujgc, wyniki dr. Kubicy tgczg gteboka teorie analizy matematycznej (przestrzenie
funkcyjne, teoria regularnosci) z problematyka modelowania proceséw fizycznych
charakteryzujgcych sie anomalng dyfuzjg i pamiecia, co czyni jego dorobek spéjnym i wysoko
ocenianym przez miedzynarodowe srodowisko naukowe.

b. Dane naukometryczne (stan na 15.07.2025r.)
e Web of Science Core Collection: 312 cytowan (299 bez autocytowan), indeks Hirscha = 7.
e Scopus: 336 cytowan (322 bez autocytowan), indeks Hirscha = 8.

c. Liczba publikacji i najwazniejsze czasopisma

Cykl habilitacyjny obejmuje 6 prac . Kandydat publikowat w prestizowych czasopismach o zasiegu
miedzynarodowym, takich jak:

e Mathematische Annalen,
e Nonlinear Analysis: Real World Applications,
e Fractional Calculus and Applied Analysis,
e Journal of Mathematical Analysis and Applications.
d. Rola kandydata w pracach wspétautorskich
Z oswiadczen wspoétautorow wynika wiodgca rola dr. Kubicy w powstaniu wiekszosci prac:

e [H1]: Udziat kandydata szacowany na ok. 70% (pozostali autorzy: prof. P. Rybka — 20%, dr K.
Ryszewska — 10%).

e [H2]: Udziat kandydata szacowany na ok. 70% (prof. M. Yamamoto — 30%).

e [H3], [H4], [H5]: Kandydat petnit kluczowg role, przy udziale dr K. Ryszewskiej wynoszgcym
odpowiednio 50%, 30% i 30%.

o [H6]: Wspdtautorzy (Kubica, Ryszewska, Zacher) wniesli rowny wktad w powstanie pracy.
e. Ocena wktadu w rozwdj dyscypliny

Osiggniecie kandydata stanowi znaczacy wkfad w rozwdj matematyki, w szczegdlnosci w zakresie
teorii réwnan rézniczkowych z pochodnymi utamkowymi. Kluczowe rezultaty obejmuja:

e Opracowanie definicji pochodnej Caputo w obszarach niecylindrycznych i konstrukcja
stabych rozwigzan dla takich zagadnien .

e Uzyskanie twierdzen o istnieniu i regularnosci rozwigzan dla réwnan utamkowej dyfuzji z
pochodnymi o rozproszonym rzedzie (distributed-order).

e Zbadanie asymptotyki i tempa zanikania rozwigzan w zaleznosci od rzedu pochodnej.

¢ Udowodnienie ciggtosci Holdera stabych rozwigzan w bardzo prestizowej pracy
opublikowanej w Math. Ann.

4. Aktywnos¢ naukowa, dydaktyczna i organizacyjna



o Aktywnos¢ miedzynarodowa: Kandydat wygtaszat referaty na licznych konferencjach

zagranicznych i krajowych, m.in. w Vancouver (2011), Gaecie (2009, 2012), Dreznie (2010)
oraz Levico Terme (2010).

o Dziatalnos¢ dydaktyczna: Realizowana nieprzerwanie od 2004 roku w kilku jednostkach
naukowych (PW, WAT, IM PAN).

5. Konkluzja

Biorac pod uwage wysokg jakos¢ naukowg opublikowanych prac (w tym publikacje w
Mathematische Annalen), znaczacy i udokumentowany wktad wiasny kandydata oraz wyrazny
wptyw jego wynikdw na rozwdj teorii rdwnan ewolucyjnych z operatorami nielokalnymi, oceniam
dorobek dr. Adama Kubicy jako w petni spetniajgcy wymogi stawiane w postepowaniu
habilitacyjnym.

G i

prof. dr hab. Grzegorz Karch



Warszawa, 07.04.2026 r.
Prof. dr hab. Jarostaw Mederski,
Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk

Recenzja rozprawy habilitacyjnej i dorobku naukowego

dr Adama Kubicy
w sprawie wniosku o nadanie stopnia doktora habilitowanego

Pan dr Adam Kubica uzyskal stopien naukowy doktora nauk matematycznych w
dyscyplinie matematyka w 2009 roku na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych
Politechniki Warszawskiej na podstawie rozprawy Modelowe zagadnienia eliptyczne i
paraboliczne w przestrzeniach wagowych, przygotowanej pod kierunkiem prof. dr hab.
Piotra Rybki. Rozprawa doktorska zostata wyrézniona przez Rade Wydziatu Matema-
tyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej. Wczesniej uzyskal tytut magistra
matematyki na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszaw-
skiego w 2003 roku. Po uzyskaniu stopnia doktora zostal zatrudniony na stanowisku
adiunkta na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej,
gdzie aktualnie pracuje. Jest rowniez zatrudniony na stanowisku asystenta/starszego
wyktadowcy w Wojskowej Akademii Technicznej. W 2004 roku pracowal réwniez jako
asystent w Instytucie Matematycznym PAN.

Osiggnieciem naukowym stanowiacym podstawe wniosku habilitacyjnego dra Adama
Kubicy jest rozprawa habilitacyjna zatytutowana:

Rozwigzania rownan utamkowe) dyfuzji,
na ktora sktada si¢ cykl 6 prac opublikowanych w latach 2017-2024:

[H1 | A. Kubica, P. Rybka, K. Ryszewska, Weak solutions of fractional differential equ-
ations in non cylindrical domains, Nonlinear Analysis: Real World Applications
36 (2017), 154-182.

[H2 | A. Kubica, M. Yamamoto, Initial-boundary value problems for fractional diffu-
sion equations with time-dependent coefficients, Fractional Calculus and Applied
Analysis 21 (2018), no. 2, 276-311.

[H3 | A. Kubica, K. Ryszewska, Fractional diffusion equation with distributed-order
Caputo derivative, Journal of Integral Equations and Applications 31 (2019), no.
2, 195-243.

[H4 | A. Kubica, K. Ryszewska, Decay of solutions to parabolic-type problem with
distributed order Caputo derivative, Journal of Mathematical Analysis and Appli-
cations 465 (2018), no. 1, 75-99.



[H5 | A. Kubica, K. Ryszewska, A self-similar solution to time-fractional Stefan pro-
blem, Mathematical Methods in the Applied Sciences 44 (2021), no. 6, 4245-4275.

[H6 | A. Kubica, K. Ryszewska, R. Zacher, Hélder continuity of weak solutions to evo-
lution equations with distributed order fractional time derivative, Mathematische
Annalen 390 (2024), no. 2, 2513-2592.

Prace opublikowane sa w dobrych i bardzo dobrych czasopismach specjalistycz-
nych i odnosza sie do spojnej oraz aktualnej tematyki badawczej, mieszczacej sie na
pograniczu teorii rownan rozniczkowych czastkowych, analizy funkcjonalnej oraz ma-
tematycznego modelowania zjawisk nietypowej dyfuzji. Nietypowa dyfuzja pojawia si¢
w o$rodkach niejednorodnych i jest intensywnie badana od ponad 20 lat, poczawszy
od pracy Metzlera i Klaftera, a potem Vollera. Doboér problematyki nalezy uznaé za
trafny i ambitny i nalezy do jednego z intensywnie rozwijanych kierunkéw wspoélczesne;j
analizy. Powyzsze prace sa to wprawdzie w wiekszosci prace wspotautorskie, jednak z
zalaczonych o$wiadczen wynika, ze wktad Habilitanta w ich powstanie byt istotny.

Tematyka habilitacji dotyczy rownan utamkowej dyfuzji, w szczegolnosci zagadnien
ewolucyjnych z pochodng Caputo oraz jej uogélnieniami rzedu roztozonego, a takze pro-
bleméw ze swobodna granica zwiazanych z ulamkowym zagadnieniem Stefana. Punk-
tem wyjscia dla rozwazan Habilitanta jest obserwacja, ze klasyczne modele dyfuzji nie
opisuja adekwatnie zjawisk zachodzacych w osrodkach niejednorodnych, gdzie wyste-
puje tzw. nietypowa dyfuzja. W takich sytuacjach naturalnym narzedziem modelowania
staja sie pochodne utamkowe, ktore uwzgledniaja efekt pamieci i pozwalaja opisywaé
zjawiska poddyfuzji oraz naddyfuzji.

W pracy [H1| badane sa stabe rozwiazania réownan utamkowych w obszarach nie-
cylindrycznych. Jest to interesujacy punkt wyjscia dla catego cyklu prac. Habilitant
analizuje problem, w ktérym standardowe techniki stosowane dla obszaréw cylindrycz-
nych nie moga by¢ uzyte wprost, miedzy innymi ze wzgledu na efekt pamieci zwigzany z
pochodng Caputo. W pracy tej zaproponowano odpowiednie sformutowanie pochodnej
utamkowej w obszarze niecylindrycznym, a nastepnie opracowano metode konstrukeji
stabych rozwiazan oparta na metodzie Galerkina. Wyniki tej pracy nalezy uznaé za
istotne i technicznie zaawansowane. Metoda konstrukcji rozwiagzan zostata wykorzy-
stana miedzy innymi w kolejnych dwoch pracach [H2| i [H3].

Praca [H2| dotyczy zagadnienn poczatkowo-brzegowych dla réownan dyfuzji utam-
kowej ze wspotczynnikami zaleznymi od czasu. Problematyka ta jest wazna zaréwno
z punktu widzenia teorii, jak i zastosowan inzynieryjnych, poniewaz wspotczynniki za-
lezne od czasu pojawiaja sie naturalnie w modelowaniu proceséw zachodzacych w zmie-
niajacym sie §rodowisku. Z przedstawionego omoéwienia wynika, ze dr Kubica uzyskat
rezultaty dotyczace dobrze postawionych zagadnien, analizujac istnienie, jednoznacz-
nos¢ stabych rozwiazan zagadnienia (26) (numeracja wedlug autoreferatu). Ponownie
w tej pracy wykorzystuje sie metode Galerkina i zasade Banacha o punkcie stalym.
Warto zaznaczy¢, ze jest to praca napisana we wspotpracy z M. Yamamoto, znanym
specjalista w tej tematyce.

Prace [H3] i [H4| poswigcone sa rownaniom z rozproszona pochodng Caputo. Roz-
proszony rzad pochodnej ma motywacje w eksperymentach, gdzie wyznacza sie rozktad



pochodnych zamiast konkretnej wartosci. Jest to naturalne, ale zarazem nietrywialne
rozszerzenie klasycznych modeli z pochodna jednego rzedu. W pracy [H3| analizowane
jest rownanie dyfuzji z pochodng rzedu rozproszonego, natomiast w pracy [H4| badane
jest tempo zaniku rozwiazan odpowiedniego problemu typu parabolicznego. Nalezy pod-
kresli¢, ze przejscie od pochodnej jednego rzedu do rzedu rozproszonego prowadzi do
istotnego wzrostu trudnosci analitycznych, a jednocze$nie pozwala modelowaé¢ znacznie
szersza klase zjawisk. W mojej ocenie te dwie prace dobrze pokazuja, ze Habilitant nie
ogranicza sie¢ do pojedynczego modelu, lecz konsekwentnie rozwija teorie w kierunku
bardziej ogélnym i bardziej subtelnym matematycznie.

Praca [H5| dotyczy samopodobnego rozwiazania utamkowego zagadnienia Stefana
zaproponowanego przez Vollera. Jest to temat szczegolnie ciekawy, poniewaz taczy kla-
syczne zagadnienia ze swobodng granica z nowoczesna teorig pochodnych utamkowych.
Zagadnienie Stefana nalezy do klasycznych i waznych probleméw matematyki stosowa-
nej, natomiast jego wersja utamkowa wymaga opracowania nowych metod badawczych.
W pracy [H5] Habilitant wykorzystuje przede wszystkim technike analizy samopodo-
bienistwa, konstruujac rozwigzania samopodobne dla zmodyfikowanego modelu utam-
kowego zagadnienia Stefana. Istotnym elementem tej pracy jest rowniez Sciste matema-
tyczne wyprowadzenie rozwazanego modelu, zbadanie wlasnosci otrzymanych rozwigzan
oraz wykazanie zgodnosci z klasycznym zagadnieniem Stefana w granicy, gdzie para-
metr a dazy do 1. Uzyskanie rozwiazania samopodobnego w takim kontekscie uwazam
za warto$ciowy rezultat, dobrze wpisujacy siec w gltéwny nurt badan dra Kubicy.

Ostatnia praca [H6]|, opublikowana w prestizowym czasopiSmie Mathematische An-
nalen, dotyczy stabej nieréwnosci Harnacka i ciagtosci Holdera stabych rozwigzan row-
nan ewolucyjnych z pochodna czasowa rzedu rozproszonego. Jest to, moim zdaniem,
jedna z najmocniejszych pozycji w cyklu habilitacyjnym. Problematyka nieréwnosci
Harnacka i regularnosci rozwigzan jest fundamentalna w teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych i jej rozwiniecie na grunt réwnar z pochodnymi utamkowymi ma duze
znaczenie. Sam fakt publikacji w czasopismie tej klasy wskazuje na wysoki poziom uzy-
skanych rezultatow.

Caty cykl habilitacyjny jest spojny tematycznie i dobrze przemyslany. Rozpoczyna
sie od zagadnien dotyczacych istnienia stabych rozwiazan w sytuacjach trudnych geome-
trycznie, nastepnie przechodzi do bardziej ogélnych modeli dyfuzji utamkowej, a koriczy
sie wynikami odnoszacymi sie do regularnosci rozwiazan. Na podstawie prac [H1|-[H4]
wyraznie wida¢ rozwdj naukowy Habilitanta, polegajacy na stopniowym opanowywaniu
coraz bardziej zaawansowanych i wymagajacych technik analitycznych. Prace te maja w
duzej mierze charakter techniczny i opieraja sie o na metodach juz znanych, jednak ich
znaczenie polega na umiejetnym dostosowaniu tych narzedzi do nowych klas zagadnien,
motywowanych rowniez zastosowaniami. Pod wzgledem matematycznym za najbardziej
nowatorskie uwazam dwie ostatnie prace cyklu, tj. [H5] oraz [H6]. Taki rozwoj tematyki
sSwiadczy o osiagnietej dojrzalosci naukowej Habilitanta oraz o umiejetnosci budowa-
nia wtasnej, konsekwentnie rozwijanej specjalizacji badawczej. Z tych wzgledow caty
przedstawiony cykl prac oceniam wysoko.

Pozostaly dorobek naukowy dra Adama Kubicy réwniez oceniam wysoko. Jego
aktywnos¢ publikacyjna po uzyskaniu stopnia doktora jest wyrazna, systematyczna i



zroznicowana tematycznie. Obejmuje ona zaréwno prace z zakresu klasycznych réwnan
rozniczkowych czastkowych, dotyczace m.in. regularnosci rozwiazan réwnan Naviera—
Stokesa, analizy osobliwo$ci rozwiazan rownania Laplace’a oraz modeli turbulencji, jak
i publikacje po$wiecone réwnaniom utamkowym, ktore stanowia gtowny nurt podzniej-
szych badari Habilitanta. Na uwage zastuguje takze monografia Time-fractional differen-
tial equations—a theoretical introduction Springer (2020) wspolna z K. Ryszewska oraz
M. Yamamoto. Z przedstawionych wskaznikow wynika, ze wedtug bazy Web of Science
liczba cytowan prac dra Adama Kubicy wynosi 312, bez autocytowarn 299, natomiast
indeks Hirscha jest rowny 7. Z kolei wedlug bazy Scopus liczba cytowan wynosi 336,
bez autocytowan 322, a indeks Hirscha 8. Sa to bardzo dobre wskazniki, swiadczace o
widocznosci dorobku Habilitanta w miedzynarodowym srodowisku naukowym. Na po-
zytywng ocene zashuguje rowniez jego aktywnosé konferencyjna, udzial w projektach
badawczych oraz wspotpraca miedzynarodowa z uznanymi osrodkami naukowymi.

Na pozytywna ocene zastuguje takze aktywnos¢ dra Kubicy w projektach badaw-
czych. Byt wykonawcg w trzech grantach finansowanych przez MNiSW oraz NCN, do-
tyczacych miedzy innymi réwnan osrodkow ciagtych, dyfuzji anizotropowej w ewolucji
powierzchni swobodnych oraz probleméw nielokalnych w ewolucji miedzyfazowej. Tema-
tyka tych projektow pozostaje w Scistym zwiazku z jego zainteresowaniami naukowymi
i dobrze wpisuje sie w rozwoj jego dorobku. Mozna wprawdzie zauwazy¢, ze dotych-
czas Habilitant nie petnit jeszcze roli kierownika wtasnego projektu badawczego, jednak
biorgc pod uwage jego wyrazny rozwdj naukowy, aktywnosé publikacyjna oraz wspot-
prace miedzynarodows, mozna oczekiwaé, ze w niedtugim czasie bedzie z powodzeniem
ubiegal sie o wlasne granty i budowat wlasny zespoét badawczy.

Dorobek dydaktyczny dra Adama Kubicy oceniam bardzo wysoko. Prowadzil zaje-
cia z wielu podstawowych i zaawansowanych przedmiotéw matematycznych, takich jak
rOwnania rézniczkowe zwyczajne i czastkowe, analiza zespolona, analiza funkcjonalna
oraz analiza matematyczna. Ponadto prowadzil warsztaty dla doktorantéw obejmu-
jace miedzy innymi teorie polgrup, teorie interpolacji, teorie regularnosci, ewolucyjne
rownania catkowe, metody stabej zbieznosci oraz przestrzenie Besova. Na szczegdlne
wyrdznienie zastuguje réwniez jego opieka nad pracami dyplomowymi: 21 obronionymi
pracami licencjackimi oraz 6 obronionymi pracami magisterskimi. Jest to dorobek dy-
daktyczny wyraznie ponadprzecietny. Wysoka jakosé pracy dydaktycznej potwierdzaja
takze otrzymane nagrody, w tym kilkukrotne wyréznienia Ztota Kreda za prowadzenie
zaje¢ dydaktycznych oraz nagrody rektorskie za osiagniecia naukowe. Na szczegolnag
uwage zastuguje rowniez pelnienie roli promotora pomocniczego w trzech przewodach

doktorskich w latach 2017-2024.

Przedstawiony autoreferat jest obszerny, rzeczowy i dobrze napisany. Autor nie
ogranicza si¢ do suchego zestawienia wynikéw, lecz przedstawia motywacje, tto ma-
tematyczne oraz logiczny rozwo6j badanej problematyki. Dzicki temu czytelnik moze
przesledzi¢ zaréwno znaczenie rozwazanych probleméw, jak i miejsce uzyskanych rezul-
tatow w szerszym kontekscie teorii réwnan rézniczkowych czastkowych z pochodnymi
utamkowymi. W mojej opinii §wiadczy to o duzej dojrzatosci naukowej autora. Naj-
wyzej oceniam wyniki z prac [H5] i [H6]|, gdzie nowe techniki zostaly zaprezentowane i
uzyskano najcickawsze wyniki.



Uwazam, ze rozprawa przedstawiona przez Pana dra Adama Kubice jest interesu-
jaca i dotyczy aktualnego oraz intensywnie rozwijanego obszaru wspotczesnej analizy.
Szczegdlnie wysoko oceniam spdjnosé tematyczna cyklu, dobre osadzenie rozwazanych
probleméw w kontekscie matematycznym i aplikacyjnym, a takze techniczna dojrzalosé
uzyskanych wynikéw. Habilitant wykazal, ze potrafi rozwija¢ nowoczesng tematyke ba-
dawcza, uzyskiwaé¢ wartosciowe rezultaty i publikowaé¢ je w dobrych i bardzo dobrych
czasopismach miedzynarodowych.

Stwierdzam, ze osiggniecia naukowe przedstawione w rozprawie habilitacyjnej oraz
pozostaly dorobek naukowy dra Adama Kubicy sa na wysokim poziomie i w pelni
spelniajg wymagania stawiane kandydatom do stopnia doktora habilitowanego.

Wnosze o dopuszczenie Pana dra Adama Kubicy do dalszych etapéw postepowania
habilitacyjnego.

g azvasTQ.) mcg[ envsCe

Jarostaw Mederski
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1 Sylwetka habilitanta

Pan dr Adam Kubica pracuje jako adiunkt na Wydziale Matematyki i Nauk Informa-
cyjnych Politechniki Warszawskiej. W tej jednostce, w 2009 roku, obronit doktorat (z
wyréznieniem) pod kierunkiem prof. Piotra Rybki. Tytul rozprawy: Modelowe zagadnie-
nia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych. Wczedniej, niedtugo po uzyskaniu
dyplomu magisterskiego, pracowat réwniez przez p6t roku jako asystent w Instytucie
Matematyki PAN.

2 Omoéwienie osiagnieé wlaczonych do habilitacji

Habilitant jako swoje osiggniecie habilitacyjne przedstawit cykl szedciu prac, powia-
zanych tytutem ,Rozwigzania réwnar utamkowej dyfuzji”. Prace te zostaly opubliko-
wane w dobrych, a nawet bardzo dobrych czasopismach matematycznych. Na szcze-
gblng uwage zastuguje artykut opublikowany w Mathematische Annalen. Wszystkie
prace sa wspotautorskie, a stosowne o$wiadczenia zostaly dotagczone do wniosku.
Wkiad habilitanta w powstanie tych artykuléw mozna oceni¢ jako réwny lub nie-
znacznie dominujacy (o ile taka ocena ma sens w matematyce). Niemniej jednak cykl
przedstawionych prac wyglada bardzo solidnie. Przejde teraz do szczegétowego opisu
osiggnie¢ pod katem znaczenia w matematyce.

Czeécig wsp6lng dorobku habilitanta jest rownanie ewolucyjne dla u = u(x,t)
postaci

du=Lu+f, xcQcRY, te(0,T), oac(01), (1)

gdzie L jest liniowym operatorem eliptycznym dzialajgcym w zmiennej przestrzennej,
a f jest funkcjg Zrédta. Najwazniejszym skiadnikiem tego réwnania jest pochodna
utamkowa typu Caputo, zdefiniowana dla dowolnej funkcji y € AC([0, T]) przez

t
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Zauwazmy, ze operator ten zawiera w sobie zaréwno elementy rézniczkowania, jak i
calkowania w czasie, co czyni go operatorem nielokalnym - bierze pod uwage catq hi-
storie procesu. Jest to istotne i niebanalne uogoélnienie klasycznej pochodnej catkowitej,
majace jednoczesdnie solidne motywacje fizyczne (habilitant w autoreferacie przedsta-
wia przyjemny kontekst réwnarn dyfuzji anomalnej). Dlatego tez uwazam, Ze Scisle
rozwazania dotyczgce réwnan postaci (1) s3 w pelni uzasadnione i wazne dla rozwoju
matematyki.

W pracy [H1] rozwazane jest pewne uproszczone zagadnienie typu Stefana (gra-
nica miedzy fazami jest dana z géry) dla badanego réwnania utamkowej dyfuzji w
jednym wymiarze przy stalych wspoétczynnikach. Pomimo uproszczen zadanie pozo-
staje wysoce nietrywialne i istotne dla zrozumienia zachowania si¢ frontu przemiany
fazowej. Gtéwnym wynikiem pracy jest konstrukcja stabego rozwigzania badanego
zagadnienia. Zadanie to wigze sie z szeregiem trudnych probleméw: m.in. z uwagi na
niecylindryczny obszar oraz nielokalno$¢ operatora Caputo. Pokonanie tych trudnosci
wymagato opracowania odpowiedniej, nowej techniki dowodowej, nieopierajacej sie
wylgcznie na klasycznych pomystach stosowanych dla réwnan lokalnych. W szcze-
gblnosci autor stosuje polaczenie regularyzacji Yosidy oraz metody Galerkina, aby
skonstruowa¢ stabe rozwigzanie. Najwieksza trudnoscig na tym etapie jest otrzyma-
nie oszacowan a priori na rozwigzanie. Jednym z ciekawszych wynikéw posrednich,
zaslugujacych na szczeg6lng uwage, jest uogdlnienie elementarnej réwnosci

1d, o dy
ZE(U(’E) ) =y(t) e

na przypadek ulamkowy z wystepujacym wyrazeniem u - 9{u. Jest to kluczowy re-
zultat potrzebny do uzyskania oszacowari od dotu na wspomniany iloczyn; trudnos¢
polega na wspdtistnieniu operatora nielokalnego i wartosci funkgcji (ktéra jest lokalna).
Zastosowane techniki prowadza do gléwnego twierdzenia o istnieniu w pracy [H1].
Szczegolnie cenne jest przy tym zaltozenie jedynie stosunkowo stabej regularnosci wa-
runkéw brzegowych i poczatkowych.

W pracy [H2] habilitant wraz ze wspélautorem bada dalsze niuanse réwnan z
pochodnymi Caputo na obszarach parabolicznych przy operatorze L o zmiennych
wspotczynnikach w wielu wymiarach:

ofu =Lu+f, (x,t) € Q x (0, T),
u =0, na 0Q x (0, T),
u(x,0) =uwo(x), xe€ Q.

Techniki wypracowane w [H1] zostajg tutaj rozwiniete i zastosowane do uzyskania
mocnego wyniku o istnieniu i jednoznacznosci dla powyzszego zagadnienia. W szcze-
golnosci habilitant pokazuje, ze stabe rozwiazanie istnieje w W*(ug; H}(Q), [*(Q)),
gdzie, jak zwykle w jego pracach, zaklada sie bardzo stabe wymagania co do regular-
nosci wspoétczynnikéw. Ponownie wykorzystane sg oszacowania od dotu na iloczyn
pochodnej Caputo i wartosci funkcji, metoda Galerkina oraz twierdzenie Banacha. Co
ciekawe, gdy o > 1/2rozwigzanie okazuje si¢ by¢ cigglte azdo t = 0 wlgczniei wéwczas
mozna rozumie¢ warunek poczatkowy w sensie klasycznym. Nie jest to oczywiste dla
réwnan utamkowych, co autor ilustruje w autoreferacie kilkoma przyktadami. Kolej-
nym waznym wynikiem [H2] jest twierdzenie o podnoszeniu regularnoéci rozwigzan,

2



gdy wspoélczynniki sa odpowiednio gladkie. Obecnosé operatora nielokalnego zna-
czgco komplikuje rozumowanie i wymaga niestandardowych podejs¢. W mojej opinii
wyniki pracy [H2] sg jednymi z fundamentalnych rezultatéw w teorii réwnan réznicz-
kowych czgstkowych z pochodng Caputo. Od dtuzszego czasu srodowisko oczekiwato
Scistych i optymalnych twierdzeri dotyczacych istnienia, jednoznacznosci i regularnosci
rozwigzan tych zagadnien.

Prace [H3], [H4] i [H6] dotycza réwnan z pochodng Caputo o tzw. rozproszonym
rzedzie (ang. distributed order), tj.

1
3 u(t) =J Dou(t) (o) des, @)
0
gdzie p jest zadang waga (gestoscig) okreslajgcg udzial poszczegélnych rzedéw po-
chodnej utamkowej. Rozwazanie takich operatoréw ma sens fizyczny — zwykle trudno
jest eksperymentalnie ustali¢ dokladnie jeden staly rzad «, a naturalniejsze jest przyje-
cie pewnego rozktadu p. W pracy [H3] zawarto wyniki dotyczgce réwnania parabolicz-
nego z operatorem rozproszonym: gléwnym rezultatem jest eleganckie twierdzenie o
istnieniu i jednoznacznosci (oraz kilka wynikéw regularnosciowych). Jak w pracach
[H1]1i[H2], wypracowana metoda dowodowa okazuje si¢ bardzo ogélna i moze by¢ za-
stosowana do réwnan z operatorami rozproszonymi. Istotng czescig pracy bylo ustale-
nie warunkéw na rozktad p, gwarantujacych dobrze postawione zagadnienie. Okazuje
sie, ze zalozenia sg bardzo stabe:

wel'(0,1), p>0, u#o0. (3)

Ma to zwiazek z teorig jader klasy PC, ktérg habilitant z powodzeniem stosuje w
rozwazaniach.

W artykule [H4] habilitant bada tempo zaniku rozwigza réwnania (2) dla duzych
czaséw. Wiadomo, ze w przypadku klasycznej dyfuzji rozwigzania na ograniczonych
dziedzinach zanikajg wykladniczo szybko, a niedawne prace wskazywaly, ze dyfuzja
anomalna czesto daje potegowe tempo zaniku. Naturalne bylo pytanie, jak wyglada
to dla rozproszonego rzedu. Habilitant wraz z K. Ryszewska wykazali (przy znacznie
stabszych zatoZeniach niz w wczedniejszych pracach), ze: jesli noénik u dochodzi do
zera, to zanik moze by¢ logarytmiczny; w przeciwnym wypadku zanik ma charakter
potegowy. W obu przypadkach zanik jest relatywnie powolny. Intuicja jest taka, ze gdy
no$nik p zawiera bardzo mate rzedy, ich wkiad kumuluje efekt powolnego (logaryt-
micznego) zaniku (mate « — wolna dynamika). Najwazniejszym rezultatem autoréw
jest uzyskanie optymalnych oszacowarn na norme rozwigzania przy zalozeniach (3).
Ponadto rozwazane réwnanie byto bardzo ogdélne - autorzy poradzili sobie réwniez z
sytuacjg, gdy wspoélczynniki operatora eliptycznego zalezg od czasu, co zwykle gene-
ruje dodatkowe trudnosci.

W pracy [H6] habilitant wraz ze wspoétautorami rozwaza bardzo ogélne réwnania
ewolucyjne: operator eliptyczny spelnia jedynie zaloZenia o ograniczono$ci wspot-
czynnikéw, natomiast ewolucja w czasie jest opisywana przez (2), gdzie miara odpo-
wiadajgca u moze zawiera¢ atomy Diraca. Z punktu widzenia zastosowan oznacza
to, ze pewne rzedy pochodnej Caputo moga by¢ dominujace, podczas gdy dla innych
znamy jedynie przedziat ich wystepowania. To uogdlnienie powoduje szereg trudno-
Sci, z ktérych gtéwna to brak odpowiedniego skalowania (ogélna posta¢ miary nie
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posiada przyjemnej symetrii). Wymaga to podejscia odmiennego od standardowych
technik literaturowych i prowadzi przez dowdéd stabej nieréwnosci typu Harnacka dla
rozwigzar, a nastepnie przez pokazanie ich CP-ciggtosci Holdera. Habilitant stusznie
zauwaza, ze (klasyczna) nieréwno$¢ Harnacka nie zachodzi dla dyfuzji z pochodng
Caputo w wymiarach wigkszychniz 1 (wynik dotyczacy pochodnej rozproszonej zostat
udowodniony przez K. Ryszewska i R. Zachera). Praca [H6] jest bardzo interesujaca,
ztozona i zawiera wyniki wysoce nietrywialne - artykut liczy okoto 80 stron i ukazat
sie w Mathematische Annalen, co $wiadczy o duzym kunszcie technicznym, bogatym
warsztacie oraz doglebnym rozumieniu literatury przez habilitanta.

Na koniec wréce do krétkiego oméwienia pracy [H5], w ktérej habilitant ponownie
bada utamkowe zagadnienie Stefana. Szczegdélnie spodobato mi sie podejscie autoréw,
ktére wniosto nowy model do literatury. Jak autor pokazuje, we wstepnych badaniach
nielokalnego zagadnienia Stefana wystepowaly trudnos$ci z wykazaniem wyzszej re-
gularnosci rozwigzan. Skltonito to habilitanta do préby wyprowadzenia modelu w
sposob Scisly z podstaw fizycznych. Doprowadzito to do kilku istotnych modyfikacji
modelu, ktére nastepnie zostaly potwierdzone przez innych badaczy. Dodatkowo w
[H5] zbadano wtasnosci oraz istnienie rozwigzan samopodobnych otrzymanego mo-
delu Stefana. Brak spodziewanej (i naturalnej) regularnosci rozwigzania doprowadzit
autora do ciekawych nowych rozwazan i modeli - wszystko otrzymane w sposéb ma-
tematycznie Scisty.

Podsumowujgc mojg opini¢ o wynikach osiggniecia habilitacyjnego dra Adama
Kubicy, chcialbym wymieni¢ nastepujgce punkty.

1. Przede wszystkim uwazam, ze wyniki otrzymane przez habilitanta sg trudne,
istotne i potrzebne w obszarze badan réwnan parabolicznych z nielokalnymi ope-
ratorami w czasie. Dlugo zanim otrzymatem powolanie do napisania tej recenz;ji,
znalem wiele prac dra Kubicy, poniewaz byly one przydatne przy uzyskiwaniu
moich wlasnych rezultatéw.

2. Wyniki habilitanta dotyczgce istnienia i jednoznacznosci stanowig wazny fun-
dament literatury dotyczacej liniowego réwnania subdyfuzji - to nie sg wyniki
przyczynkowe.

3. Jako$¢ otrzymanych rezultatéw jest bardzo wysoka. Niektére z nich wymagaty
duzej sprawnodci technicznej, doktadnosci, znajomosci literatury oraz cierpliwo-
Sci.

Bioragc pod uwage powyzsze uwagi, oceniam osiggniecie habilitacyjne dra Adama
Kubicy bardzo wysoko.

3 Omoéwienie pozostalych osiggnie¢

3.1 Badania naukowe

Baza Scopus podaje 19 opublikowanych prac, cytowanych facznie niemal 250 razy.
Uwazam, ze liczbowo jest to jak najbardziej wystarczajace dla kandydata do habilitacji
w matematyce. Autor publikuje w czasopismach o duzym prestizu. Na szczeg6lng
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uwage zastuguje wydana wspdlnie z K. Ryszewska oraz M. Yamamoto monografia
Time-Fractional Differential Equations, zawierajaca fundamentalne ujecie teorii réwnan z
utamkowymi pochodnymi. Taka monografia jest potrzebna w literaturze, gdyz wiele
dostepnych pozycji nie wykazuje tej samej dozy Scistosci czy podejécia z analizy funk-
cjonalnej. Sadze, ze ta pozycja trwale wpisze sie w zestaw wartoSciowych Zrédet przed-
miotu.

Nie bede szczegdétowo opisywat pozostatych prac pana dra Kubicy, a zaznacze je-
dynie ich tematyke. W dorobku wyodrebni¢ mozna trzy giéwne obszary dziatalno$ci.
Pierwszy to analiza réwnan z pochodnymi utamkowymi. Oprécz wymienionej mo-
nografii, habilitant jest autorem pracy, w ktérej bardzo szczegétowo charakteryzuje
przestrzen obrazu catki utamkowej dzialajacej na L?. Kolejnym obszarem jest mecha-
nika plynéw, gdzie bada warunkowa regularno$¢ rozwigzan réwnarn Naviera-Stokesa
(w pracach z M. Pokornym oraz W. Zajaczkowskim) oraz zagadnienia zwigzane z tur-
bulencja w kontekscie teorii Kolmogorowa (ze swoim doktorantem P. Kosewskim).
Ponadto habilitant opublikowatl wyniki pochodzace zaréwno z pracy magisterskiej
(réwnanie Poissona na obszarach wielokatnych), jak i z pracy doktorskiej (réwnania
czastkowe w przestrzeniach wagowych). Swiadczy to o tym, ze od poczatku swojej
kariery prowadzil badania na wysokim poziomie i w aktualnych tematach. Pozostaty
dorobek habilitanta oceniam réwniez bardzo dobrze.

3.2 Pozostala dzialalnosé

Z uwagi na wymoég ustawowy moéwiacy o ,,istotnej aktywnosci naukowej realizowanej
w wiecej niz jednej uczelni”, omoéwie wspodtprace habilitanta z matematykami z innych
o$rodkéw. Pan dr Kubica wielokrotnie odwiedzat M. Yamamoto oraz Y. Gige w To-
kio - efektem tych podrézy sa wazne prace opublikowane wspdlnie z nimi. Pozostale
wizyty naukowe odbyly sie w Pradze (wspétpraca z M. Pokornym) oraz w Pittsbur-
ghu (wspdlpraca z G. Galdi). Sg to osrodki najwyzszej klasy, a wspoétpraca z nimi z
pewnoscig przyczynita sie do rozwoju umiejetnosci habilitanta. Oczywiscie nie kazdy
mialby okazje pracowa¢ z takimi matematykami, co $wiadczy korzystnie o habilitancie.
Pan dr Kubica regularnie prezentuje swoje rezultaty na miedzynarodowych konferen-
gjach - podczas ICIAM w Walengji organizowat takze minisympozjum. Uwazam, ze
ustawowy wymog aktywnosci na innych uczelniach jest spelniony.

Posiadanie habilitacji - czyli uzyskanie uprawniefi do prowadzenia samodzielnej
dziatalno$ci naukowej - wigze sie m.in. z mozliwoscig prowadzenia przewodéw dok-
torskich. Habilitant udowodnil, Ze sprosta temu zadaniu. Dotychczas byt promoto-
rem pomocniczym w trzech przewodach, z czego dwa zakoriczyly sie obrong. Warto
podkresli¢, ze jego pierwsza doktorantka byta K. Ryszewska, z ktérg habilitant stale
wspotpracuje. Bioragc pod uwage jakos¢ uzyskanych wynikéw, jestem przekonany, ze
habilitant jest znakomicie przygotowany do prowadzenia doktorantéw oraz wytycza-
nia nowych i waznych kierunkéw badan.

Na koniec tej czesci chcialbym pozytywnie oceni¢ dzialalno$¢ dydaktyczng habili-
tanta oraz jego udziat w grantach (dotychczas gléwnie jako wykonawca; mam nadzieje,
ze w przyszlosci uzyska finansowanie jako kierownik projektu).



4 Konkluzja

Biorac pod uwage wkiad habilitanta w rozw6j dziedziny jaka sg nielokalne réwnania
rézniczkowe oraz pozostate dokonania autora uznaje, Zze zadecydowanie spelnia on
wymogi stawiane kandydatom do stopnia doktora habilitowanego. W szczeg6lnosci
uwazam, ze pan dr Adam Kubica spetnia wymagania podane w art. 219 ust. 1,21 3
ustawy z dn. 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021 r.
poz. 478 z p6zn. zm.). Wnioskuje zatem o dopuszczenie pana dra Adama Kubicy do
dalszych etapéw postepowania o nadanie stopnia doktora habilitowanego.

dr hab. inz. Lukasz Plociniczak, prof. PWr



