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Rozwi¡zania równa« uªamkowej dyfuzji

Wnioskuj¦ � na podstawie art. 221 ust. 10 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie
wy»szym i nauce � aby komisja habilitacyjna podejmowaªa uchwaª¦ w sprawie nadania stopnia
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221 oraz art. 232 � 240 ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku - Prawo o szkolnictwie wy»szym i na-
uce, w celu przeprowadzenie post¦powania o nadanie stopnia doktora habilitowanego oraz realizacji
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informacja na temat przetwarzania danych osobowych w post¦powaniu dost¦pna jest na stronie
www.rdn.gov.pl/klauzula-informacyjna-rodo.html
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Omówienie rozprawy:

Rozwi¡zania równa« uªamkowej dyfuzji

Wprowadzenie

Inspiracj¡ do podj¦cia bada« nad zagadnieniami zawieraj¡cymi uªamkowe pochodne
byªa wizyta prof. V. Vollera, in»yniera z Uniwersytetu Minnesoty, zaproszonego przez
prof. Piotra Rybk¦ na Wydziaª MIM UW w 2015 roku. Profesor Voller od wielu lat
zajmowaª si¦ zagadnieniem transportu energii cieplnej w niejednorodnych o±rodkach,
badaj¡c zjawisko nietypowej dyfuzji (anomalous di�usion), które mo»e by¢ zaobserwo-
wane np. w zagadnieniach topnienia. Aby przedstawi¢ dokªadniej zagadnienie niety-
powej dyfuzji zacznijmy od rozwa»enia �typowej� dyfuzji (normal di�usion), w której
strumie« ciepªa w o±rodku Ω jest proporcjonalny do minus gradientu temperatury, tj.

q(x, t) = −c∇T (x, t), (1)

zwanym prawem Fouriera lub ogólniej, I prawem Ficka. Ograniczmy si¦ do przypadku
jednowymiarowego, przyjmuj¡c c = 1, czyli

q(x, t) = −Tx(x, t), gdzie x ∈ Ω ⊆ R. (2)

Niech V = (a, b) b¦dzie przedziaªem. Przyjmuj¡c zasad¦ zachowania energii cieplnej
wnioskujemy, »e zmiana temperatury w przedziale V jest równa ró»nicy strumieni na
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brzegu V , tj.
d

dt

∫
V

T (x, t)dx = q(a, t)− q(b, t). (3)

Podstawiaj¡c (2) do powy»szej równo±ci, po zastosowaniu podstawowego twierdzenia
rachunku caªkowego otrzymujemy równanie przewodnictwa ciepªa

Tt(x, t)− Txx(x, t) = 0 w Ω.

Zaªó»my, »e Ω jest obszarem wypeªnionym wod¡, a z prawej strony (jeste±my w 1D)
granic¦ Ω stanowi lód, w którym przyjmujemy staª¡, zerow¡ temperatur¦. Wtedy, na
skutek ciepªa zawartego w wodzie, lód b¦dzie ulegaª przemianie fazowej, ze staªej w
ciekª¡. Zatem topnienie lodu powoduje, »e obszar Ω b¦dzie si¦ zmieniaª w czasie, tj.
Ω = Ω(t). Jest to przykªad zagadnienia ze swobodn¡ powierzchni¡, zwanym klasycz-
nym, jednofazowym zagadnieniem Stefana. Oznaczmy poªo»enie granicy woda/lód jako
funkcj¦ od czasu x = s(t). Korzystaj¡c z zasady zachowania energii uwzgl¦dniaj¡cej cie-
pªo utajone zwi¡zane z przemian¡ fazow¡, po odcaªkowaniu przez cz¦±ci, otrzymujemy
tzw. warunek Stefana

d

dt
s(t) = −Tx(s(t), t). (4)

Dodaj¡c warunki brzegowe i pocz¡tkowe otrzymujemy klasyczne, jednofazowe zagad-
nienie Stefana

Tt(x, t)− Txx(x, t) = 0 w Qs

Tx(0, t) = −h(t) dla t > 0
T (s(t), t) = 0 dla t > 0
T (x, 0) = u0(x) dla x ∈ (0, b)

d
dt
s(t) = −Tx(s(t), t) dla t > 0
s(0) = b

, (5)

gdzie dane s¡ nieujemne funkcje u0, h i b > 0, natomiast Qs oznacza zbiór {(x, t) :
t > 0, 0 < x < s(t)}. Zatem niewiadomymi w zagadnieniu Stefana s¡ funkcja tempe-
ratury T (x, t) i brzeg swobodnej powierzchni opisany funkcj¡ s(t). Istnienie rozwi¡za«
zagadnienia (5) jest dobrze znane (np. [2], [33], [12]). Ponadto, cech¡ charakterystyczn¡
rozwi¡za« (5) jest to, i» tzw. ±rednie kwadratowe przemieszczenie (ang. mean squared
displacement ozn. MSD) jest liniowe wzgl¦dem czasu. Ta wªasno±¢ jest de�niuj¡ca dla

typowej/normalnej dyfuzji. W szczególno±ci, s(t) jest proporcjonalne do t
1
2 ([46]). Jed-

nak»e, w niektórych eksperymentach �zycznych obserwujemy odmienn¡ dynamik¦, np.
w przypadku przyrostu warstwy szronu granica styku ró»nych faz s(t) jest proporcjo-
nalna do t0,655 ([37]). Wi¦cej przykªadów, gdy s(t) ≈ ta dla a ∈ (0, 1

2
) (przypadek tzw.

poddyfuzji (sub-di�sion)) lub s(t) ≈ ta dla a > 1
2
) (przypadek tzw. naddyfuzji (super-

di�sion)) mo»na znale¹¢ w pracach [36], [45]. Okoliczno±¢, i» s(t) ≈ ta dla a ̸= 1
2
,

a ogólniej, nieliniowo±¢ MSD, jest cech¡ de�niuj¡c¡ nietypow¡ dyfuzj¦ (anomalous dif-
fusion). Obserwujemy j¡ w przypadku dyfuzji w o±rodkach niejednorodnych. Zatem
zagadnienie typu (5) nie jest adekwatne do opisu zjawisk w wielu o±rodkach niejedno-
rodnych. Powstaje zatem pytanie: jak zmody�kowa¢ model, tak by opisywaª nietypow¡
dyfuzj¦ (anomalous di�usion)? W pracy [31] Metzler i Klafter wskazuj¡, i» rozszerzenie
zagadnie« poprzez wprowadzenie pochodnych uªamkowych pozwoli opisa¢ szersz¡ klas¦
zjawisk. Tym tropem pod¡»yª prof. V. Voller i zaproponowaª w pracy [46] nast¦puj¡cy
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model 

DαT (x, t)− Txx(x, t) = 0 w Qs

Tx(0, t) = −h(t) dla t > 0
T (s(t), t) = 0 dla t > 0
T (x, 0) = u0(x) dla x ∈ (0, b)
Dαs(t) = −Tx(s(t), t) dla t > 0

s(0) = b

, (6)

gdzie pochodne czasowe ukªadu (5) zostaªy zast¡pione uªamkowymi pochodnymi Ca-
puto rz¦du α ∈ (0, 1) wzgl¦dem czasu. Przy czym te ostatnie s¡ zde�niowane nast¦pu-
j¡co: wpierw okre±lamy caªk¦ uªamkow¡ Riemanna-Liouville'a

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ dla f ∈ L1(0, T ), (7)

nast¦pnie pochodn¡ Riemanna-Liouville'a (RL),

∂αf(t) =
d

dt
I1−αf(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

(t− τ)−αf(t)dτ, (8)

a w ko«cu pochodn¡ Caputo

Dαf(t) = ∂α[f(·)− f(0)](t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

(t− τ)−α[f(τ)− f(0)]dτ. (9)

Pokrótce skomentujmy powy»sze formuªy. Otó», caªka uªamkowa jest w istocie uªam-
kow¡ pot¦g¡ caªki, tj. dla operatora caªkowania

If(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ

mo»na zde�niowa¢ uªamkowe pot¦gi rz¦du α dla α > 0, a wtedy (I)α = Iα (patrz
[30]). Z kolei pochodna Riemanna-Liouville'a ∂α jest operatorem lewostronnie odwrot-
nym do Iα, tj. ∂αIα = id na L1(0, T ). Zatem dziedzin¡ ∂α jest obraz Iα, który, co
jest faktem znanym, jest zadany przy pomocy interpolacji zespolonej odpowiednich
przestrzeni (w przypadku przestrzeni L2 wynik ten, wraz ze wszystkimi niezb¦dnymi
faktami pomocniczymi, zostaª przedstawiony w [23]). W ko«cu, pochodna Caputo jest
pewn¡ �regularyzacj¡� pochodnej RL, okre±lon¡ tak, by Dα znikaªa na staªych funk-
cjach. Tutaj wskazanie dokªadnej klasy funkcji, dla której (9) jest dobrze zde�niowana,
nie jest trywialne, jednak»e, w wielu przypadkach wystarczy ograniczy¢ si¦ do klasy
funkcji absolutnie ci¡gªych, a wtedy formuªa (9) mo»e by¢ zapisana nast¦puj¡co

Dαf(t) = I1−αf ′(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−αf ′(τ)dτ dla f ∈ AC. (10)

Przejd¹my do omówienia prac [H1]-[H6].

Omówienie pracy [H1]

Praca [H1] stanowiªa pierwszy krok w badaniu zagadnienia (6). Inspiracj¡ tutaj byªo
podej±cie do zagadnienia (5) przedstawione w [2], które skªada si¦ z nast¦puj¡cych
kroków:
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(a) rozwi¡zanie (5)1�(5)4 w przypadku ustalonego s(t),

(b) uzasadnienie odpowiedniej regularno±ci rozwi¡za« (5)1�(5)4, w szczególno±ci ci¡-
gªo±ci a» do brzegu, by mo»liwe byªo zastosowanie sªabej i mocnej zasady maksi-
mum, a w ko«cu i lematu Hopfa,

(c) sformuªowanie zagadnienia na punkt staªy, którego rozwi¡zaniem jest swobodna
powierzchnia s(t).

Praca [H1] jest po±wi¦cona konstrukcji sªabych rozwi¡za« zagadnienia (6)1�(6)4 przy
ustalonym s(t), o którym zakªadamy, »e s′ ≥ 0. Na wst¦pie pojawiaj¡ si¦ tu nast¦puj¡ce
trudno±ci:

� obszar Qs nie jest cylindryczny

� pochodna Caputo DαT (x, t) uwzgl¦dnia warto±ci T (x, τ) dla τ < t (tzw. efekt
pami¦ci), ale jednocze±nie nie mo»emy �wyj±¢� poza

Qs,t = {(x, τ) : 0 < x < s(τ), 0 < τ < t}.

Zatem w tej sytuacji pochodn¡ Caputo de�niujemy nast¦puj¡co

Dα
s u(x, t) =


1

Γ(1−α)

∫ t

0
(t− τ)−αut(x, τ)dτ gdy x ≤ s(0)

1
Γ(1−α)

∫ t

s−1(x)
(t− τ)−αut(x, τ)dτ gdy x > s(0),

(11)

gdzie przyjmujemy, »e s−1(x) = max{t : s(t) = x} gdy x > s(0) i s−1(x) = 0 gdy
x ∈ [0, s(0)]. Analogicznie wprowadzamy caªk¦ uªamkow¡

Iαs u(x, t) =


1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1u(x, τ)dτ gdy x ≤ s(0)

1
Γ(α)

∫ t

s−1(x)
(t− τ)α−1u(x, τ)dτ gdy x > s(0).

(12)

Wtedy otrzymujemy posta¢ Dα
s u u»yteczn¡ w sªabym sformuªowaniu zagadnienia

Dα
s u(x, t) =

d

dt
I1−α
s [u(x, t)− ũ0(x)].

W przypadku pochodnych rz¦du caªkowitego, zagadnienia w obszarach niecylindrycz-
nych mo»na sprowadzi¢ stosown¡ zamian¡ zmiennych do zagadnienia w obszarze cy-
lindrycznym. Jednak»e w przypadku pochodnych rz¦du uªamkowego, taka redukcja nie
prowadzi do obiecuj¡cego zagadnienia i tym samym pomysª ten, od razu na wst¦pie,
zostaª zarzucony.

Konstrukcj¦ sªabych rozwi¡za« dla zagadnie« ewolucyjnych przedstawiª prof. R. Za-
cher w pracy [49]. W przypadku pochodnej RL opiera si¦ ona na regularyzacji ∂αu przy
pomocy aproksymacji Yosidy, mianowicie, zapisuj¡c ∂α w postaci

∂αf(t) =
d

dt
(k ∗ f)(t), k(t) =

1

Γ(1− α)
t−α,

gdzie

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ,
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wprowadza si¦ ci¡g nieujemnych, nierosn¡cych funkcji {kn} ⊆ W 1,1
loc ([0,∞)) taki, »e

kn → k w L1
loc([0,∞)) (kn okreslone s¡ warunkiem 1

n
kn + l ∗ kn = 1, gdzie l speªnia

k ∗ l = 1). Wtedy, je»eli dziedzin¦ operatora u 7→ Bu ≡ d
dt
(k ∗u) okre±lamy nast¦puj¡co

(str. 4 [49])
D(B) = {u ∈ L2(0, T ;H) : k ∗ u ∈ 0H

1(0, T ;H)},

gdzie H to przestrze« Hilberta, natomiast zero w dolnym indeksie 0H
1 oznacza zero-

wanie si¦ funkcji w zerze, to

Bnu = nB(n+B)−1u =
d

dt
(kn ∗ u) →

d

dt
(k ∗ u) w L2(0, T ;H). (13)

Taka regularyzacja zagadnienia umo»liwia zastosowanie ogólnej teorii zagadnie« ewo-
lucyjnych (patrz [35]), która po uzyskaniu stosownych oszacowa« a priori daje istnienie
sªabych rozwi¡za«. Jednak»e w przypadku pochodnej RL ∂α

s f := d
dt
I1−α
s f , liczonej w

obszarze niecylindrycznym, powy»sze j¡dro k zale»y równie» od x, co uniemo»liwia
zastosowanie podej±cia przedstawionego w [49].

Zatem praca [H1] jest prób¡ wypracowania stosowalnej metody dziaªaj¡cej w przy-
padku pochodnych uªamkowych typu Dα

s w obszarach niecylindrycznych. Zastosowano
tutaj metod¦ Galerkina, która standardowo skªada si¦ z trzech kroków:

(i) konstrukcji rozwi¡za« przybli»onych,

(ii) oszacowania a priori,

(iii) przej±cie do granicy w zagadnieniu przybli»onym.

Krok (ii) jest zazwyczaj kluczowy i od niego rozpocznijmy. Aby uzyska¢ odpowiednie
oszacowania, cz¦sto wystarcza testowa¢ badany ukªad potencjalnym rozwi¡zaniem. Tu-
taj konieczne b¦dzie oszacowanie od doªu odcaªkowanego wyra»enia Dα

s u(x, t) · u(x, t).
Przypomnijmy, »e w przypadku pochodnej rz¦du caªkowitego mamy oczywist¡ równo±¢
d
dt
u · u = 1

2
d
dt
|u|2, natomiast w wyra»eniu Dα

s u(x, t) · u(x, t) pierwszy czynnik zale»y od
warto±ci u(x, τ) dla τ ∈ (s−1(x), t), a drugi to tylko u(x, t). Ta wªasno±¢ czyni wspo-
mniane wy»ej oszacowanie od doªu nietrywialnym. Ponadto, determinuje ono pewn¡
regularno±¢ s(t) i klas¦ funkcji, dla której zachodzi. Mianowicie, przy zaªo»eniu »e

t 7→ t1−αs′(t) ∈ C([0, T ]) (14)

otrzymano nast¦puj¡cy lemat

Lemat 1 (Lemma 3.1 [H1]). Niech u b¦dzie ci¡gªe na Qs,T i takie, »e t1−αut ∈ C(Qs,T ).
Wtedy, dla ka»dego t ∈ (0, T ] zachodzi nast¦puj¡ce oszacowanie,

Dα∥u(·, t)∥2L2(0,s(t)) +
t−α

Γ(1− α)

∫ b

0

|u(x, t)− u(x, 0)|2dx

+
1

Γ(1− α)

∫ s(t)

b

[t− s−1(x)]−α|u(x, t)− u(x, s−1(x))|2dx

≤ 2

∫ s(t)

0

Dα
s u(x, t) · u(x, t)dx+

1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α|u(s(τ), τ)|2ṡ(τ)dτ. (15)
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Dowód lematu 3.1 [H1] pokazuje, i» w istocie mamy równo±¢. Ponadto, je»eli u speªnia
warunek typu (6)3, to z (15) otrzymujemy

I1−α∥u(·, t)∥2L2(0,s(t)) ≤ 2

∫ t

0

∫ s(τ)

0

Dα
s u(x, τ) · u(x, τ)dxdτ +

t1−α

Γ(α)Γ(1− α)
∥u0∥2L2(0,s(0)),

co jest kluczowym oszacowaniem w metodzie Galerkina (jest to odpowiednik oszaco-
wania z lematu 2.1 [49] w przypadku niecylindrycznego obszaru).

Zatem warunek t1−αut ∈ C(Qs,T ) determinuje klas¦ funkcji, do której powinno nale»e¢
rozwi¡zanie przybli»one. Dodatkow¡ trudno±ci¡ jest tu niecylindryczno±¢ obszaru Qs,T ,
której skutkiem jest zale»no±¢ funkcji bazowych w metodzie Galerkina od t. Natural-
nym wyborem funkcji bazowych {φn} dla ukªadu (6) (po ujednorodnieniu warunku
brzegowego typu Neumanna) jest rodzina funkcji wªasnych zdeterminowana zagadnie-
niem

−φn,xx(x, t) = λ2
n(t)φn(x, t), φn,x(0, t) = 0, φn(s(t), t) = 0.

Wtedy, dla ka»dego t ∈ [0, T ], rodzina {φn(·, t)}n∈N jest ukªadem ortogonalnym zupeª-
nym w L2(0, s(t)). Jej zale»no±¢ od t jest istotn¡ trudno±ci¡ w kolejnych krokach.

Rozwi¡zania przybli»onego zagadnienia (6)1�(6)4 poszukujemy w postaci

vm(x, t) =
m∑

n=0

cn,m(t)φn(x, t). (16)

Podstawiaj¡c (16) do stosownej wersji sªabej postaci zagadnienia (6)1�(6)4 otrzymu-
jemy ∫ t

0

(t− τ)−αc′m(τ)dτ +

∫ t

0

(t− τ)−αB(τ, t)c′m(τ)dτ

+

∫ t

0

(t− τ)−αD(τ, t)cm(τ)dτ + E(t)cm(t) = Gε(t), (17)

gdzie cm(t) = (c0,m(t), . . . , cm,m(t)) jest szukanym rozwi¡zaniem, a B,D i E s¡ pewnymi
funkcjami o warto±ciach macierzowych, przy czym

B(τ, t)n,k =

∫ s(τ)

0

φn(x, τ) [φk(x, t)− φk(x, τ)] dx dla 0 ≤ τ ≤ t ≤ T.

Poczynione zaªo»enia o s(t) (14) skutkuj¡ tym, i» dominuj¡cym wyra»eniem w (17) jest
to pierwsze. Zatem w celu rozwi¡zania (17) zapisujemy je w postaci

cm(t) = cm(0)− cα

∫ t

0

(t− τ)α−1

∫ τ

0

(τ − p)−αB(p, τ)c′m(p)dpdτ −
∫ t

0

ṡ(p)

s(p)
D̂cm(p)dp

−cα

∫ t

0

(t−τ)α−1

∫ τ

0

(τ−p)−αD̃(p, τ)cm(p)dpdτ−cα

∫ t

0

(t−τ)α−1E(τ)cm(τ)dτ+cαI
αGε(t),

(18)

gdzie B, D̂, D̃ i E s¡ pewnymi funkcjami o warto±ciach macierzowych. Tutaj zaczyna
si¦ zasadnicza matematyczna cz¦±¢ pracy [H1], w której dowodzimy istnienia rozwi¡za«
(18) w przestrzeni

X(T ) = {c ∈ C1((0, T ];Rm) : c(0) = cm(0), t1−αc′(t) ∈ C([0, T ];Rm)} (19)
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wyposa»onej w norm¦

∥c∥X(T ) = ∥c∥C([0,T ]) + ∥t1−αc′∥C([0,T ]).

Przyjrzyjmy si¦ tylko pierwszym wyra»eniom z (18)

(P1c)(t) := c(0)− cα

∫ t

0

(t− τ)α−1

∫ τ

0

(τ − p)−αB(p, τ)c′m(p)dpdτ

Istnienia rozwi¡za« (18) dowodzimy korzystaj¡c z twierdzenia Banacha o punkcie sta-
ªym. W tym celu nale»y uzasadni¢, »e P1 jest dobrze zde�niowane na X(T ), a na-
st¦pnie, i» jest kontrakcj¡. Obie wªasno±ci s¡, moim zdaniem, nietrywialne i zªo»one
rachunkowo. Cze±¢ z tych technicznych wyników zostaªa uzasadniona w dodatku do
pracy. Na uwag¦ zasªuguje Lemat A.4, który gwarantuje hölderowsk¡ ci¡gªo±¢ funk-
cji t 7→ t1−α(Iαf ′)(t) = t1−αD1−αf(t) ∈ C0,1−α([0, T ]), przy zaªo»eniu f ∈ AC[0, T ]
i t1−αf ′ ∈ L∞(0, T ). To kluczowa wªasno±¢ wykorzystywana w konstrukcji rozwi¡za«
przybli»onych.

Dalsza cz¦±¢ pracy jest ju» bardziej standardowa. Maj¡c zdeterminowane wspóªczyn-
niki cm równaniem (18) okre±lamy rozwi¡zanie przybli»one vm przez (16), a nast¦pnie
otrzymujemy oszacowania korzystaj¡c z (15). Oszacowania, otrzymane w odpowied-
nich przestrzeniach, pozwalaj¡ wybra¢ podci¡g sªabo zbie»ny, a przej±cie do granicy w
to»samo±ci de�niuj¡cej rozwi¡zania przybli»one prowadzi do zasadniczego twierdzenia
pracy [H1]:

Twierdzenie 1 (Tw. 1.1 [H1]). Zaªó»my, »e T > 0, α ∈ (0, 1) i s(t) jest ustalon¡
funkcj¡ tak¡, »e s′(t) ≥ 0 i s(t) speªnia (14). Niech f ∈ L2(Qs,T ), h ∈ C1([0, T ]) i
u0 ∈ L2(0, b), gdzie b > 0. Wtedy istnieje u(x, t) sªabe rozwi¡zanie zagadnienia

Dα
s u(x, t) = uxx(x, t) + f(x, t), gdy 0 < x < s(t), 0 < t < T,

−ux(0, t) = h(t), gdy 0 < t < T,
u(s(t), t) = 0, gdy 0 < t < T,
u(x, 0) = u0(x), gdy 0 < x < b = s(0),

(20)

czyli u, ux ∈ L2(Qs,T ) i u(x, t) speªnia nast¦puj¡c¡ to»samo±¢ caªkow¡

−
∫
Qs,T

I1−α
s [u(x, t)− ũ0(x)]φt(x, t)dxdt+

∫
Qs,T

ux(x, t)φx(x, t)dxdt

=

∫ T

0

h(t)φ(0, t)dt+

∫
Qs,T

f(x, t)φ(x, t)dxdt

dla ka»dej funkcji φ ∈ C1(Qs,T ) takiej, »e φ(x, T ) = 0 dla x ∈ [0, s(T )] i φ(s(t), t) = 0
dla t ∈ [0, T ].

Podsumowuj¡c, istotnymi elementami pracy [H1] s¡:

� zastosowanie metody Galerkina do obszaru niecylindrycznego i konstrukcja roz-
wi¡za« przybli»onych, istotnie powi¡zanych z regularno±ci¡ s(t),

� techniczny lemat A.4 gwarantuj¡cy hölderowsk¡ ci¡gªo±¢ funkcji t1−α(Iαf ′)(t),

� wprowadzenie przestrzeni X(T ), jako u»ytecznej w zagadnieniach z pochodn¡
uªamkow¡. Co istotne, rozwi¡zanie zagadnienia Stefana zostaªo wªa±nie skonstru-
owane w tej przestrzeni [19],
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� mody�kacja konstrukcji sªabych rozwi¡za«, polegaj¡ca na tym, i» zamiast regulary-
zowa¢ Dα aproksymacj¡ Yosidy, konstruujemy odpowiednio regularne rozwi¡zania
przybli»one, pozostawiaj¡c niezmienion¡ pochodn¡ uªamkow¡. Pomysª ten zostaª
wykorzystany w pracach [H2] i [H3].

Omówienie pracy [H2]

W zastosowaniach in»ynierskich pochodna Caputo jest cz¦±ciej stosowana ni» po-
chodna Riemanna-Liouville'a, przynajmniej z dwóch powodów: po pierwsze, pochodna
RL z funkcji staªych jest niezerowa (∂α1(t) = 1

Γ(1−α)
t−α), a po drugie: kªopotliwe jest

okre±lenie warunków pocz¡tkowych. Mianowicie, rozpatrzmy równanie ∂αw = g, gdzie
g ∈ L1(0, T ). Wtedy funkcje w = Iαg + btα−1 dla b ∈ R s¡ rozwi¡zaniami, ale dla
b ̸= 0 nie jest okre±lona warto±¢ w|t=0. Mo»na zamiast warto±ci w zerze rozpatry-
wa¢ granic¦ t1−αw|t=0 = b, ale nie jest to, w sensie in»ynierskim, warto±¢ mierzalna.
Z tego powodu w zastosowaniach pochodna RL jest zast¦powana pochodn¡ Caputo
Dαw(t) = ∂α[w(·)−w(0)](t), która nie ma powy»szych dwóch kªopotliwych wªasno±ci.

Skoro pochodna Caputo coraz szerzej znajduje zastosowanie w naukach in»ynierskich,
to warto rozwija¢ czysto matematyczn¡ teori¦ z jej uwzgl¦dnieniem. W pracy [H2]
rozwa»amy zagadnienie

Dαu = Lu+ f, (21)

gdzie L jest ogólnym operatorem jednostajnie eliptycznym, przy czym rozwi¡zanie ma
speªnia¢ zadany warunek pocz¡tkowy

u|t=0 = u0. (22)

Zatem naturalnym jest przyj¡¢, i»

Dαu = ∂α[u(·)− u|t=0] = ∂α[u(·)− u0],

i rozpatrywa¢ równanie
∂α[u(·)− u0] = Lu+ f. (23)

W pracy [49] (wniosek 4.1) pokazano, i» przy stosownych warunkach brzegowych, dla
ka»dego f ∈ L2 i dla ka»dego u0 ∈ L2 istnieje dokªadnie rozwi¡zanie (23). Rodzi si¦
tutaj pytanie: czy u|t=0 = u0? Autor w [49] pisze (str. 2): �u0 mo»e by¢ traktowane

jako warunek pocz¡tkowy, przynajmniej w sªabym sensie. Je»eli d
dt
(t−α ∗ [u(·)−u0]) jest

ci¡gªe, to u|t=0 = u0.� Jednak»e brak jest odpowiedzi, co w sytuacji, gdy to zaªo»e-
nie nie jest speªnione. Zauwa»my, »e f i u0 jednoznacznie determinuj¡ rozwi¡zanie u.
Zatem jaki jest zwi¡zek u|t=0 z f i u0? Te pytania byªy istotn¡ motywacj¡ do pod-
j¦cia rozwa»a« przedstawionych w pracy [H2]. Z drugiej strony mo»na zada¢ pytanie:
czy procedura konstrukcji sªabych rozwi¡za« przedstawiona w pracy [H1] umo»liwia
podnoszenie regularno±ci rozwi¡za«? Przypomnijmy, i» wci¡» otwarta jest kwestia re-
gularno±ci rozwi¡za« (6)1�(6)4. Zatem warto wpierw rozwa»y¢ te kwestie w przypadku
cylindrycznego obszaru, i temu po±wi¦cona jest praca [H2].

Omawianie pracy [H2] zacznijmy od przytoczenia uwagi (str. 280 [H2]) dotycz¡cej
0-wymiarowego zagadnienia. Mianowicie, rozwa»my uªamkowe równanie ró»niczkowe
(FODE)

Dαw(t) = f(t) dla t ∈ (0, T ), w|t=0 = a. (24)
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Mo»emy zapisa¢ powy»sze zagadnienie w postaci

∂α[w(·)− a](t) = f(t). (25)

Wtedy, np. dla α ∈ (1
4
, 1
2
) mo»emy dobra¢ f ∈ L2(0, T ) takie, »e ∂αf ̸∈ L2(0, T ) (np.

fβ(t) = tβ dla β ∈ (−1
2
,−α)), dla którego ka»de rozwi¡zanie (25) w klasie funkcji

caªkowalnych jest nieci¡gªe w zerze, mianowicie lim
t→0+

w(t) nie istnieje. W szczególno±ci

warunek w|t=0 = a nie jest speªniony, zatem lewa strona (25) nie jest pochodn¡ Caputo.
Na mocy wcze±niejszych uwag caªkowalne rozwi¡zanie (25) jest postaci w(t) = a +
btα−1 + Iαf(t), gdzie b ∈ R jest dowolne. Sªabe rozwi¡zania s¡ konstruowane w L2,
zatem koniecznie w tym przypadku b = 0. Nie zmienia to jednak faktu, »e dla f jak
powy»ej, granica lim

t→0+
w(t) = lim

t→0+
a+ Iαf(t) nie istnieje. Te trudno±ci skutkuj¡ dwoma

odmiennymi podej±ciami do pochodnej Caputo: pierwsze, klasyczne, (przedstawiane np.
w przez prof. M. Yamomoto w [22]) bazuj¡ce na (24), i sªabe, przedstawione np. w [49]
bazuj¡ce na (25). W pracy [H2] skªaniamy si¦ do tego ostatniego, szukaj¡c dodatkowych
warunków na f , takich by rozwi¡zania (25) speªniaªy (24).

Zwró¢my uwag¦ na jeszcze jeden nowy aspekt zwi¡zany z pochodnymi uªamkowymi.
Zapiszmy (25) w postaci

∂αw(t)− a∂α1(t) = f(t),

czyli
Γ(1− α)tα∂αw(t)− a = Γ(1− α)tαf(t).

Mamy trzy mo»liwo±ci: granica prawej strony, przy t → 0+, jest zerowa, niezerowa lub
nie istnieje. Wtedy odpowiednio, granica tα∂αw(t): zale»y tylko od a, zale»y równie» od
zachowania f(t) w otoczeniu zera lub nie istnieje (z tym ostatnim przypadkiem mamy
do czynienia dla powy»szego fβ). To zupeªnie odmienna sytuacja od tej, z któr¡ mamy
do czynienia z przypadku klasycznych zagadnie«.

W pracy [H2] pokazujemy, »e przy pewnych dodatkowych warunkach naªo»onych na
f , sªabe rozwi¡zania (21) speªniaj¡, w pewnym sensie, warunek u|t=0 = u0. Zanim
przejdziemy do omówienia tego wyniku, przedstawmy konstrukcj¦ sªabych rozwi¡za«,
bazuj¡c¡ na ideach zawartych w [H1].

Zaªó»my, »e T < ∞ i Ω ⊂ RN jest ograniczonym obszarem o gªadkim brzegu, N ≥ 2
i rozpatrujemy zagadnienie Dαu = Lu+ f w ΩT := Ω× (0, T ),

u|∂Ω = 0 dla t ∈ (0, T ),
u|t=0 = u0 w Ω,

(26)

gdzie

Lu(x, t) =
N∑

i,j=1

∂i(ai,j(x, t)∂ju(x, t)) +
N∑
j=1

bj(x, t)∂ju(x, t) + c(x, t)u(x, t), (27)

jest ogólnym operatorem eliptycznym. O L zakªadamy, »e jest jednostajnie eliptyczny,
tj. istniej¡ dodatnie staªe λ,Λ takie, »e

λ|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

ai,j(x, t)ξiξj ≤ Λ|ξ|2 dla ξ ∈ Rn, t ∈ [0, T ]. (28)
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Zde�niujmy za prof. R. Zacherem [49] przestrze«

Wα(u0, H
1
0 (Ω), L

2(Ω)) = {u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) : I1−α(u− u0) ∈ 0H

1(0, T ;H−1(Ω))},

gdzie zero w dolnym indeksie 0H
1 oznacza zerowanie si¦ funkcji dla t = 0. W pracy [49]

przedstawiono konstrukcj¦ sªabych rozwi¡za« opart¡ na aproksymacji Yosidy operatora

Dαu(x, t) =
d

dt
I1−α[u(x, ·)− u0(x)](t) (29)

i zastosowaniu teorii operatorów ewolucyjnych przedstawionej w [35]. Natomiast w
pracy [H2] otrzymujemy analogiczny rezultat, przy czym wykorzystujemy tutaj idee
zawarte w pracy [H1]. Mianowicie, operator (29) pozostawiamy niezmienionym, ale
rozwi¡za« przybli»onych poszukujemy w odpowiedniej przestrzeni. Otrzymali±my na-
st¦puj¡cy rezultat:

Twierdzenie 2 (Tw. 1.2, [H2]). Zaªó»my, »e α ∈ (0, 1), T > 0, u0 ∈ L2(Ω) i
f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Niech zachodzi (28) i dla pewnych p1, p2 ∈ [2, 2N

N−2
) mamy

b ∈ L∞(0, T ;L
2p1
p1−2 (Ω)), c ∈ L∞(0, T ;L

p2
p2−2 (Ω)). Wtedy istnieje dokªadnie jedno sªabe

rozwi¡zanie u ∈ Wα(u0, H
1
0 (Ω), L

2(Ω)) zagadnienia (26), tj. u speªnia nast¦puj¡c¡ to»-
samo±¢ caªkow¡

d

dt

∫
Ω

I1−α[u(x, t)− u0(x)]φ(x)dx+
N∑

i,j=1

∫
Ω

ai,j(x, t)∂ju(x, t)∂iφ(x)dx

=
N∑
j=1

∫
Ω

bj(x, t)∂ju(x, t)φ(x)dx+

∫
Ω

c(x, t)u(x, t)φ(x)dx+ ⟨f(t), φ⟩

dla wszystkich φ ∈ H1
0 (Ω) i p.w. t ∈ (0, T ).

Ponadto, u speªnia oszacowanie

∥I1−α(u− u0)∥H1(0,T ;H−1(Ω)) + ∥u∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ∥u∥

H
α
2 (0,T ;L2(Ω))

≤ C
(
∥u0∥L2(Ω) + ∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))

)
,

gdzie C zale»y tylko od α, µ, λ, T ∥b∥
L∞(0,T ;L

2p1
p1−2 (Ω))

, ∥c∥
L∞(0,T ;L

p2
p2−2 (Ω))

.

W ko«cu, je»eli α > 1
2
, to u ∈ C([0, T ];H−1(Ω)) i u|t=0 = u0.

Dowód powy»szego twierdzenia jest oparty na metodzie Galerkina. Pierwszym krokiem
jest konstrukcja rozwi¡za« przybli»onych, których poszukujemy w postaci

un(x, t) =
n∑

k=1

cn,k(t)φk(x), (30)

gdzie {φn(x)}n∈N tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ L2(Ω) i s¡ okre±lone jako wektory wªasne
zagadnienia −∆φn = λnφn w Ω i φn|∂Ω = 0. Nast¦pnym krokiem jest zregularyzowanie,
po czasie, operatora L i prawej strony f (o wspóªczynnikach ai,j zakªadamy tylko, »e
s¡ istotnie ograniczone). Podstawiaj¡c (30) do zregularyzowanego zagadnienia{

Dαun = Lnun + fn w ΩT

u|t=0 = un
0 w Ω,

(31)

11



otrzymujemy ukªad determinuj¡cy wspóªczynniki cn,k(t), który mo»na zapisa¢ w postaci

cn(t) = cn,0 + Iα(Ãncn) + IαF n(t) (32)

dla pewnej funkcji Ãn(t) o warto±ciach macierzowych. Rozwi¡za« (32) poszukujemy w
przestrzeni

X(T ) = {c ∈ C1((0, T ];Rn) : c(0) = c0,n, t1−αc′(t) ∈ C([0, T ];Rn)} (33)

wyposa»onej w norm¦ ∥c∥X(T ) = ∥c∥C[0,T ]+∥t1−αc′∥C[0,T ]. Istnienie rozwi¡za« (32) (Le-
mat 3.1 [H2]) jest wywnioskowane z twierdzenia Banacha o punkcie staªym i sprowadza
si¦ do elementarnego wykorzystania faktów i nierówno±ci z pracy [H1] (w szczególno±ci
Lematu A.4).

Maj¡c ju» zde�niowane rozwi¡zania przybli»one przechodzimy do oszacowa«. Tu-
taj ponownie bazujemy na ideach zawartych w pracy [H1] i otrzymujemy nast¦puj¡c¡
to»samo±¢ caªkow¡ (to analog oszacowania z lematu 2.1 [49])

Lemat 2 (Lem. 4.1 [H2]). Zaªó»my, »e w ∈ L2(ΩT ) i

w(x, ·) ∈ AC[0, T ] dla x ∈ Ω i t1−αwt ∈ L∞(ΩT ).

Wtedy

Dα∥w(·, t)∥2L2(Ω) +
α

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α−1

∫
Ω

|w(x, t)− w(x, τ)|2dxdτ

+
1

Γ(1− α)
t−α

∫
Ω

|w(x, t)− w(x, 0)|2dx = 2

∫
Ω

Dαw(x, t) · w(x, t)dx.

Nast¦pnie testujemy przybli»ony ukªad jego rozwi¡zaniem i dostajemy nierówno±¢

Dα∥un(·, t)∥2L2(Ω) +
λ

2
∥Dun(·, t)∥2L2(Ω) ≤ hn(t)∥un(·, t)∥2L2(Ω) +

1

λ
∥f 1

n
(·, t)∥2H−1(Ω), (34)

gdzie hn(t) jest pewn¡ funkcj¡ istotnie ograniczon¡ zale»n¡ od danych. Z (34) natych-
miast mamy

Dα∥un(·, t)∥2L2(Ω) ≤ hn(t)∥un(·, t)∥2L2(Ω) +
1

λ
∥f 1

n
(·, t)∥2H−1(Ω),

co na mocy pewnej wersji nierówno±ci typu Gronwalla daje oszacowanie prawej strony
(34). Nast¦pnie, po odcaªkowaniu (34) i wykorzystaniu wcze±niejszego lematu otrzy-
mujemy

Lemat 3 (Lem. 4.2 [H2]). Dla ka»dego t ∈ [0, T ] i n ∈ N, rozwi¡zanie przybli»one un

speªnia oszacowanie

I1−α∥un(·, t)∥2L2(Ω) +
α

Γ(1− α)

∫ t

0

∫ τ

0

(τ − s)−α−1∥un(·, τ)− un(·, s)∥2L2(Ω)dsdτ

+
1

Γ(1− α)

∫ t

0

τ−α∥un(·, τ)− un
0 (·)∥2L2(Ω)dτ + λ

∫ t

0

∥Dun(·, τ)∥2L2(Ω)dτ

≤ C0

(
∥u0∥2L2(Ω) +

∫ t

0

∥f(·, τ)∥2H−1(Ω)dτ + δn

)
, (35)

gdzie C0 zale»y od L i T , a δn → 0 jednostajnie wzgl¦dem t, gdy n → ∞.
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Powy»sze oszacowania gwarantuj¡ prezwarto±¢ ci¡gu un w odpowiednich sªabych topo-
logiach, co umo»liwia przej±cie do granicy w zagadnieniu przybli»onym i tym samym
otrzymujemy sªabe rozwi¡zanie zagadnienia (26).

Nast¦pnie, jednoznaczno±¢ sªabych rozwi¡za« jest oparta na stwierdzeniu otrzyma-
nym przez prof. M. Yamamoto.

Stwierdzenie 1 (Prop. 6.10 [H2]). Niech w ∈ AC[0, T ] i α ∈ (0, 1). Wtedy zachodzi
równo±¢ ∫ T

0

∂αw(t) · w(t)dt = α

4

∫ T

0

∫ T

0

|w(t)− w(τ)|2

|t− τ |1+α
dτdt

+
1

2

1

Γ(1− α)

∫ T

0

[(T − t)−α + t−α]|w(t)|2dt.

W szczególno±ci, dla t ∈ (0, T ) mamy nierówno±¢∫ t

0

∂αw(τ) · w(τ)dτ ≥ t−α

2Γ(1− α)

∫ t

0

|w(τ)|2dτ.

Wykorzystanie powy»szego, po osªabieniu zaªo»e« (wniosek 6.1 [H2]) daje jednoznacz-
no±¢ sªabych rozwi¡za«.

W ko«cu, ci¡gªo±¢ w chwili pocz¡tkowej i speªnianie warunku pocz¡tkowego przez sªabe
rozwi¡zanie wynika z nast¦puj¡cego stwierdzenia.

Stwierdzenie 2 (Stw. 6.7 [H2]). Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ unormowan¡, u ∈
L1(0, T ;X), p ∈ (1,∞) i d

dt
(I1−α[u − u0]) ∈ Lp(0, T ;X) i I1−α[u − u0](0) = 0. Je»eli

α ∈ (1
p
, 1], to u ∈ C([0, T ];X) i u(0) = u0.

Tym samym dowód twierdzenia 2 jest zako«czony.

Przejdziemy teraz do omówienia wyniku dotycz¡cego ci¡gªo±ci sªabych rozwi¡za« w
chwili pocz¡tkowej. Twierdzenie to jest uzasadnione w przypadku L = ∆, niemniej
wydaje si¦, »e po pokonaniu pewnych trudno±ci technicznych, dowód ten mo»e by¢
wykorzystany dla szerszej klasy operatorów. Zacznijmy od wprowadzenia oznacze«

H̄k =

{
w ∈ Hk(Ω) : ∆aw|∂Ω = 0 dla a = 0, 1, . . . ,

[
k − 1

2

]}
, (36)

natomiast
(
H̄k

)∗
oznacza przestrze« dualn¡ do H̄k. Otrzymali±my nast¦puj¡ce twier-

dzenie.

Twierdzenie 3 (Tw. 1.3 [H2]). Zaªó»my, »e u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) i u jest
sªabym rozwi¡zaniem (26) dla L = ∆ danym w twierdzeniu 2. Wtedy

� je»eli α > 1
2
, to I1−α[u − u0] ∈ 0H

1(0, T ;H−1(Ω)) i u ∈ C([0, T ];H−1(Ω)),
u|t=0 = u0,

� je»eli α = 1
2
i dodatkowo ∂

1
2f ∈ Lp(0, T ; (H̄3)∗) dla pewnego p ∈ (1, 2), to u−u0 =

I1−2α[u− u0] ∈ 0W
1,p(0, T ; (H̄3)∗) i u ∈ C([0, T ]; (H̄3)∗), u|t=0 = u0.

Je»eli α ∈ (0, 1
2
) i k ∈ N jest najmniejsz¡ liczb¡ tak¡, »e 1

2
≤ (k + 1)α < 1, to
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� je»eli 1
2
< (k + 1)α i dodatkowo ∂mαf ∈ L2

(
0, T ;

(
H̄2m+1

)∗)
dla m = 1, . . . , k, to

d
dt
I1−(k+1)α[u− u0] ∈ L2

(
0, T ;

(
H̄2k+1

)∗)
i u ∈ C

(
[0, T ];

(
H̄2k+1

)∗)
, u|t=0 = u0,

� je»eli 1
2
= (k + 1)α i dodatkowo ∂mαf ∈ L2

(
0, T ;

(
H̄2m+1

)∗)
dla m = 1, . . . , k,

∂(k+1)αf ∈ Lp
(
0, T ; (H̄2k+3)∗

)
dla pewnego p ∈ ( 2

1+2α
, 2), to I1−(k+1)α[u − u0] ∈

0W
1,p

(
0, T ;

(
H̄2k+1

)∗)
i u ∈ C

(
[0, T ];

(
H̄2k+1

)∗)
, u|t=0 = u0.

Dowód tego twierdzenia wymaga uzyskania dodatkowych oszacowa« podnosz¡cych re-
gularno±¢ po t. Jest to robione na poziomie rozwi¡za« przybli»onych w konstrukcji
sªabych rozwi¡za«. W skrócie, ide¦ tego argumentu mo»na przedstawi¢ tak: ró»nicz-
kujemy zagadnienie przybli»one (31) pochodn¡ RL rz¦du α i z lewej strony równania
otrzymujemy pochodn¡ Caputo rz¦du 2α. Je»eli 2α > 1

2
, to mo»emy skorzysta¢ ze

stwierdzenia 2, po wcze±niejszym oszacowaniu prawej strony zawieraj¡cej ∂αun (tu
korzystamy z oszacowa« dla sªabych rozwi¡za«). Je»eli 2α < 1

2
, to ponownie ró»nicz-

kujemy zagadnienie przybli»one (31) pochodn¡ RL rz¦du α i z lewej strony równania
otrzymujemy pochodn¡ Caputo rz¦du 3α. Je»eli 3α > 1

2
, to korzystamy ze stwierdze-

nia 2, a praw¡ stron¦ równania szacujemy korzystaj¡c z wcze±niejszego kroku. Proces
ten mo»emy kontynuowa¢, o ile odpowiednie zaªo»enia s¡ speªnione. Oczywi±cie wynik
ten jest daleki od optymalno±ci, ale zarysowana idea wydaje si¦ by¢ warta dalszych
bada«.

Ostatni wynik przedstawiony w pracy [H2] dotyczy istnienia regularnych rozwi¡za«
zagadnienia (26). Otrzymano nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie 4 (Tw. 1.4 [H2]). Zaªó»my, »e u0 ∈ H1
0 (Ω), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), (28)

zachodzi i maxi,j ∥∇ai,j∥L∞(ΩT ) < ∞, b ∈ L∞(0, T ;L
2p1
p1−2 (Ω)) dla pewnego p1 ∈ [2, 2N

N−2
)

i c ∈ L∞(0, T ;L
p2

p2−2 (Ω)) dla pewnego p2 ∈ [2, 4] ∩ [2, 2N
N−2

). Wtedy zagadnienie (26) ma

dokªadnie jedno rozwi¡zanie u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩H
α
2 (0, T ;H1

0 (Ω)) takie, »e I1−α[u−
u0] ∈ 0H

1(0, T ;L2(Ω)) i (26) zachodzi p.w., gdzie pochodna Caputo Dαu jest rozumiana
jako sªaba pochodna d

dt
I1−α[u− u0] i nast¦puj¡ce oszacowania zachodz¡

∥u∥L2(0,T ;H2(Ω)) + ∥u∥
H

α
2 (0,T ;H1

0 (Ω))
≤ C0(∥u0∥H1

0 (Ω) + ∥f∥L2(0,T ;L2(Ω))),

∥I1−α[u− u0]∥H1(0,T ;L2(Ω)) ≤ C0(∥u0∥H1
0 (Ω) + ∥f∥L2(0,T ;L2(Ω))),

gdzie C0 zale»y tylko od α, λ, µ, p1, p2, T , ∥∇ai,j∥L∞(ΩT ), staªej Poincaré'go Ω i C2-
regularno±ci ∂Ω i norm ∥b∥

L∞(0,T ;L
2p1
p1−2 (Ω))

, ∥c∥
L∞(0,T ;L

p2
p2−2 (Ω))

.

Ponadto, je»eli α > 1
2
, to u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) i u|t=0 = u0.

Dowód powy»szego twierdzenia opiera si¦ na uzyskaniu, w konstrukcji sªabych roz-
wi¡za«, dodatkowych oszacowa« w odpowiednich normach dla ci¡gu rozwi¡za« przy-
bli»onych. Rozumowanie przebiega tutaj w sposób analogiczny do tego w przypadku
klasycznego zagadnienia parabolicznego, tj. testujemy przybli»one zagadnienie Lapla-
sjanem jego rozwi¡zania, a lemat 2 stosujemy do gradientu rozwi¡zania.

Podsumowuj¡c, istotnymi elementami pracy [H2] s¡:

� zastosowanie w ogólnym przypadku metody konstrukcji sªabych rozwi¡za« wpro-
wadzonej w pracy [H1], (twierdzenie 2),
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� wyznaczenie pewnych warunków, przy których sªabe rozwi¡zania s¡ ci¡gªe w zerze
i speªniaj¡ warunek pocz¡tkowy, (twierdzenie 3),

� osªabienie zaªo»e« zapewniaj¡cych ci¡gªo±¢ u w zerze i speªnianie warunku u|t=0 =
u0, (stwierdzenie 2),

� sformuªowanie w przypadku pochodnych uªamkowych twierdzenia o istnieniu regu-
larnych rozwi¡za«, b¦d¡cego odpowiednikiem klasycznego rezultatu dla zagadnie«
parabolicznych.

Omówienie pracy [H3]

W zastosowaniach, warto±ci α - rz¦du pochodnej uªamkowej s¡ wyznaczane ekspery-
mentalnie. Oczywi±cie do±wiadczenia wskazuj¡ nie na konkretn¡ warto±¢, ale na pewien
rozkªad rz¦dów pochodnych. Dlatego rozs¡dnym jest rozwa»anie zamiast konkretnej po-
chodnej Dα pewnego u±rednienia po rz¦dach α ∈ (0, 1) z pewn¡ wag¡

D(µ)u(t) :=

∫ 1

0

Dαu(t)µ(α)dα, (37)

gdzie µ = µ(α) jest pewn¡ nieujemn¡, niezerow¡ funkcj¡.

Pochodn¡ (37) nazywamy pochodn¡ rozproszon¡ typu Caputo (distributed-order Ca-
puto derivative). Zagadnienia zawieraj¡ce D(µ) pojawiaj¡ si¦ w wielu pracach matema-
tycznych, np. w [1], [15], [16], [17], [27], [39]. Jednak»e, zaªo»enia przyjmowane w tych
pracach zmniejszaj¡ ogólno±¢ otrzymanych wyników. Na przykªad, w [15] przyjmuje
si¦, »e µ jest ci¡gªe lub nawet µ ∈ C2([0, 1]) i µ(1) ̸= 1, w [39] µ ∈ C1([0, 1]), w [1]
µ ∈ C([0, 1]), w [27] i [28] zakªada si¦ niezale»no±¢ operatora eliptycznego L od czasu,
czy w [28] przyjmuje si¦ ci¡gªo±¢ prawej strony wzgl¦dem zmiennej t. W zwi¡zku z tym
zadali±my sobie pytanie: przy jakich zaªo»eniach o µ mo»na otrzyma¢ odpowiedniki kla-
sycznych rezultatów dla równa« parabolicznych, typu tych z pracy [H2]? Odpowied¹
okazaªa si¦ by¢ dosy¢ ogólna: wystarczy, by (37) miaªo sens, tj. µ ∈ L1(0, 1).

Zauwa»my, »e je»eli u ∈ AC[0, T ], to

(D(µ)u)(t) = (k ∗ u′)(t) =
d

dt
(k ∗ u)(t)− k(t)u(0),

gdzie

k(t) =

∫ 1

0

t−α

Γ(1− α)
µ(α)dα. (38)

Zatem pochodn¡ rozproszon¡ D(µ) mo»na rozwa»a¢ w ramach ogólnej teorii równa«
ewolucyjnych ([35]), je»eli speªnione s¡ odpowiednie zaªo»enia. Mianowicie, by zastoso-
wa¢ teori¦ z pracy prof. R. Zachera [49] konieczne jest, by k byªo j¡drem typu PC:

De�nicja 1 (Def. 2.1 [49]). J¡dro k ∈ L1
loc(R+) jest typu PC, je»eli jest nieujemne,

nierosn¡ce i istnieje j¡dro l ∈ L1
loc(R+) takie, »e k ∗ l = 1 na (0,∞). Wtedy mówimy,

»e (k, l) jest PC par¡.

W pracy [H3] pokazano, »e przy zaªo»eniu

µ ∈ L1(0, 1), µ ≥ 0, µ ̸≡ 0 (39)
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k dane w (38) jest PC j¡drem. Jednak zamiast dalej zastosowa¢ znan¡, nietrywialn¡
teori¦ zagadnie« ewolucyjnych przedstawiamy elementarny argument oparty na pracach
[H1] i [H2]. Przypomnijmy, w dalszej perspektywie mamy na uwadze zastosowania do
zagadnie« w obszarach niecylindrycznych, w których zde�niowanie aproksymacji Yosidy
sprawia trudno±ci (wtedy pochodna uªamkowa zale»y równie» od x).

Wyniki przedstawione w pracy [H3] staªy si¦ podstaw¡ pracy magisterskiej napisanej
przez wspóªautork¦ Katarzyn¦ Ryszewsk¡.

Kluczow¡ rol¦ w rozumowaniu przestawionym w pracy [H3] odgrywa liczba γ ∈ (0, 1
2
)

okre±lona warunkiem ((21) w [H3])∫ 1−γ

γ

µ(α)dα =
1− γ

2

∫ 1

0

µ(α)dα. (40)

Rola powy»szego γ sprowadza si¦, skrótowo mówi¡c, do odci¦cia si¦ od trudno±ci tech-
nicznych powodowanych przez pochodn¡ i caªk¦ rz¦dów bliskich zero. Pierwszy wynik
pracy [H3] uzasadnia, »e k dane wzorem (38), przy zaªo»eniu (39), jest PC j¡drem w
my±l de�nicji 1. Rezultat tego typu pojawiª si¦ wcze±niej w pracy A. Kochubei [15]
(Prop. 3.1.), przy czym o µ zakªada si¦ tam, i» µ ∈ C3[0, 1], µ(1) ̸= 0 i µ(0) ̸= 0 lub
µ(α) = aαν , gdzie a, ν > 0 i otrzymano tam nast¦puj¡c¡ formuª¦ na l

l(t)=
1

π

∫ ∞

0

e−rt

∫ 1

0
rα sin(πα)µ(α)dα(∫ 1

0
rα cos(πα)µ(α)dα

)2

+
(∫ 1

0
rα sin(πα)µ(α)dα

)2dr. (41)

W pracy [H3] pokazujemy, »e powy»sza formuªa jest prawdziwa przy zaªo»eniu (39).
Dowód (stw. 6 [H3]) jest oparty na znajdowaniu odwrotnej transformaty Laplace'a i
wykorzystaniu lematu 2.1 [4]. Dowód tego ostatniego zostaª równie» zamieszczony w
pracy [H3] (lemat 17), po uzupeªnieniu, naszym zdaniem koniecznego, zaªo»enia (4)
[H3]. Jako wniosek otrzymano nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 5 (Tw. 5 [H3]). Je»eli µ speªnia (39), to istnieje nieujemna funkcja l ∈
L1
loc[0,∞) taka, »e operator uªamkowego caªkowania I(µ) zde�niowany formuª¡ I(µ)u =

l ∗ u speªnia
(D(µ)I(µ)u)(t) = u(t) dla u ∈ L∞(0, T ), (42)

(I(µ)D(µ)u)(t) = u(t)− u(0) dla u ∈ AC[0, T ]. (43)

Ponadto, l speªnia oszacowanie

l(t) ≤ cmax{tγ−1, t−γ} (44)

dla pewnej staªej c, natomiast γ ∈ (0, 1
2
) jest dane przez (40).

Wynik powy»szy, wraz z formuª¡ (41) oznacza, »e (k, l) ∈ PC i tym samym, teoria
operatorów ewolucyjnych [35], [49] mo»e by¢ zastosowana. Jednak»e, konstruuj¡c sªabe
rozwi¡zania pod¡»amy drog¡ bardziej elementarn¡, przedstawion¡ w pracach [H1] i
[H2]. Zacznijmy od sformuªowania problemu. Szukamy rozwi¡za« nast¦puj¡cego zagad-
nienia  D(µ)u = Lu+ f w Ω× (0, T ) =: ΩT

u|∂Ω = 0 dla t ∈ (0, T )
u|t=0 = u0 w Ω,

(45)

gdzie operator L ma posta¢ (27) i zachodzi (28). Zde�niujmy sªabe rozwi¡zanie.
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De�nicja 2 (Def. 1 [H3]). Powiemy, »e funkcja u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) taka, »e∫ 1

0

I1−α[u− u0]µ(α)dα ∈ 0H
1(0, T ;H−1(Ω))

jest sªabym rozwi¡zaniem zagadnienia (45), je»eli dla ka»dego φ ∈ H1
0 (Ω) i p.w. t ∈ (0, T )

u speªnia to»samo±¢

d

dt

∫ 1

0

∫
Ω

I1−α[u(x, t)− u0(x)]φ(x)dxµ(α)dα +
N∑

i,j=1

∫
Ω

ai,j(x, t)Dju(x, t)Diφ(x)dx

=
N∑
j=1

∫
Ω

bj(x, t)Dju(x, t)φ(x)dx+

∫
Ω

c(x, t)u(x, t)φ(x)dx+ ⟨f(·, t), φ(·)⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) .

(46)

Otrzymano nast¦puj¡ce twierdzenie dotycz¡ce istnienia sªabych rozwi¡za« (45).

Twierdzenie 6 (Tw. 2 [H3]). Zaªó»my, »e µ speªnia (39), T > 0, u0 ∈ L2(Ω) i
f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Niech L b¦dzie postaci (27), gdzie wspóªczynniki ai,j speªniaj¡

(28). Niech dla pewnych p1, p2 ∈ [2, 2N
N−2

) zachodzi b ∈ L∞(0, T ;L
2p1
p1−2 (Ω)), c ∈

L∞(0, T ;L
p2

p2−2 (Ω)). Wtedy istnieje u jednoznaczne sªabe rozwi¡zanie (45) w sensie de-
�nicji 2 i u speªnia oszacowania∥∥∥∥∫ 1

0

I1−α[u− u0]µ(α)dα

∥∥∥∥
H1(0,T ;H−1(Ω))

+ ∥u∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))

≤ c0
(
∥u0∥L2(Ω) + ∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))

)
,

gdzie c0 zale»y tylko od µ, Ω, λ, Λ, p1, p2, T, ∥b∥
L∞(0,T ;L

2p1
p1−2 (Ω))

, ∥c∥
L∞(0,T ;L

p2
p2−2 (Ω))

.

Co wi¦cej, je»eli ∫ 1

1
2

µ(α)dα > 0, (47)

to u ∈ C([0, T ];H−1(Ω)) i u|t=0 = u0.

Dowód twierdzenia 6 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2. Pierwszym krokiem jest
sformuªowanie odpowiedniego zagadnienia przybli»onego. Nast¦pnym jest konstrukcja
rozwi¡za« przybli»onych w przestrzeni typu (33), gdzie rol¦ α peªni γ dane warunkiem
(40). Nast¦pnie, korzystaj¡c z odpowiednika lematu 3 dla pochodnej rozproszonej D(µ)

(Lem. 13 [H3]) i pewnej nierówno±ci typu Gronwalla (Lem. 10 [H3]) otrzymujemy osza-
cowania na ci¡g rozwi¡za« przybli»onych. Prezwarto±¢ ci¡gu rozwi¡za« przybli»onych w
odpowiednich topologiach umo»liwia przej±cie do granicy w zagadnieniu przybli»onym,
co daje istnienie sªabych rozwi¡za«.

Jednoznaczno±¢ sªabych rozwi¡za« jest wywnioskowana z odpowiednika stwierdze-
nia 1 dla pochodnej rozproszonej D(µ). W ko«cu, ci¡gªo±¢ w zerze i speªnianie przez
sªabe rozwi¡zanie warunku pocz¡tkowego przy zaªo»eniu (47) jest wywnioskowana z
wy»szej caªkowalno±ci l(t), mianowicie pokazujemy, »e l ∈ L2

loc([0,∞)), co ko«czy do-
wód twierdzenia 6.
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Przejd¹my teraz do omówienia kolejnego wyniku z pracy [H3], b¦d¡cego pewn¡ wersj¡
twierdzenia 3 otrzyman¡ dla pochodnej rozproszonej. Niech H̄ b¦dzie zde�niowane jak
w (36) i zaªó»my, »e warunek (47) nie jest speªniony. Wtedy istnieje dokªadnie jedno
m ∈ N \ {0} takie, »e ∫ 1

1
2m

µ(α)dα = 0 i

∫ 1
2m

1
2(m+1)

µ(α)dα > 0. (48)

Dla takiego m mamy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 7 (Tw. 3 [H3]). Zaªó»my, »e µ speªnia (39), f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), u0 ∈
L2(Ω) i u jest sªabym rozwi¡zaniem (45) danym w twierdzeniu 6 dla L = ∆. Je»eli
dodatkowo dla ka»dego k = 1, · · · ,m zachodzi∫ 1

2m

0

· · ·
∫ 1

2m

0

I1−(α1+···+αk)f(x, t)
k∏

i=1

µ(αi)dαi ∈ 0W
1,2(0, T ; (H̄2k+1)∗), (49)

to u ∈ C([0, T ]; (H̄2m+1)∗) i u|t=0 = u0 w (H̄2m+1)∗.

Idea dowodu jest tu podobna do tej z dowodu twierdzenia 3. Mianowicie, ró»niczkujemy
zagadnienie przybli»one rozproszon¡ pochodn¡ RL i wykorzystujemy oszacowania z
poprzednich iteracji. Niestety, uzasadnienie przej±cia granicznego (60) w pracy [H3]
nie jest wystarczaj¡ce (zaªo»enie ze stw. 6.13 [H2] nie jest zagwarantowane warunkiem
(49)). Jednak»e dowód powy»szego twierdzenia b¦dzie kompletny, je»eli aproksymacje
f 1

n
zde�niujemy nast¦puj¡co: f 1

n
= f ∗hn, gdzie hn jest okre±lone równo±ci¡ hn∗k = kn,

natomiast kn jest j¡drem de�niuj¡cym aproksymacj¦ Yosidy (13).

W ko«cu, dowodzimy odpowiednik twierdzenia 4 dla pochodnej rozproszonej.

Twierdzenie 8 (Tw. 4 [H3]). Zaªó»my, »e µ speªnia (39), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), u0 ∈
H1

0 (Ω). Niech L b¦dzie postaci (27), gdzie wspóªczynniki ai,j speªniaj¡ (28)
i maxi,j ∥∇ai,j∥L∞(ΩT ) < ∞. Niech dla pewnych p1 ∈ [2, 2N

N−2
), p2 ∈ [2, 2N

N−2
) ∩ [2, 4]

zachodzi b ∈ L∞(0, T ;L
2p1
p1−2 (Ω)), c ∈ L∞(0, T ;L

p2
p2−2 (Ω)). Wtedy zagadnienie (45) ma

dokªadnie jedno rozwi¡zanie u nale»¡ce do L2(0, T ;H2(Ω)) takie, »e∫ 1

0
I1−α[u− u0]µ(α)dα ∈ 0H

1(0, T ;L2(Ω)) i speªnione jest nast¦puj¡ce oszacowanie

∥u∥L2(0,T ;H2(Ω))+

∥∥∥∥∫ 1

0

I1−α[u− u0]µ(α)dα

∥∥∥∥
H1(0,T ;L2(Ω))

≤ C0(∥u0∥H1
0 (Ω)+∥f∥L2(0,T ;L2(Ω)))

gdzie C0 zale»y jedynie od µ, λ, µ, p1, p2, T , ∥∇ai,j∥L∞(ΩT ), staªej Poincaré'go i C2-
regularno±ci ∂Ω i od norm ∥b∥

L∞(0,T ;L
2p1
p1−2 (Ω))

, ∥c∥
L∞(0,T ;L

p2
p2−2 (Ω))

. Ponadto, je»eli za-

chodzi (47), to u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) i u|t=0 = u0.

Podsumowuj¡c, istotnymi elementami pracy [H3] s¡:

� uzasadnienie, »e jedynie przy zaªo»eniu nieujemno±ci i caªkowalno±ci µ, pochodna
rozproszona D(µ) jest zadana j¡drem k typu PC, co umo»liwia zastosowanie teorii
operatorów ewolucyjnych. Fakt ten b¦dzie równie» kluczowy w dowodzie hölde-
rowskiej ci¡gªo±ci sªabych rozwi¡za« (praca [H6]).
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� wskazanie ogólno±ci metody konstrukcji sªabych rozwi¡za« przedstawionej w pra-
cach [H1] i [H2].

Omówienie pracy [H4]

Dobrze znanym jest fakt, i» dla klasycznego zagadnienia parabolicznego rozpatry-
wanego na obszarze ograniczonym obserwujemy wykªadniczy zanik rozwi¡za«. Jed-
nak pewne eksperymenty wykazuj¡ odst¦pstwa od tej reguªy i spotykamy si¦ z pot¦-
gowym zanikiem rozwi¡za« (∥u(t)∥L2 ≈ t−α) lub nawet z logarytmicznym zanikiem
(∥u(t)∥L2 ≈ (ln t)−1). Z drugiej strony, rozwi¡zania zagadnie« z pochodnymi uªamko-
wymi wykazuj¡ odmienne, od klasycznego, tempo zaniku rozwi¡za«. To najpewniej jest
jednym z powodów rosn¡cego zainteresowania tego typu zagadnieniami, w szczególno±ci
w naukach in»ynierskich.

Praca [H4] po±wi¦cona jest ±ci±le matematycznej analizie zaniku rozwi¡za«. Bezpo-
±redni¡ inspiracj¡ do napisania tej pracy byªy wyniki A. Kochubei [15], V. Vergara,
R. Zacher [47], Z. Li, Y. Luchko, M. Yamamoto [27], a przede wszystkim rozmowy z
ostatnim z wspóªautorów, prof. Masahiro Yamamoto z Uniwestytetu Tokijskiego. W
szczególno±ci zainteresowaªa nas kwestia tzw. nadzwyczaj wolnego zaniku rozwi¡za«
(ultraslow decay) i jego zwi¡zku z funkcj¡ µ � �g¦sto±ci¡� pochodnych uªamkowych w
pochodnej rozproszonej D(µ). Postawili±my sobie pytania: jaki jest zwi¡zek µ z loga-
rytmicznym zanikiem rozwi¡za« i kiedy mamy do czynienia z pot¦gowym zanikiem?
Odpowied¹, mówi¡c w uproszczeniu, brzmi tak: je»eli no±nik µ jest odci¦ty od zera, to
mamy pot¦gowy zanik rozwi¡za« ∥u(t)∥L2 ≈ t−δ dla pewnego δ ∈ (0, 1). Je»eli no±nik
�dochodzi do zera�, to mamy zanik rozwi¡za« typu logarytmicznego.

W pracy [15] pokazano (tw. 2.3 [15]) logarytmiczny zanik przy zaªo»eniu µ(0) ̸= 0,
gdzie µ ∈ C2[0, 1] i µ(1) ̸= 0 (str. 256 w [15]). W pracy [H4] rozpatrujemy to zagadnienie
przy ogólniejszych zaªo»eniach o µ, przy czym otrzymali±my tam jedynie oszacowanie
od góry. Pierwszym krokiem byªo badanie uªamkowego równania ró»niczkowego zwy-
czajnego

D(µ)v + λv = 0, λ ∈ R. (50)

Po±wi¦cili±my spor¡ cz¦±¢ pracy na ±ci±le matematyczn¡ analiz¦ powy»szego równania,
przyjmuj¡c dosy¢ ogólne zaªo»enia o µ. Naszym priorytetem byªo unikanie, czasami
spotykanych w równaniach z pochodnymi uªamkowymi, formalnych rozumowa«, pomi-
jaj¡cych sprawdzanie zaªo»e«. Przy zaªo»eniu

µ ∈ L1(0, 1), µ ≥ 0, µ ̸≡ 0 (51)

pokazano, i» równanie (50) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie w klasie funkcji absolutnie
ci¡gªych speªniaj¡cych warunek pocz¡tkowy v(0) = v0. Zauwa»my, »e (50) ma ci¡-
gªe rozwi¡zania i nie pojawia si¦ tutaj problem z warunkiem pocz¡tkowym. Jednak»e
rozwi¡zanie (50) jest przedstawione w postaci naprzemiennego niesko«czonego szeregu
((16) [H4]), co sprawia pewne trudno±ci w badaniu wªasno±ci jego rozwi¡za«. Z tego
powodu znajdujemy inne przedstawienie rozwi¡za«.

Twierdzenie 9 (Tw. 2, [H4]). Zaªó»my, »e λ > 0, v0 ∈ R, µ speªnia (51) i dodatkowo

cµ̄ :=

∫ 1

0

µ(α)

α
dα < ∞. (52)
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Wtedy jedyne absolutnie ci¡gªe rozwi¡zanie (50) speªniaj¡ce v(0) = v0 dane jest formuª¡

v(t) = v0
λ

π

∫ ∞

0

e−rt

r

∫ 1

0
rα sin(πα)µ(α)dα

(λ+
∫ 1

0
rα cos(πα)µ(α)dα)2 + (

∫ 1

0
rα sin(πα)µ(α)dα)2

dr. (53)

Zauwa»my, »e pojawia si¦ tutaj dodatkowe zaªo»enie (52), które naszym zdaniem, byªo
konieczne w przedstawionym dowodzie. Zaªo»enie to jest zwi¡zane z warunkiem 4 z le-
matu 17 [H3]. Korzystaj¡c z postaci (53) otrzymali±my nast¦puj¡ce stwierdzenie wska-
zuj¡ce zale»no±ci mi¦dzy µ, a zachowaniem rozwi¡zania w niesko«czono±ci.

Stwierdzenie 3 (Stw. 2, [H4]). Zaªózmy, »e zachodzi (51) i (52). Je»eli v jest rozwi¡-
zaniem (50) dla λ > 0, gdzie v(0) = v0, to dla t dostatecznie du»ych zachodzi

|v(t)| ≤ c0
ln t

, (54)

gdzie c0 zale»y tylko od v0, λ, ∥µ∥L1(0,1) i cµ̄. Ponadto, je»eli ς ∈ (0, 1), to

je»eli κ, a > 0 i µ(α) ≤ aακ p.w. na (0, ς), to |v(t)| ≤ c

(ln t)κ+1
, (55)

je»eli κ, a, β,m > 0 i µ(α) ≤ aακe−
β

αm p.w. na (0, ς), to dla dowolnego q ∈ (0, 1)

|v(t)| ≤ c
Γ(κ+ 1)

(1− q)κ+1(ln t)κ+1
· exp

(
−m

1
m+1 (1 +

1

m
)(qmβ)

1
m+1 (ln t)

m
m+1

)
(56)

je»eli a > 0 i µ(α) ≤ a exp(−e
1
α ) p.w. na (0, ς), to |v(t)| ≤ ct−

1
ln ln t . (57)

W ko«cu, je»eli δ ∈ (0, 1), to

suppµ ⊆ [δ, 1] ⇐⇒ |v(t)| ≤ c

tδ
dla t > 1, dla pewnej dodatniej staªej c,

gdzie suppµ ⊆ [δ, 1] oznacza, »e µ(α) = 0 p.w. na (0, δ).

Ostatni wynik mówi, »e mamy do czynienia z zanikiem pot¦gowym wtedy i tylko
wtedy, gdy no±nik µ jest odci¦ty od zera. Stwierdzenie 3 zostaªo zastosowane do wyka-
zania oszacowa« normy L2 sªabych rozwi¡za« nast¦puj¡cego zagadnienia D(µ)u = Lu w Ω× (0, T ) =: ΩT

u|∂Ω = 0 dla t ∈ (0, T )
u|t=0 = u0 w Ω,

(58)

gdzie

Lu(x, t) =
N∑

i,j=1

Di(ai,j(x, t)Dju(x, t)) + c(x, t)u(x, t), c(x, t) ≤ 0,

c ∈ L∞(ΩT ), wspóªczynniki ai,j s¡ mierzalne, ai,j = aj,i i speªniaj¡ warunek jednostajnej
eliptyczno±ci (28). Z twierdzenia 6 otrzymujemy sªabe rozwi¡zania (58), dla którego
otrzymujemy nast¦puj¡ce twierdzenie.
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Twierdzenie 10 (Tw. 4, [H4]). Zaªó»my, »e µ speªnia (51) i (52) i u jest sªabym
rozwi¡zaniem (58) danym twierdzeniem 6 dla pewnego warunku pocz¡tkowego u0 ∈
L2(Ω). Wtedy dla p.w. t funkcja v(t) := ∥u(·, t)∥L2(Ω) speªnia (54)-(57).

Ponadto, je»eli suppµ ⊆ [δ, 1] dla pewnego dodatniego δ, to

∥u(·, t)∥L2(Ω) ≤ c ∥u0∥L2(Ω) t
−δ dla p.w. t ≥ 1

gdzie c zale»y tylko od λ, cµ i staªej Poincare'go obszaru Ω.

Dowód twierdzenia 10 polega na uzyskaniu, na poziomie rozwi¡za« przybli»onych,
odpowiednich oszacowa« na ∥un(·, t)∥L2(Ω), a nast¦pnie przej±cie do granicy n → ∞. Po-
jawia si¦ tu kilka trudno±ci technicznych, np. oszacowanie z lematu 2 nie jest wystarcza-
j¡ce. W pracy [47] (lem. 3.2) zostaª udowodniony optymalny odpowiednik nierówno±ci
z lematu 2, którego idea dowodu posªu»yªa do otrzymania nast¦puj¡cego stwierdzenia.

Stwierdzenie 4 (Stw. 3, [H4]). Zaªó»my, »e p ∈ [1,∞), w jest ci¡gªe na Ω × [0, T ] i
je»eli x ∈ Ω, to w(x, ·) ∈ AC[0, T ] i dla ustalonego γ ∈ (0, 1) zachodzi t1−γwt ∈ L∞(ΩT ).
Wtedy dla ka»dego t ∈ (0, T ] zachodzi równo±¢

D(µ)∥w(·, t)∥pLp(Ω) + p

∫
Ω

∫ 1

0

α
µ(α)

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α−1|w(x, t)|pG
(
w(x, τ)

w(x, t)

)
dτdαdx

+p

∫ 1

0

µ(α)

Γ(1− α)
t−αdα

∫
Ω

|w(x, t)|pG
(
w(x, 0)

w(x, t)

)
dx

= p

∫
Ω

D(µ)w(x, t) · |w(x, t)|p−2w(x, t)dx,

gdzie G(s) jest nieujemn¡ funkcj¡ G(s) = 1
p
|s|p − s+ 1− 1

p
. Ponadto,

∥w(·, t)∥p−1
Lp(Ω)D

(µ)∥w(·, t)∥Lp(Ω) ≤
∫
Ω

D(µ)w(x, t) · |w(x, t)|p−2w(x, t)dx. (59)

Zauwa»my, »e przy p = 2, z lewej strony (59) mamy, w porównaniu do tezy lematu 2,
jedn¡ pot¦g¦ normy wyª¡czon¡ spod pochodnej D(µ).

Ponadto, przej±cie do granicy n → ∞ w wyra»eniu ∥un(·, t)∥L2(Ω) wymagaªo kilku
kroków po±rednich, gdy» un zbiegaj¡ do u, które jest tylko sªabym rozwi¡zaniem. W
szczególno±ci, odpowiednia zasada porównawcza czy sªaba zasada maksimum dla po-
chodnej D(µ) peªni¡ tu kluczow¡ rol¦.

Podsumowuj¡c, istotnymi elementami pracy [H4] s¡:

� rozwa»anie ogólnego operatora eliptycznego L, o wspóªczynnikach zale»nych rów-
nie» od t,

� osªabienie zaªo»e« o µ w oszacowaniach zaniku sªabych rozwi¡za«,

� otrzymanie odpowiednika lematu 3.2 [47] w przypadku konstrukcji sªabych roz-
wi¡za« przedstawionej w [H3],

� uzasadnienie zwi¡zku pot¦gowego zaniku L2-normy sªabych rozwi¡za« z no±nikiem µ.
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Omówienie pracy [H5]

Przypomnijmy, »e inspiracj¡ do podj¦cia bada« nad zagadnieniami zawieraj¡cymi
pochodne uªamkowe byªo spotkanie z prof. V. Vollerem, który zaprezentowaª model
uªamkowego zagadnienia Stefana (6). Jedna z metod rozwi¡zania tego typu problemu
zostaªa przedstawiona np. w [2] w przypadku klasycznego zagadnienia Stefana (punkty
(a)-(c), str. 4). W przypadku (6) punkt (a) zostaª zrealizowany w [H1]. Zatem nast¦p-
nym krokiem winno by¢ podniesienie regularno±ci sªabych rozwi¡za«. Przy odpowied-
nich zaªo»eniach o danych (u0,x i f w L2) mo»na podnie±¢ regularno±¢ sªabych rozwi¡za«
z twierdzenia 1 i uzasadni¢, »e uxx ∈ L2(Qs,T ). Jednak»e, procedura dalszego podnosze-
nia regularno±ci i wykazania ci¡gªo±ci rozwi¡zania u wzgl¦dem t a» do brzegu x = s(t)
okazaªa si¦ poza naszym zasi¦giem (w pracach [H2] i [H3] pokazali±my, »e klasyczny
argument sªu»¡cy do podnoszenia regularno±ci sªabych rozwi¡za« dziaªa bez »adnych
problemów, o ile mamy do czynienia z obszarem cylindrycznym).

Po wielu bezskutecznych próbach podniesienia regularno±ci sªabych rozwi¡za« zagad-
nienia (20) podj¦li±my decyzj¦ o dokªadniejszym przyjrzeniu si¦ modelowi (6), przyj-
muj¡c, tak jak prof. V. Voller w [11], i» funkcja strumienia q∗ dana jest pochodn¡
RL: q∗(x, t) = −∂1−αTx(x, t) dla pewnego α ∈ (0, 1). Naszym celem byªo ±cisªe mate-
matyczne wyprowadzenie modelu z przyj¦tych zaªo»e«. Pierwszym zaªo»eniem, które
przyjmujemy, jest

ṡ(t) > 0, (A1)

co jest spodziewan¡ wªasno±ci¡, gdy do ukªadu doprowadzamy energi¦, tj. ciaªo staªe
topnieje. Co do regularno±ci funkcji temperatury T i swobodnej powierzchni przyjmu-
jemy, »e dla pewnego dodatniego t∗

s(t) ∈ AC[0, t∗], Tx(x, ·) ∈ AC[s−1(x), t∗] dla ka»dego x ∈ Ω,

Tx(·, t) ∈ AC[0, s(t)− ε] dla ka»dego ε > 0 i t ∈ (0, t∗), (A2)

Tt(·, t) ∈ L1(0, s(t)) dla ka»dego t ∈ (0, t∗).

Powinni±my jeszcze doprecyzowa¢ czym jest funkcja strumienia w przypadku zagad-
nienia jednofazowego, w którym poza Qs,t∗ = {(x, t) : 0 < x < s(t), t ∈ (0, t∗)}
przyjmujemy staª¡ temperatur¦. Zatem przyjmujemy, i»

q∗(x, t) =

{
−∂1−α

s−1(x)Tx(x, t) dla (x, t) ∈ Qs,t∗ ,

0 dla (x, t) ̸∈ Qs,t∗ ,
(60)

gdzie

∂1−α
s−1(x)Tx(x, t) =

{
1

Γ(α)
d
dt

∫ t

0
(t− τ)α−1Tx(x, τ)dτ, gdy x ≤ s(0),

1
Γ(α)

d
dt

∫ t

s−1(x)
(t− τ)α−1Tx(x, τ)dτ, gdy x > s(0).

(61)

Wprowad¹my funkcj¦ entalpii E = T + ϕ, gdzie ϕ = χQs,t∗ jest funkcj¡ charakte-
rystyczn¡ zbioru Qs,t∗ (sharp-interface model) i przyjmujemy zasad¦ zachowania w
postaci

d

dt

∫
(a,b)

E(x, t)dx = q∗(a, t)− q∗(b, t) dla ka»dego przedziaªu (a, b) ⊆ R. (62)
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Sformuªujmy jeszcze dodatkowe zaªo»enie o regularno±ci rozwi¡za«

ṡ(t) ∈ L∞
loc((0, t

∗]) i Dα
s−1(x)T (·, t) ∈ L1(0, s(t)) dla t ∈ (0, t∗). (A3)

Przy zaªo»eniu, »e T (s(t), t) = 0 dla t ∈ (0, t∗) otrzymano nast¦puj¡cy model.

Twierdzenie 11 (Tw. 1 [H5]). Przy zaªo»eniach (A1)-(A2), z zasady zachowania (62)
dla q∗ okre±lonego w (60) otrzymujemy nast¦puj¡ce równanie na T

Dα
s−1(x)T (x, t)− Txx(x, t) =

{
0, gdy x < s(0)

− 1
Γ(1−α)

(t− s−1(x))−α, gdy x ∈ (s(0), s(t)) (63)

dla p.w. (x, t) ∈ Qs,t∗, gdzie

Dα
s−1(x)T (x, t) =

{
1

Γ(1−α)

∫ t

0
(t− τ)−α d

dt
T (x, τ)dτ, gdy x ≤ s(0)

1
Γ(1−α)

∫ t

s−1(x)
(t− τ)−α d

dt
T (x, τ)dτ, gdy x > s(0).

(64)

Ponadto, funkcje T i s s¡ zwi¡zane warunkiem

ṡ(t) = − 1

Γ(α)
lim

a↗s(t)

[
d

dt

∫ t

s−1(a)

(t− τ)α−1Tx(a, τ)dτ

]
. (65)

Je»eli dodatkowo zachodzi warunek (A3), to otrzymujemy kolejny warunek brzegowy

T−
x (s(t), t) = 0, (66)

gdzie T−
x (s(t), t) = lim

ε→0+
Tx(s(t)− ε, t).

Widzimy zatem, »e równanie (63) nie jest tym samym co (6)1. Równie» warunek na
swobodnej powierzchni (6)5 nie pojawia si¦ w powy»szym sformuªowaniu, a zamiast
niego otrzymano dwa inne (65) i (66). Rezultat ten, bez warunku (65), zostaª przed-
stawiony w [21]. Po niedªugim czasie otrzymaªem wiadomo±¢ od prof. Andrei Ceretani,
i» ukazaªa si¦ ju» praca [38], w której otrzymano podobny wynik, z tym, »e zamiast
warunku (66) pojawia si¦ wªa±nie warunek (65). Po zapoznaniu si¦ prac¡ [38] zauwa»y-
li±my, i» (65) jest natychmiastow¡ konsekwencj¡ dowodu zawartego w [21], co zostaªo
uwzgl¦dnione w kolejnej wersji [21].

Postawili±my sobie tutaj pytania: czy niespodziewany, dodatkowy warunek (66) jest
rzeczywi±cie speªniony, wszak wynika on z zaªo»enia dodatkowej regularno±ci (A3) przy
wyprowadzaniu modelu? Czy zaªo»enie (A3) nie jest za silne? I w ko«cu, jaki jest
zwi¡zek (65) z (66)? Czy mo»e jeden implikuje drugi? By odpowiedzie¢ na te pytania
podj¦li±my prób¦ skonstruowania samopodobnych rozwi¡za« speªniaj¡cych (A1)-(A3),
tj. takich, które s¡ niezmiennicze na pewne skalowanie. Mianowicie, je»eli uλ(x, y) =
λcu(λax, λbt), to szukamy rozwi¡za« dla których zachodzi uλ = u dla λ > 0. Przyjmu-
j¡c, »e takie rozwi¡zanie istnieje, po prostych rozwa»aniach wnioskujemy, »e swobodna
powierzchnia musi by¢ postaci

s(t) = c1t
α
2 , gdzie c1 > 0. (67)

Wtedy funkcja

f(ξ) = f(tx− 2
α ) = u(x, t) (68)
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speªnia (c0 = c
− 2

α
1 )

1

Γ(1− α)

∫ ξ

c0

(ξ − p)−αf ′(p)dp =

(
2

α

)2

ξ2f ′′(ξ) +

[(
2

α

)2

+
2

α

]
ξf ′(ξ)− (ξ − c0)

−α

Γ(1− α)
,

(69)
f(c0) = 0, (70)(α

2

)2

c−2
0 Γ(α) = lim

b↘c0

d

db

[∫ b

c0

(b− p)α−1f ′(p)dp

]
. (71)

To»samo±¢ (69) implikuje

lim
ξ↘c0

(ξ − c0)
αf ′′(ξ) =

(α
2

)2 c−2
0

Γ(1− α)
, (72)

natomiast z (71) otrzymujemy
f ′(c0) = 0. (73)

Tym samym uzasadniono, »e, przynajmniej w klasie rozwi¡za« samopodobnych, wa-
runek (65) implikuje (66). Nast¦pnie odwracamy rozumowanie i poprzez rozwi¡zanie
(69)-(73) skonstruujemy rozwi¡zanie samopodobne u(x, t) korzystaj¡c z (68).

Aby rozwi¡za¢ (69)-(73), najnaturalniejszym wyborem jest zdeterminowanie f rów-
no±ciami (69), (70) i (73), a nast¦pnie wykazanie, »e pozostaªe warunki s¡ speªnione.
Zapisuj¡c (69) w postaci f = Kf + g, gdzie K jest pewnym operatorem zwartym na

XR := {f ∈ C1([c0, R]) : f(c0) = f ′(c0) = 0},

na mocy alternatywy Fredholma, wnioskujemy istnienie rozwi¡zania (69). Nast¦pnie
wnioskujemy pozostaªe warunki i tym samym otrzymujemy, »e, przynajmniej w klasie
rozwi¡za« samopodobnych, (66) implikuje (65), wi¦c mamy ju» ich równowa»no±¢.

Jednak»e wywnioskowanie np. nieujemno±ci u(x, t) = f(tx− 2
α ) z to»samo±ci (69)

nie jest oczywiste. Zatem wprowadzamy F (µ) = f(µ− 2
α ) i zapisujemy odpowiednie

zagadnienie na F : F ′ = LF − G, gdzie L jest pewnym operatorem liniowym, a G
pewn¡ dodatni¡ funkcj¡ caªkowaln¡. Metod¡ iteracyjn¡ otrzymujemy przedstawienie F
w postaci

F (x) =

∫ c1

x

∞∑
n=0

(LnG)(y)dy dla ka»dego x ∈ [0, c1], (74)

co na mocy wªasno±ci L pozwala wywnioskowa¢, »e rozwi¡zanie samopodobne, zgodnie z
oczekiwaniami, jest dodatnie. Co wi¦cej, posta¢ ta pozwala wywnioskowa¢, »e zaªo»enia
(A1)-(A3) s¡ speªnione.

Pozostaje kwestia speªniania warunku pocz¡tkowego γ = u(0, t). Przedstawiona kon-
strukcja rozwi¡za« samopodobnych, od ustalonego c1 > 0 z warunku (67) prowadzi do
rozwi¡zania samopodobnego u(x, t), dla którego γ = u(0, t) jest dodatnie. Naturalnym
jest pytanie, czy t¦ zale»no±¢ mo»na odwróci¢? Czy dla dowolnego γ > 0 istnieje u(x, t)
rozwi¡zanie samopodobne wyznaczone przez c1 takie, »e γ = u(0, t)? Odpowied¹ na to
pytanie wymaga badania ci¡gªo±ci przyporz¡dkowania c1 7→ γ, która wynika z jeszcze
innej reprezentacji rozwi¡za« samopodobnych, danej nast¦puj¡cym twierdzeniem.
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Twierdzenie 12 (Stw. 5 [H5]). Je»eli c1 jest dodatnie i s(t) jest dane równo±ci¡ (67),
to dla t > 0 i x ∈ [0, s(t)] rozwi¡zanie samopodobne u(x, t) ma przedstawienie w postaci

u(x, t) =

∫ c1

xt−
α
2

∞∑
n=0

(LnG)(y)dy =

∫ c1

xt−
α
2

H(p, xt−
α
2 )G(p)dp, (75)

gdzie

G(y) =
1

Γ(1− α)

∫ c1

y

(1− c
− 2

α
1 µ

2
α )−αdµ dla 0 ≤ y ≤ c1,

H(p, x) = 1 +

∫ p

x

N(p, y)dy dla 0 ≤ x ≤ p,

N(p, y) =
∞∑
n=1

Mn(p, y) dla 0 ≤ y ≤ p,

M1(p, y) =
1

Γ(1− α)

∫ p

y

(1− p−
2
αµ

2
α )−αdµ dla 0 ≤ y ≤ p

i

Mn(p, y) =

∫ p

y

M1(a, y)Mn−1(p, a)da dla 0 ≤ y ≤ p i n ≥ 2.

Ponadto, dla ka»dego R > 0, powy»szy szereg zbiega jednostajnie na WR = {(p, y) :
0 ≤ y ≤ p ≤ R}.

Zauwa»my, »e prawa strona (75) zale»y w sposób nietrywialny od c1, a jej ci¡gªo±¢
wzgl¦dem c1 zostaªa wykazana w stw. 6 [H5]. Maj¡c ju» ci¡gªo±¢ przyporz¡dkowania
(0,∞) ∋ c1 7→ γ ∈ (0,∞), z wªasno±ci Darboux wnioskujemy, i» jest ono suriekcj¡.

Jedn¡ z metod wery�kacji modelu jest zestawienie go ze znanym, dla specy�cznych
warto±ci parametrów. Tutaj mo»emy zada¢ pytanie: czy tezy twierdze« 11 i 12, przy
α ↗ 1 prowadz¡ do klasycznego zagadnienia Stefana i jego rozwi¡zania? Odpowied¹
na to pytanie jest pozytywna i jest zawarta w nast¦puj¡cym twierdzeniu.

Twierdzenie 13 (Tw. 3 [H5]). Niech c1 > 0 b¦dzie ustalone i dla α ∈ (0, 1) niech para
(uα, sα) b¦dzie samopodobnym rozwi¡zaniem danym w twierdzeniu 12. Niech ũα b¦dzie
przedªu»eniem uα zerem

ũα(x, t) =

{
uα(x, t) gdy t > 0, x ∈ [0, sα(t)],

0 gdy t > 0, x > sα(t).

Niech 0 < t∗ < t∗. Je»eli α ↗ 1, to ũα zbiega jednostajnie na zbiorze {(x, t) : t ∈
[t∗, t

∗], x ∈ [0, c1t
1
2 ]} do u1, gdzie u1 jest samopodobnym rozwi¡zaniem klasycznego

zagadnienia Stefana odpowiadaj¡cym swobodnej powierzchni s1 := c1t
1
2 , tj. s1 i u1 speª-

niaj¡
u1,t(x, t)− u1,xx(x, t) = 0 dla t > 0, x ∈ (0, s1(t)),

u1(s1(t), t) = 0 dla t > 0,

u1(0, t) = 2aea
2

∫ a

0

e−w2

dw dla t > 0, gdzie a =
c1
2
,

d

dt
s1(t) = −u1,x(s1(t), t) dla t > 0
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i u1 jest dane wzorem

u1(x, t) = 2aea
2

∫ a

x
2
√
t

e−w2

dw.

Warto równie» prze±ledzi¢, co dzieje si¦ z modelem otrzymanym w twierdzeniu 11
przy przej±ciu do granicy α ↗ 1. Otó», bezpo±redni rachunek, dla dostatecznie gªadkich
funkcji, daje

Dα
s−1(x)T (x, t) +

1

Γ(1− α)
(t− s−1(x))−α = ∂α

s−1(x)[T (x, t) + 1] → Tt(x, t),

gdy α ↗ 1, czyli (63) przechodzi w równanie przewodnictwa ciepªa. Dalej, z wªasno±ci

lim
a→s(t)−

∂1−α
s−1(x)Tx(x, t) → T−

x (s(t), t),

wnioskujemy, »e (65) prowadzi do klasycznego warunku Stefana, gdy α ↗ 1. Tutaj
rodzi si¦ pytanie: co dzieje si¦ z warunkiem (66), który dla α ∈ (0, 1), przynajmniej
w klasie rozwi¡za« samopodobnych, jest równowa»ny (65)? Otó», warunek (66) znika,
gdy α ↗ 1, jako sprzeczny z klasycznym warunkiem Stefana.

Podsumowuj¡c, istotnymi elementami pracy [H5] s¡:

� zaproponowanie zmody�kowanego modelu uªamkowego zagadnienia Stefana (nie-
zale»nie, innymi metodami zostaª otrzymany podobny model w [38]),

� przedstawienie ±ci±le matematycznego wyprowadzenia tego» modelu, którego roz-
wi¡zanie, dla maªych czasów, zostaªo niedawno przedstawione w pracy prof. M.
Krasnoschocka [19],

� konstrukcja rozwi¡za« samopodobnych uªamkowego zagadnienia Stefana, wraz ze
zbadaniem ich wªasno±ci,

� wykazanie zgodno±ci z klasycznym modelem zagadnienia Stefana, gdy α ↗ 1,

� praca [H5] stanowi niejako empiryczny dowód, i» czysto matematyczne rozwa»a-
nia s¡ u»yteczne z punktu widzenia in»ynierskiego. Brak oczekiwanej regularno±ci
rozwi¡za« mo»e by¢ impulsem do wery�kacji jego wyprowadzenia.

Omówienie pracy [H6]

Praca [H6] jest po±wi¦cona wykazaniu sªabej nierówno±ci Harnacka i hölderowskiej
ci¡gªo±ci sªabych rozwi¡za« zagadnienia uªamkowej dyfuzji z pochodn¡ rozproszon¡.
Przypomnijmy, i» nierówno±¢ Harnacka, to oszacowanie supremum nieujemnego roz-
wi¡zania przez jego in�mum, natomiast sªaba nierówno±¢ Harnacka, to oszacowanie
normy Lp dla p < ∞ przez in�mum rozwi¡zania. Warto na wst¦pie zaznaczy¢, i» ju»
w przypadku zagadnienia z pojedyncz¡ pochodn¡ uªamkow¡ nie zachodzi nierówno±¢
Harnacka w wymiarach N ≥ 2, co zostaªo wykazane konstrukcj¡ odpowiedniego kontr-
przykªadu w [6]. Ten sam argument pokazuje niezachodzenie nierówno±ci Harnacka dla
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zagadnie« z pochodn¡ rozproszon¡, równie» dla wszystkich wymiarów N ≥ 2. Z ko-
lei dla N = 1 odpowied¹ jest pozytywna, co niedawno udowodniono w [40] (zjawisko
krytycznego wymiaru).

W pracy [H6] rozpatrujemy nast¦puj¡ce zagadnienie

∂t[k ∗ (u− u0)]− div
(
A(t, x)Du

)
= f, t ∈ (0, T ), x ∈ Ω, (76)

gdzie Ω jest ograniczonym obszarem w RN , N ≥ 1, u0 jest dane i f jest ograniczon¡
funkcj¡. O wspóªczynnikach A(t, x) = {aij(t, x)}Ni,j=1 zakªadamy jedynie, i» s¡ istotnie
ograniczone i de�niuj¡ jednostajnie eliptyczny operator, tj. (28) zachodzi. Ponadto,
j¡dro k jest dane (38), przy czym miara µ(α)dα jest zast¡piona ogólniejsz¡

dµ =
M∑
n=1

qndδ(· − αn) + wdν1, (77)

gdzie αi ∈ (0, 1), qi > 0, δ(· − αn) to delta Diraca, natomiast w ∈ L1((0, 1), dν1), a νk
oznacza k-wymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a. Zatem zagadnienie (76) obejmuje zagadnienia
z wielokrotn¡ pochodn¡ uªamkow¡ RL, zagadnienia z pochodn¡ rozproszon¡, jak i ich
dowoln¡ kombinacj¦. Jest to jedna z zalet przedstawionego podej±cia: pozwala ono
rozpatrywa¢ caª¡ gam¦ przypadków zagadnie« z nielokalnymi w czasie operatorami.

Równanie (76), post¦puj¡c tak jak w [H5], mo»emy wywnioskowa¢ z zasady zacho-
wania bior¡c nielokaln¡ w czasie funkcj¦ strumienia q(t, x) = −∂t[l ∗A(·, x)Du(·, x)](t),
gdzie l jest j¡drem stowarzyszonym z k, tj. (k, l) ∈ PC (def. 1, str. 15).

W przypadku ogólnego k ∈ PC, prof. R. Zacher wykazaª w [50] ograniczono±¢ sªa-
bych rozwi¡za« (76). Natomiast, gdy k(t) = t−α/Γ(1 − α) dla pewnego α ∈ (0, 1),
tj. dla pojedynczej pochodnej Caputo, dla zagadnienia (76) prof. R. Zacher wykazaª
zachodzenie sªabej nierówno±ci Harnacka [51] i hölderowsk¡ ci¡gªo±¢ sªabych rozwi¡-
za« [52]. Celem pracy [H6] byªo uogólnienie wyników z prac [51] i [52] na przypadek
ogólnego k zadanego przez pochodn¡ rozproszon¡ dan¡ miar¡ (77). Gªówn¡ trudno±ci¡,
która tutaj si¦ pojawia, jest brak skalowania. Przypomnijmy, »e przypadku klasycznego
zagadnienia parabolicznego z jednostajnie eliptycznym operatorem wprowadza si¦ sa-
mopodobn¡ zmienn¡ s = |x|2/t, natomiast dla zagadnienia z pojedyncz¡ pochodn¡
Caputo rz¦du α ∈ (0, 1) mamy s = |x|2/tα, co determinuje proporcje rozpatrywanych
cylindrów w procesie iteracji. Natomiast dla ogólnego dµ postaci (77), de�nicja odpo-
wiednich cylindrów nie jest oczywista. Ponadto, szczególne trudno±ci sprawiaªo otrzy-
manie �stabilnych� oszacowa« przy α → 1. Brak naturalnego skalowania jest przyczyn¡
sporych trudno±ci technicznych i powoduje konieczno±¢ otrzymania wielu dodatkowych
oszacowa«, jak np. w lematach 2.1, 2.2, 2.4, 2.5 i 2.6 w [H6].

Struktura pracy [H6] jest nast¦puj¡ca: wpierw otrzymana jest sªaba nierówno±¢ Har-
nacka, a nast¦pnie z niej wnioskujemy hölderowsk¡ ci¡gªo±¢ sªabych rozwi¡za«. Jest to
inna strategia, od tej przedstawionej w [52], gdzie zastosowana jest metoda De Giorgi.
Przedstawione tutaj rozumowanie jest o wiele bardziej przyst¦pne od tego zawartego
w [52].

Aby przestawi¢ pierwszy z wyników wprowad¹my odpowiednie oznaczenia. Niech

k1(t) =

∫ 1

0

t−αdµ(α), t > 0 (78)
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i dla funkcji Φ zde�niowanej równaniem k1(Φ(r)) = r−2 dla r > 0 de�niujemy cylindry

Q−(t0, x0, r, δ) = (t0, t0 + δτΦ(2r))×B(x0, δr),

Q+(t0, x0, r, δ) = (t0 + (2− δ)τΦ(2r), t0 + 2τΦ(2r))×B(x0, δr),

gdzie δ ∈ (0, 1), t0 ≥ 0 i τ > 0. Zatem proporcje cylindrów zale»¡ w sposób nietry-
wialny od miary (77). Ustalmy γ− ∈ (0, 1) takie, »e∫ 1

γ−

dµ(α) > 0.

Wtedy prawdziwa jest nast¦puj¡ca wersja sªabej nierówno±ci Harnacka.

Twierdzenie 14 (Tw. 1.1 [H6]). Niech T > 0, N ≥ 1 i Ω ⊂ RN b¦dzie ograniczonym

obszarem. Zaªó»my, »e u0 i f s¡ w L2. Wtedy dla dowolnego 0 < p < 2+Nγ−
2+Nγ−−2γ−

i τ > 0

istnieje liczba r∗ = r∗(µ, p) > 0 taka, »e dla ka»dego δ ∈ (0, 1), t0 ≥ 0 i r ∈ (0, r∗]
takich, »e t0 + 2τΦ(2r) ≤ T , i dowolnej kuli B(x0, r) ⊂ Ω, dowolne, sªabe nieujemne
nadrozwi¡zanie u zagadnienia (76) w (0, t0+2τΦ(2r))×B(x0, r) dla u0 ≥ 0 w B(x0, r)
i przy f ≡ 0 speªnia( 1

νN+1

(
Q−(t0, x0, r, δ)

) ∫
Q−(t0,x0,r,δ)

up dνN+1

)1/p

≤ C ess inf
Q+(t0,x0,r,δ)

u,

gdzie C = C(ν,Λ, δ, τ, µ,N, p).

Dowód powy»szego twierdzenia opiera si¦ na metodzie iteracyjnej Mosera i zastosowa-
niu lematu Bombieri-Giusti.

Do dowodu hölderowskiej ci¡gªo±ci sªabych rozwi¡za« potrzebna jest wersja po-
wy»szego twierdzenia dla zagadnienia niejednorodnego. Zapiszmy zatem f w postaci
f = f+ − f−, gdzie f+, f− ≥ 0 oznaczaj¡ odpowiednio dodatni¡ i ujemn¡ cz¦±¢ f .
Wprowad¹my oznaczenie Φ(r) := Φ(2r), gdzie Φ jest wcze±niej wprowadzon¡ funk-
cj¡. W przypadku niejednorodno±ci f istotnie ograniczonej otrzymali±my nast¦puj¡c¡
wersj¦ sªabej nierówno±ci Harnacka.

Twierdzenie 15 (Tw. 1.2 [H6]). Przy zaªo»eniach twierdzenia 14, sªabe nieujemne
nadrozwi¡zanie u równania

∂t(k ∗ (u− u0))− div
(
A(t, x)Du

)
= f w (0, 2τΦ(r))×B(x0, r)

przy f ∈ L∞((0, 2τΦ(r))×B(x0, r)) i u0 ≥ 0 w B(x0, r) speªnia( 1

νN+1

(
Q−(0, x0, r, δ)

) ∫
Q−(0,x0,r,δ)

up dνN+1

)1/p

≤ C

(
ess inf

Q+(0,x0,r,δ)
u+ r2∥f−∥

)
,

gdzie ∥ · ∥ to norma w L∞((0, 2τΦ(r))×B(x0, r)), natomiast C = C(ν,Λ, δ, τ, µ,N, p).

Przypadek f ∈ Lp(0, T ;Lq(Ω)) jest o wiele bardziej zªo»ony i przy ogólnych zaªo»eniach
o j¡drze k zostaª zbadany w [24].

Z twierdzenia 15 mo»emy wywnioskowa¢ mocn¡ zasad¦ maksimum.
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Twierdzenie 16 (Tw. 3.4, [H6]). Niech T > 0 i Ω ⊂ RN b¦dzie ograniczonym obszarem.
Niech u b¦dzie sªabym podrozwi¡zaniem (76) dla f ≡ 0 i u0 ∈ L2(Ω). Zaªó»my, »e
0 ≤ ess supΩT

u < ∞ i ess supΩ u0 ≤ ess supΩT
u. Wtedy, je»eli dla pewnego cylindra

Q = (t0, t0 + τΦ(2r))×B(x0, r/2) ⊂ ΩT dla t0, τ, r > 0 i B(x0, r) ⊂ Ω zachodzi

ess sup
Q

u = ess sup
ΩT

u,

to funkcja u jest staªa na (0, t0)× Ω.

Ostatecznie, maj¡c do dyspozycji sªab¡ nierówno±¢ Harnacka otrzymujemy hölde-
rowsk¡ ci¡gªo±¢ sªabych rozwi¡za«.

Twierdzenie 17 (Tw. 1.3, [H6]). Niech T > 0, N ≥ 1 i niech Ω ⊂ RN b¦dzie ograni-
czonym obszarem. Zaªó»my, »e u0 ∈ L∞(Ω) i f ∈ L∞(ΩT ). Je»eli u jest ograniczonym
sªabym rozwi¡zaniem równania

∂t(k ∗ (u− u0))− div
(
A(t, x)Du

)
= f, t ∈ (0, T ), x ∈ Ω, (79)

to dla dowolnego V ⊂ ΩT oddzielonego od brzegu parabolicznego ΩT , istnieje staªa C > 0
i ε ∈ (0, 1), zale»ne tylko od µ, V , λ, Λ i N takie, »e

∥u∥C0,ε(V ) ≤ C(∥u∥L∞(ΩT ) + ∥u0∥L∞(Ω) + ∥f∥L∞(ΩT )).

Dowód tego twierdzenia opiera s¡ na zastosowaniu twierdzenia 15 w celu oszacowania
oscylacji rozwi¡zania na zmniejszaj¡cych si¦ cylindrach, o odpowiednio dobranych pro-
porcjach. Warto tu nadmieni¢, i» gdyby zamiast k1 zde�niowanego w (78) rozpatrywa¢
k w de�nicji tych»e cylindrów, to dowód, naszym zdaniem, wymagaªby dodatkowych
zaªo»e« o no±niku µ, np. suppµ ⊆ [0, 1) - taka byªa pierwotna wersja pracy.

Podsumowuj¡c, istotnymi elementami pracy [H6] s¡:

� dowód sªabej nierówno±ci Harnacka dla sªabych nieujemnych nadrozwi¡za« równa-
nia uªamkowej dyfuzji z ogóln¡ pochodn¡ rozproszon¡, przy zaªo»eniu jednostajnej
eliptyczno±ci wspóªczynników,

� dowód hölderowskiej ci¡gªo±ci sªabych rozwi¡za« powy»szego równania,

� pokonanie trudno±ci zwi¡zanych z brakiem naturalnego skalowania i nielokalno±ci¡
w czasie rozpatrywanego zagadnienia,

� wywnioskowanie hölderowskiej ci¡gªo±ci ze sªabej nierówno±ci Harnacka, co jest
podej±ciem prostszym od tego przedstawionego w [52].
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Omówienie pozostaªych osi¡gni¦¢ naukowo-badawczych

Efekt Berga

[P1] A. Kubica, P. Rybka, Fine singularity analysis of solutions to Laplace equation,
Math. Methods Appl. Sci. 38 (2015), no. 9, 1734�1745.

[P2] A. Kubica, P. Rybka, Fine singularity analysis of solutions to Laplace equation:
Berg's e�ect, Math. Methods Appl. Sci. 39 (2016), no. 5, 1069�1075.

Prace [P1] i [P2] s¡ po±wi¦cone tzw. efektowi Berga, który, na podstawie obserwacji,
byª postulowany w teorii wzrostu krysztaªów (praca z 1938 W.F. Berga [3]). Skrótowo
mówi¡c, efekt Berga polegaª na zaobserwowaniu monotonicznego zachowania si¦ funk-
cji g¦sto±ci soli na powierzchni krysztaªu. W pracy [13] autorzy, prof. Y. Giga i prof.
P. Rybka podj¦li si¦ zadania matematycznego wyja±nienia tego fenomenu. Jego zacho-
dzenie zostaªo wywnioskowane z regularno±ci rozwi¡za« równania Laplace'a w obszarze
zewn¦trznym. Jednak argument zawarty w [13] nie jest konkluzywny. Motywacj¡ do na-
pisania prac [P1] i [P2] byªo wªa±nie zbadanie regularno±ci rozwi¡za« wy»ej wspomnia-
nego zagadnienia. Zacznijmy od sformuªowania pytania (Q): czy u-sªabe rozwi¡zanie
równania Laplace'a w obszarze zewn¦trznym R3 \ Ω, gdzie Ω jest walcem, speªniaj¡ce
staªy warunek brzegowy typu Neumanna na ∂Ω, tj. ∂u

∂n
= const na ±cianie bocznej i

górnym/dolnym kole (l/t/b), jest klasy C1 na R3 \ Ω ? Odpowied¹ twierdz¡ca na po-
wy»sze pytanie, na mocy pracy [13], daje matematyczne uzasadnienie efektu Berga. Na
chwil¦ obecn¡, odpowied¹ na pytanie (Q) nie jest mi znana. Jednak»e w pracach [P1]
i [P2] zajmujemy si¦ zbli»onym zagadnieniem w R2, wskazuj¡c, i» pozytywna odpo-
wied¹ na pytanie typu (Q) jest rzadkim fenomenem. St¡d mo»na domniemywa¢, i» w
R3 matematycznego uzasadnienia efektu Berga nie znajdziemy. Niemniej, jest to wci¡»
kwestia nierozstrzygni¦ta de�nitywnie.

Pytanie (Q) jest tylko z pozoru trywialne. Po pierwsze, z klasycznej teorii regularno-
±ci wiemy, »e sªabe rozwi¡zania równania Laplace'a w obszarach niegªadkich nie musz¡
by¢ regularne. Tutaj, rozpatruj¡c zewn¦trze walca R3 \Ω mamy do czynienia z poten-
cjaln¡ osobliwo±ci¡ rozwi¡za« w otoczeniu kraw¦dzi walca. Pytanie zatem brzmi: czy
ta potencjalna osobliwo±¢ jest faktyczn¡ osobliwo±ci¡, tj. czy wspóªczynnik liczbowy
stoj¡cy przy osobliwej cz¦±ci rozwi¡zania jest niezerowy? Innymi sªowy, sªabe rozwi¡-
zania równania Laplace'a w R3 \Ω mo»emy przedstawi¢ w postaci u = ureg + cs, gdzie

ureg ∈ C1
loc(R3 \ Ω) i s ̸∈ C1

loc(R3 \ Ω), przy czym c ∈ R jest dane pewnym funkcjona-
ªem liniowym zale»nym od danych ∂u

∂n |∂Ω, który z kolei jest zadany w sposób uwikªany i
wymaga znajomo±ci bardzo sªabego rozwi¡zania równania Laplace'a. O tym ostatnim
wiemy jeszcze mniej, ni» o sªabym rozwi¡zaniu, którego regularno±¢ wªa±nie badamy.
Po drugie, dost¦pna teoria (np. [7],[8],[9]) jest zbyt ogólna, nie daje odpowiedzi w przy-
padku szczególnych warunków brzegowych.

Zatem pytanie (Q) sprowadza si¦ do nast¦puj¡cego: (Q̃): czy je»eli ∂u
∂n |∂Ω = const na

l/t/b, to czy c = 0? A mo»e odpowied¹ twierdz¡ca na to pytanie zale»y od pewnych
proporcji wysoko±ci walca do jego dªugo±ci? W pracach [P1] i [P2] pokazano, i» w przy-
padku analogicznego zagadnienia w dwóch wymiarach, zerowanie si¦ cz¦±ci osobliwej
zachodzi jedynie w przypadku odpowiedniej proporcji szeroko±ci do wysoko±ci. Innymi
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sªowy, jest zjawiskiem rzadkim, a dowolnie maªe zaburzenie tej proporcji skutkuje po-
jawieniem si¦ cz¦±ci osobliwej rozwi¡zania i tym samym nie ma mamy do czynienia
z efektem Berga. Dowód tej»e �niestabilno±ci� polega na wnikliwym badaniu bardzo
sªabych (tj. u nale»¡cego do L2 \H1) rozwi¡za« równania Laplace'a w niegªadkim ob-
szarze. W szczególno±ci, badamy przebieg i struktur¦ zbioru poziomic bardzo sªabych
rozwi¡za«, co pozwala na wywnioskowanie pewnych kluczowych informacji dotycz¡cych
zachowania danego w sposób niejawny funkcjonaªu determinuj¡cego wspóªczynnik c.

Warunkowa regularno±¢ rozwi¡za« równa« Navier-Stokesa

[P3] A. Kubica, M. Pokorny, W.M. Zaj¡czkowski, Remarks on regularity criteria
for axially symmetric weak solutions to the Navier-Stokes equations,
Math. Methods Appl. Sci. 35 (2012), no 3, 360-371.

[P4] A. Kubica, A regularity criterion for positive part of radial component
in the case of axially symmetric Navier-Stokes equations,
Dem. Math. vol. 48(1), (2015).

Prace [P3] i [P4] s¡ po±wi¦cone badaniu kwestii regularno±ci sªabych rozwi¡za« rów-
nania Navier-Stokesa (NS). Jak wiadomo, sªabe rozwi¡zania NS dla zagadnienia w
przestrzeni dwuwymiarowej s¡ regularne, natomiast w trzech wymiarach, jest to wci¡»
kwestia nierozstrzygni¦ta (tzw. 6 problem milenijny). Na chwil¦ obecn¡ znane s¡ jedynie
wyniki cz¦±ciowe, jak np. te dotycz¡ce warunkowej regularno±ci. Maj¡ one cz¦stokro¢
nast¦puj¡c¡ posta¢: je»eli u jest sªabym rozwi¡zaniem NS, o którym dodatkowo wiemy,
i» jest w pewniej przestrzeni funkcyjnej, to u jest gªadkie. Najbardziej znanymi warun-
kami tego typu s¡ warunki Serrina (zwane te» warunkami Prodi-�ady»e«skiej-Serrina),
które, zakªadaj¡, i» u ∈ Lp(0, T ;Lq(Ω)), gdzie 2

p
+ 3

q
= 1, q > 3.

Rozstrzygni¦cie regularno±ci ogólnych trójwymiarowych rozwi¡za« równa« NS jest
na chwil¦ obecn¡ poza naszym zasi¦giem, wi¦c analizowane s¡ pewne specjalne klasy
rozwi¡za«. Na przykªad, wiadomo i» rozwi¡zania helikoidalne s¡ regularne [29]. Podob-
nie jest z rozwi¡zaniami osiowosymetrycznymi (AS), o ile skªadowa k¡towa rozwi¡zania
uφ jest zerowa [25], [44], [26]. Przypomnijmy, »e AS rozwi¡zania równania NS (ASNS),
to takie, którego wspóªrz¦dne walcowe ur, uφ, uz i stowarzyszone ci±nienie p nie zale»¡
od k¡ta φ, tj.

u(x) = ur(r, z)er + uφ(r, z)eφ + uz(r, z)ez,

gdzie er = (x1

r
, x2

r
, 0), eφ = (−x2

r
, x1

r
, 0), ez = (0, 0, 1), a (r, φ, z) to wspóªrz¦dne wal-

cowe w R3. Kwestia, czy w przypadku uφ ̸≡ 0 ASNS s¡ regularne równie» nie jest
jeszcze rozstrzygni¦te. Jednak»e mo»emy tutaj otrzyma¢ wyniki dotycz¡ce warunkowej
regularno±ci, a wobec naªo»onego ograniczenia geometrycznego na struktur¦ rozwi¡za«,
spodziewamy si¦ zakªada¢ mniej, ni» w przypadku ogólnym. W istocie, w pracy [34]
pokazano, i» wystarczy naªo»y¢ warunek typu Serrina jedynie na skªadow¡ radialn¡ ur.
Natomiast w pracy [20] otrzymano regularno±¢ sªabych rozwi¡za« przy dodatkowym
zaªo»eniu naªo»onym na skªadow¡ k¡tow¡ uφ ∈ Lp(0, T ;Lq(Ω)), gdzie 2

p
+ 3

q
< 7

4
− 3

q
,

q ∈ (24
7
, 4]. Zauwa»my, »e tutaj 2

p
+ 3

q
< 1, co oznacza, »e norma w przestrzeni

Lp(0,∞;Lq(R3)) nie jest niezmiennicza na naturalne dla równania NS skalowanie, tj.
uλ(x, t) = λu(λ2x, λt). Aby norma w przestrzeni Lp(0,∞;Lq(R3) byªa niezmiennicza
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na powy»sze skalowanie konieczny jest zwi¡zek 2
p
+ 3

q
= 1. Mo»na zada¢ pytanie: czy

s¡ jeszcze jakie± inne niezmiennicze na skalowanie warunki gwarantuj¡ce istnienie re-
gularnych osiowosymetrycznych rozwi¡za« NS? W pracy [P3] otrzymano nast¦puj¡cy
warunek: rdu−

r ∈ Lp(0, T ;Lq(R3), gdzie u−
r to ujemna cz¦±¢ ur, a wykªadniki q ∈ (3

2
,∞),

p ∈ (1,∞), d ∈ (−1, 1) speªniaj¡ równo±¢ 2
p
+ 3

q
+d = 1. Zatem tu rozpatrujemy wagow¡

przestrze« o normie niezmienniczej na skalowanie.

Z kolei praca [P4] po±wi¦cona jest dowodowi analogicznego twierdzenia, z tym »e
tutaj przyjmujemy warunek na dodatni¡ skªadow¡ u+

r . Jednak»e w tym przypadku ko-
nieczne jest jeszcze przyj¦cie, i» r−δ · ruφ ∈ L∞ dla jakiegokolwiek δ > 0. Kluczowym
jest spostrze»enie, i» ten ostatni warunek jest niemal tym, co mamy dla sªabych osio-
wosymetrycznych rozwi¡za«: ruφ ∈ L∞, o ile dane pocz¡tkowe speªniaj¡ ∇u0 ∈ L∞,
ru0φ ∈ L∞. A co najciekawsze, warunek ruφ ∈ L∞ jest niezmienniczy na skalowanie.
Mo»na zatem zada¢ pytanie: skoro sªabe osiowosymetryczne rozwi¡zania NS speªniaj¡
niezmienniczy na skalowanie warunek ruφ ∈ L∞, to przy jakim dodatkowym zaªo»eniu
rozwi¡zanie to b¦dzie regularne? W pracy [P3], w pierwszym podej±ciu otrzymali±my
nast¦puj¡cy wynik: r−δ · ruφ ∈ L∞ dla δ > 1

5
. Mogliby±my powiedzie¢, i» jeste±my w

�odlegªo±ci� 1
5
od regularno±ci ASNS. Dzi¦ki uwagom prof. W. Zaj¡czkowskiego udaªo

si¦ zmniejszy¢ �dystans� do 1
6
. Ta idea �zbli»ania� si¦ do regularno±ci ASNS byªa kon-

tynuowana przez innych autorów. Jednym z ciekawszych rezultatów na tym polu jest
ten otrzymany przez prof. D. Wei [41], wedle którego do regularno±ci wystarczy by

| ln r| 32 ruφ ∈ L∞. Obecnie tego typu rezultatów warunkowej regularno±ci, sformuªowa-
nych w przestrzeniach wagowych, jest bardzo wiele.

Model turbulencji Koªmogorowa

[P5] P. Kosewski, A. Kubica, Local in time solution to Kolmogorov's two-equation
model of turbulence,
Monatsh. Math. 198 (2022), no. 2, 345�369.

[P6] P. Kosewski, A. Kubica, Global in time solution to Kolmogorov's two-equation
model of turbulence with small initial data,
Results Math. 77 (2022), no. 4, Paper No. 163.

W pracach [P5] i [P6] zajmujemy si¦ badaniem istnienia regularnych lokalnych i
globalnych rozwi¡za« nast¦puj¡cego modelu turbulencji zaproponowanego przez A.N.
Koªmogorowa w pracy [18] (równie» w [43])

vt + div(v ⊗ v)− 2ν0 div

(
b

ω
D(v)

)
= −∇p, (80)

ωt + div(ωv)− κ1 div

(
b

ω
∇ω

)
= −κ2ω

2, (81)

bt + div(bv)− κ3 div

(
b

ω
∇b

)
= −bω + κ4

b

ω
|D(v)|2, (82)

div v = 0. (83)
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Zagadnienie powy»sze jest rozpatrywane w obszarze Ω =
∏3

i=1(0, Li) z okresowymi
warunkami brzegowymi i zadanymi warunkami pocz¡tkowymi

v|t=0 = v0, ω|t=0 = ω0, b|t=0 = b0. (84)

O danych pocz¡tkowych zakªadamy, i» istniej¡ dodatnie liczby bmin, ωmin, ωmax takie,
»e

0 < bmin ≤ b0(x), 0 < ωmin ≤ ω0(x) ≤ ωmax. (85)

Jedyne znane wcze±niej rezultaty matematyczne otrzymane dla powy»szego zagadnienia
dotyczyªy istnienia sªabych rozwi¡za« ([5], [32]). W pracy [P5] dowodzimy istnienia
regularnych lokalnych w czasie rozwi¡za« (80)-(84). Dowód opiera si¦ na zastosowaniu
metody Galerkina przy odpowiednio dobranym zagadnieniu przybli»onym. Zaªo»enie
(85) umo»liwia jednostajn¡ kontrol¦ normy w L∞ aproksymacji ω i kontrol¦ od doªu
aproksymacji b

ω
(idea byªa oparta na pracy [32]). Natomiast w pracy [P6] dowodzimy

istnienia regularnych globalnych w czasie rozwi¡za« (80)-(84), przy zaªo»eniu maªo±ci
danych pocz¡tkowych.

Prace [P5] i [P6] stanowi¡ cz¦±¢ rezultatów zaprezentowanych przez dr Przemysªawa
Kosewskiego w jego rozprawie doktorskiej.

Uªamkowe równania ró»niczkowe

[P7] A. Kubica, K. Ryszewska and M. Yamamoto, Time-fractional di�erential
equations�a theoretical introduction,
SpringerBriefs in Mathematics, Springer, Singapore, 2020.

[P8] A. Kubica, K. Pawlak, Characterization of the range of the fractional integral
operator in L2 space,
20 Years of the Faculty of the Mathematics and Information Sciences Warsaw
University of Technology, O�cyna Wydawnicza Politechniki Warszawskiej,
Warszawa, 2022,

Praca [P7] stanowi elementarne wprowdzenie do teorii uªamkowych równa« ró»nicz-
kowcyh zyczajnych jak i cz¡stkowych. Przedstawione jest tutaj podej±cie alternatywne
do tego z prac [H1]�[H3]. Natomiast praca [P8] ma na celu prezentacj¦, ze wszelkimi
szczegóªami, znanego wyniku dotycz¡cego charakteryzacji obrazu caªki uªamkowej Iα

okre±lonej na przestrzeni L2(0, T ).
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Zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych

[P9] A. Kubica, W.M. Zaj¡czkowski, Parabolic system in weighted Sobolev space,
Appl. Math. 34 (2007), 169-191.

[P10] A. Kubica, W.M. Zaj¡czkowski, A priori estimates in weighted space for
solutions of the Poisson and heat equations,
Appl. Math. 34 (2007), 431-444.

[P11] A. Kubica, The Dirichlet problem in weighted spaces on a dihedral domain,
Banach Center Publ. 86 (2009), 207-222.

Prace [P9]�[P11] stanowi¡ cz¦±¢ mojej rozprawy doktorskiej zatytuªowanej Modelowe
zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych obronionej w 2009
roku. Wagi tam rozpatrywane s¡ zwi¡zane z przestrzeniami typu Kondratiev'a, a wi¦c
nie s¡ to Ap-wagi, a same zagadnienia maj¡ swe ¹ródªo w problemach pojawiaj¡cych
si¦ przy analizie osiowosymetrycznych rozwi¡za« równa« Navier-Stokesa. Otó», gdy-
by±my mieli do dyspozycji rozwi¡zywalno±¢ w pewnych przestrzeniach wagowych typu
Kondratiev'a równania ut − ∆u + 1

r2
u = f w R3, gdzie r = (x2

1 + x2
2)

1
2 , to mo»liwe

byªoby wywnioskowanie regularno±ci osiowosymetrycznych sªabych rozwi¡za« NS. Jed-
nak»e wnioski pªyn¡ce z [P9]�[P11], jak i z tez rozprawy doktorskiej, wskazuj¡, i» wy»ej
wspomnianej rozwi¡zywalno±ci nie mamy. Jest to tym bardziej niespodziewany wynik,
gdy» dysponujemy odpowiednimi oszacowaniami a priori (praca [P10]). Zatem mamy
tutaj do czynienia z rzadko spotykan¡ sytuacj¡ w równaniach ró»niczkowych: dyspo-
nujemy oszacowaniami a priori w pewnych przestrzeniach funkcyjnych, ale nie mamy
istnienia rozwi¡za« w tych przestrzeniach. Co wi¦cej, kowymiar obrazu operatora za-
danego przez rozpatrywane równanie jest niesko«czony.

Regularno±¢ rozwi¡za« równania Poissona w obszarach wielok¡tnych

[P12] A. Kubica, The regulatity of weak and very weak solutions of the Poisson
equation on polygonal domain with mixed boundary conditions (part I),
Appl. Math. (Warsaw) 31 (2004), no. 1, 443-456.

[P13] A. Kubica, The regulatity of weak and very weak solutions of the Poisson
equation on polygonal domain with mixed boundary conditions (part II),
Appl. Math. 34 (2007), 431-444

Prace [P12] i [P13] zawieraj¡ wyniki przedstawione w mojej pracy magisterskiej.
Analizujemy tam regularno±¢ sªabych i bardzo sªabych rozwi¡za« równania Poissona
w obszarach wielok¡tnych, przy czym na brzegu zadajemy mieszane jednorodne wa-
runki brzegowe. Dokªadniej, na bokach rozpatrywanego wielok¡ta mamy zadan¡ do-
woln¡ kombinacj¦ warunków brzegowych typu Dirichleta, Neumanna i Robina. Obec-
no±¢ k¡tów i mieszane warunki brzegowe skutkuj¡ brakiem regularno±ci sªabych i bardzo
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sªabych rozwi¡za«. W pracach [P12] i [P13] charakteryzujemy osobliw¡ cz¦±¢ rozwi¡za«,
czyli wskazujemy odpowiedni¡ kombinacj¦ liniow¡ funkcji, zwi¡zan¡ z rozpatrywanym
zagadnieniem, z dokªadno±ci¡ do której, sªabe b¡d¹ bardzo sªabe rozwi¡zanie równania
Poissona, jest regularne, tj. nale»y do H2.

5. Informacja o wykazywaniu si¦ istotn¡ aktywnosci¡ naukow¡ albo artystyczn¡
realizowan¡ w wi¦cej ni» jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji
kultury, w szczególno±ci zagranicznej.

(a) Referaty wygªoszone na konferencjach naukowych

� Modelowe zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych, IV
Forum Równa« Ró»niczkowych Cz¡stkowych, B¦dlewo 2008.

� Linear elliptic and parabolic model problems in weighted spaces, 6th European
Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Gaeta 2009.

� A regularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, The 8th AIMS Conference on Dynamical Systems, Di�erential Equ-
ations and Applications, Drezno, 2010.

� O warunkowej regularno±ci osiowosymetrycznych rozwi¡za« równa« Navier-
Stokesa, VII Forum of Di�erential Equations, B¦dlewo, 2010.

� A regularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, International Summer School: Mathematical Fluid Dynamics, Le-
vico Terme, 2010.

� A regularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, International Congress on Industrial and Applied Mathematics,
Vancouver, 2011.

� O warunkowej regularno±ci osiowosymetrycznych rozwi¡za« równa« Navier-
Stokesa, VIII Forum of Di�erential Equations, B¦dlewo, 2012.

� A Regularity Criterion for An Axially Symmetric Solution to the Navier-Stokes
Equations, 7th European Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Ga-
eta 2012.

� Regularity criteria for axially symmetric weak solutions to the Navier-Stokes
equations, Parabolic and Navier-Stokes Equations, B¦dlewo 2012.

� Local in time solutions of MHD system for bounded and exterior domain, Ma-
thematical Fluid Mechanics: Old Problems, New Trends - a week for Wojciech
Zaj¡czkowski, 2015.

� Local in time solutions of MHD system for bounded and exterior domain,
Asymptotic Problems: Elliptic and Parabolic Issues, Wilno, 2015.

� Fractional di�usion equation, IRSES, IM PAN Warszawa, 2016.

� Fractional di�usion equation, 10th International Conference on Non-Integer
Order Calculus and Its Applications, Biaªystok 2018.

� Fractional di�usion equation, International Congress on Industrial and Applied
Mathematics, Walencja, 2019.

� A self-similar solution to time-fractional Stefan problem, Banach Center, on-
line, 2020.
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� Time-Fractional Di�erential Equations, Chiny, 2020 - zdalnie.

� Kolmogorov's two-equation model of turbulence, Turb1D 2020, zdalnie.

� Hölder continuity of weak solutions to evolution equations with distributed or-
der fractional time derivative, Uªan Bator, 2023, zdalnie.

� A self-similar solution to time-fractional Stefan problem Innovations in Frac-
tional Calculus and Applications to Functional and Biological Materials, Lo-
zanna, 2023.

� A self-similar solution to time-fractional Stefan problem, Equadi�, Karlstad
2024.

(b) Wyjazdy w ramach wspóªpracy naukowej

� University of Pittsburgh, na zaproszenie prof. Giovanni Galdi,
15.01.2014-15.02.2014.

� Charles University w Pradze, na zaproszenie prof. Milana Pokorný,
22-29.09.2014.

� University of Pittsburgh, na zaproszenie prof. Giovanni Galdi,
15.07.2014-14.08.2014.

� University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 6-28.05.2016.

� University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 17.07.2016-11.08.2016.

� University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 11.09.2016-1.10.2016.

� University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 23.11.2016-3.12.2016.

� University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 22.02.2017-
4.03.2017.

� University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 1.04.2017-
12.04.2017.

� University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 19.02.2018-
8.03.2018.

� University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 30.05.2018-
14.06.2018.

(c) Organizacja konferencji

� Nonlocal di�usion problems, nonlocal interface evolution, 1.�3. October 2020,
zdalnie, wspóªorganizator.

� Models involving fractional di�erential equations and their analysis - sympo-
zjum w ramach konferencji ICIAM 2019, Walencja, wspóªorganizator.
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6. Informacja o osi¡gni¦ciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz populary-
zuj¡cych nauk¦ lub sztuk¦.

(a) Opieka naukowa nad doktorantami:

i. Katarzyna Ryszewska, opieka naukowa w okresie 2017-2021, tytuª roz-
prawy: A Semigroup Approach to the Space-Fractional Di�usion and the Ana-
lysis of Fractional Stefan Models, Wydziaª MiNI Politechniki Warszawskiej,
promotor pomocniczy, doktorat obroniony w 2021, wyró»nienie.

ii. Przemysªaw Kosewski, opieka naukowa w okresie 2018-2024, tytuª roz-
prawy: Kolmogorov's Model of Turbulence - Mathematical Analysis, Wydziaª
MiNI Politechniki Warszawskiej, promotor pomocniczy, doktorat obroniony
w 2024.

iii. Karolina Pawlak, opieka naukowa od 2020, promotor pomocniczy, roz-
prawa doktorska w przygotowaniu.

(b) Do±wiadczenie dydaktyczne:

� Wykªady monogra�czne prowadzone na Wydziale Matematyki i Nauk Infor-
macyjnych Politechniki Warszawskiej:

� Analiza harmoniczna,

� Analiza funkcjonalna II,

� Teoria regularno±ci równa« Naviera�Stokesa.

� Warsztaty dla doktorantów prowadzone na Wydziale MiNI Politechniki War-
szawskiej:

� Teoria póªgrup,

� Teoria interpolacji,

� Teoria regularno±ci,

� Ewolucyjne równania caªkowe,

� Metody sªabej zbie»no±ci,

� Przestrzenie Besova.

� Zaj¦cia dydaktyczne prowadzone na Wydziale MiNI Politechniki Warszawskiej
(¢wiczenia):

� Równania ró»niczkowe zwyczajne,

� Równania ró»niczkowe cz¡stkowe,

� Analiza zespolona,

� Analiza funkcjonalna,

� Analiza matematyczna III.

� Opieka nad pracami dyplomowymi: 21 obronionych prac licencjackich oraz 6
obronionych prac magisterskich na Politechnice Warszawskiej.
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7. Dodatkowe informacje

(a) Udziaª w projektach badawczych

� Równania o±rodków ci¡gªych: wªasno±ci i struktura rozwi¡za«, grant MNiSW
nr 1 P03A 021 30, 2006-2009, wykonawca.

� Dyfuzja anizotropowa w ewolucji powierzchni swobodnych,
grant NCN 2011/01/B/ST1/01197, 2011-2014, wykonawca.

� Nonlocal problems of interface evolution, 2017-2023,
grant NCN 2017/26/M/ST1/00700, wykonawca.

(b) Nagrody i wyró»nienia

� 2010 � Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia)
za osi¡gni¦cia naukowe.

� 2016 � Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna III stopnia)
za osi¡gni¦cia naukowe.

� 2017 � Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (Zªota Kreda, I miejsce)
za wyró»niaj¡ce prowadzenie zaj¦¢ dydaktycznych.

� 2018 � Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (Zªota Kreda) za wyró»-
niaj¡ce prowadzenie zaj¦¢ dydaktycznych.

� 2018 � Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia)
za osi¡gni¦cia naukowe.

� 2019 � Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia)
za osi¡gni¦cia naukowe.

� 2022 � Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (Zªota Kreda, I miejsce)
za wyró»niaj¡ce prowadzenie zaj¦¢ dydaktycznych.

� 2022 � Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna II stopnia)
za osi¡gni¦cia naukowe.

(c) Dziaªalno±¢ recenzencka: recenzje dla nast¦puj¡cych czasopism:

Acta Mathematica Scientia, Advances in Di�erential Equations, Advances in Ma-
thematics, Annales Polonici Mathematici, Applicationes Mathematicae, Applied
Mathematics and Computation, Applied Mathematics Letters, Asymptotic Analy-
sis, Computers and Mathematics with Applications, Demonstratio Mathematica,
Electronic Journal of Di�erential Equations, Fractional Calculus and Applied Ana-
lysis, Journal of Applied Analysis, Journal of Dynamics and Di�erential Equations,
Mathematics and Mechanics of Solids, Mathematische Annalen, Mathematische
Nachrichten, Monatshefte für Mathematik, Nonlinear Analysis: Real World Appli-
cations, Proceedings A of the Royal Society of Edinburgh.
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(d) Wska¹niki sªu»¡ce do oceny dorobku naukowego

� Wedªug bazy Web of Science:

� liczba cytowa«: 312,

� liczba cytowa« bez autocytowa«: 299,

� indeks Hirscha: 7,

� indeks Hirscha z wykluczeniem autocytowa«: 7.

� Wedªug bazy Scopus:

� liczba cytowa«: 336,

� liczba cytowa« bez autocytowa«: 322,

� indeks Hirscha: 8,

� indeks Hirscha z wykluczeniem autocytowa«: 8.
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Wykaz osi¡gni¦¢ naukowych albo artystycznych, stanowi¡cych znaczny wkªad w

rozwój okre±lonej dyscypliny

I. WYKAZ OSI�GNI�� NAUKOWYCH ALBO ARTYSTYCZNYCH, O KTÓRYCH
MOWA W ART. 219 UST. 1. PKT 2 USTAWY
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ust. 1. pkt 2b ustawy

Cykl zatytuªowany:

Rozwi¡zania równa« uªamkowej dyfuzji

1. A. Kubica, P. Rybka, K. Ryszewska, Weak solutions of fractional di�erential equ-
ations in non cylindrical domains, Nonlinear Anal. Real World Appl. 36 (2017),
154�182.

2. A. Kubica, M. Yamamoto, Initial-boundary value problems for fractional di�usion
equations with time-dependent coe�cients, Fract. Calc. Appl. Anal. 21 (2018), no. 2,
276�311.

3. A. Kubica, K. Ryszewska, Fractional di�usion equation with distributed-order Caputo
derivative, J. Integral Equations Appl. 31 (2019), no. 2, 195�243.

4. A. Kubica, K. Ryszewska, Decay of solutions to parabolic-type problem with distri-
buted order Caputo derivative, J. Math. Anal. Appl. 465 (2018), no. 1, 75�99.

5. A. Kubica, K. Ryszewska, A self-similar solution to time-fractional Stefan problem
Math. Methods Appl. Sci. 44 (2021), no. 6, 4245�4275.

6. A. Kubica, K. Ryszewska, R. Zacher, Hölder continuity of weak solutions to evolution
equations with distributed order fractional time derivative Math. Ann. 390 (2024),
no. 2, 2513�2592.

II. WYKAZ AKTYWNO�CI NAUKOWEJ

1. Wykaz wyst¡pie« na krajowych lub mi¦dzynarodowych konferencjach na-

ukowych

� Modelowe zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych, IV
Forum Równa« Ró»niczkowych Cz¡stkowych, B¦dlewo 2008.

1



� Linear elliptic and parabolic model problems in weighted spaces, 6th European
Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Gaeta 2009.

� A regularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, The 8th AIMS Conference on Dynamical Systems, Di�erential Equ-
ations and Applications, Drezno, 2010.

� O warunkowej regularno±ci osiowosymetrycznych rozwi¡za« równa« Navier-Stokesa,
VII Forum of Di�erential Equations, B¦dlewo, 2010.

� A regularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, International Summer School: Mathematical Fluid Dynamics, Levico
Terme, 2010.

� A regularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, International Congress on Industrial and Applied Mathematics, Van-
couver, 2011.

� O warunkowej regularno±ci osiowosymetrycznych rozwi¡za« równa« Navier-Stokesa,
VIII Forum of Di�erential Equations, B¦dlewo, 2012.

� A Regularity Criterion for An Axially Symmetric Solution to the Navier-Stokes
Equations, 7th European Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Gaeta
2012.

� Regularity criteria for axially symmetric weak solutions to the Navier-Stokes
equations, Parabolic and Navier-Stokes Equations, B¦dlewo 2012.

� Local in time solutions of MHD system for bounded and exterior domain, Ma-
thematical Fluid Mechanics: Old Problems, New Trends - a week for Wojciech
Zaj¡czkowski, 2015.

� Local in time solutions of MHD system for bounded and exterior domain, Asymp-
totic Problems: Elliptic and Parabolic Issues, Wilno, 2015.

� Fractional di�usion equation, IRSES, IM PAN Warszawa, 2016.
� Fractional di�usion equation, 10th International Conference on Non-Integer Or-
der Calculus and Its Applications, Biaªystok 2018.

� Fractional di�usion equation, International Congress on Industrial and Applied
Mathematics, Walencja, 2019.

� A self-similar solution to time-fractional Stefan problem, Banach Center, online,
2020.

� Time-Fractional Di�erential Equations, Chiny, 2020 - zdalnie.
� Kolmogorov's two-equation model of turbulence, Turb1D 2020, zdalnie.
� Hölder continuity of weak solutions to evolution equations with distributed order
fractional time derivative, Uªan Bator, 2023, zdalnie.

� A self-similar solution to time-fractional Stefan problem Innovations in Fractio-
nal Calculus and Applications to Functional and Biological Materials, Lozanna,
2023.

� A self-similar solution to time-fractional Stefan problem, Equadi�, Karlstad
2024.

2. Organizacja konferencji

� Nonlocal di�usion problems, nonlocal interface evolution, 1.�3. October 2020,
zdalnie, wspóªorganizator.

2



� Models involving fractional di�erential equations and their analysis - sympozjum
w ramach konferencji ICIAM 2019, Walencja, wspóªorganizator.

3. Udziaª w projektach badawczych

� Równania o±rodków ci¡gªych: wªasno±ci i struktura rozwi¡za«, grant MNiSW nr
1 P03A 021 30, 2006-2009, wykonawca.

� Dyfuzja anizotropowa w ewolucji powierzchni swobodnych,
grant NCN 2011/01/B/ST1/01197, 2011-2014, wykonawca.

� Nonlocal problems of interface evolution, 2017-2023,
grant NCN 2017/26/M/ST1/00700, wykonawca.

4. Wyjazdy w ramach wspóªpracy naukowej

� University of Pittsburgh, na zaproszenie prof. Giovanni Galdi,15.01.2014-15.02.2014.
� Charles University w Pradze, na zaproszenie prof. Milana Pokorný, 22-29.09.2014.
� University of Pittsburgh, na zaproszenie prof. Giovanni Galdi,15.07.2014-14.08.2014.
� University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 6-28.05.2016.

� University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 17.07.2016-11.08.2016.

� University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 11.09.2016-1.10.2016.

� University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 23.11.2016-3.12.2016.

� University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 22.02.2017-4.03.2017.
� University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 1.04.2017-12.04.2017.
� University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 19.02.2018-8.03.2018.
� University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 30.05.2018-14.06.2018.

5. Wykaz recenzowanych prac naukowych

przed uzyskaniem stopnia doktora:

� A. Kubica, The regulatity of weak and very weak solutions of the Poisson equ-
ation on polygonal domain with mixed boundary conditions (part I), Appl. Math.
(Warsaw) 31 (2004), no. 1, 443-456.

� A. Kubica, The regulatity of weak and very weak solutions of the Poisson equ-
ation on polygonal domain with mixed boundary conditions (part II), Appl. Math.
(Warsaw) 32 (2005), no. 1, 17-36.

� A. Kubica, W.M. Zaj¡czkowski, Parabolic system in weighted Sobolev space,
Appl. Math. 34 (2007), 169-191.

� A. Kubica, W.M. Zaj¡czkowski, A priori estimates in weighted space for solutions
of the Poisson and heat equations, Appl. Math. (Warsaw) 34 (2007), 431-444.

� A. Kubica, The Dirichlet problem in weighted spaces on a dihedral domain, Ba-
nach Center Publ. 86 (2009), 207-222.

3



po uzyskaniu stopnia doktora:

� A. Kubica, M. Pokorny, W.M. Zaj¡czkowski, Remarks on regularity criteria for
axially symmetric weak solutions to the Navier-Stokes equations, Math. Methods
Appl. Sci. 35 (2012), no 3, 360-371.

� A. Kubica, P. Rybka, Fine singularity analysis of solutions to Laplace equation,
Math. Methods Appl. Sci. 38 (2015), no. 9, 1734�1745.

� A. Kubica, A regularity criterion for positive part of radial component in the case
of axially symmetric Navier-Stokes equations, Dem. Math. vol. 48(1), (2015).

� A. Kubica, P. Rybka, Fine singularity analysis of solutions to Laplace equation:
Berg's e�ect, Math. Methods Appl. Sci. 39 (2016), no. 5, 1069�1075.

� A. Kubica, P. Rybka, K. Ryszewska, Weak solutions of fractional di�erential equ-
ations in non cylindrical domain, Nonlinear Anal. Real World Appl. 36 (2017),
154-182.

� A. Kubica, M. Yamamoto, Initial-boundary value problems for fractional di�u-
sion equations with time-dependent coe�cients, Fractional Calculus and Applied
Analysis, Volume 21, Issue 2 (2018), pp. 276�311.

� A. Kubica, K. Ryszewska, Fractional di�usion equation with the distributed order
Caputo derivative, J. Integral Equations Applications, Volume 31, Number 2
(2019), 195-243.

� A. Kubica, K. Ryszewska, Decay of solutions to parabolic-type problem with di-
stributed order Caputo time derivative, J. Math. Anal. Appl. 465 (2018) 75�99.

� P. Kosewski, A. Kubica, Local in time solution to Kolmogorov's two-equation
model of turbulence, Monatsh. Math. 198 (2022), no. 2, 345�369.

� P. Kosewski, A. Kubica, Global in time solution to Kolmogorov's two-equation
model of turbulence with small initial data, Results Math. 77 (2022), no. 4, Paper
No. 163.

� A. Kubica, K. Ryszewska, A self-similar solution to time-fractional Stefan pro-
blem, Math Meth Appl Sci. 2020; 1�31.

� A. Kubica, K. Ryszewska, M. Yamamoto, Time-Fractional Di�erential Equ-
ations, SpringerBriefs in Mathematics, 2020.

� A. Kubica, K. Ryszewska, R. Zacher, Hölder continuity of weak solutions to
evolution equations with distributed order fractional time derivative, Math. Ann.
390 (2024), no. 2, 2513�2592.

III. Wska¹niki sªu»¡ce do oceny dorobku naukowego

� Wedªug bazy Web of Science:

� liczba cytowa«: 312,
� liczba cytowa« bez autocytowa«: 299,
� indeks Hirscha: 7,
� indeks Hirscha z wykluczeniem autocytowa«: 7.

4



� Wedªug bazy Scopus:

� liczba cytowa«: 336,
� liczba cytowa« bez autocytowa«: 322,
� indeks Hirscha: 8,
� indeks Hirscha z wykluczeniem autocytowa«: 8.

5






