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o przeprowadzenie postepowania w sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego w dzie-
dzinie nauk $cistych i przyrodniczych w dyscyplinie matematyka.

Okreslenie osiagniecia naukowego bedacego podstawa ubiegania sie o nadanie stopnia doktora
habilitowanego

Rozwigzania réwnan utamkowej dyfuzji

Whnioskuje — na podstawie art. 221 ust. 10 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie
wyzszym 1 nauce — aby komisja habilitacyjna podejmowata uchwate w sprawie nadania stopnia
doktora habilitowanego w glosowaniu jawnym.

Zostatem poinformowany, ze: Administratorem w odniesieniu do danych osobowych pozyska-
nych w ramach postepowania w sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego jest Przewodni-
czacy Rady Doskonatosci Naukowej z siedzibg w Warszawie (pl. Defilad 1, XXIV pietro, 00-901
Warszawa). Kontakt za posrednictwem e-mail: kancelaria@rdn.gov.pl | tel. 22 656 60 98 lub w sie-
dzibie organu. Dane osobowe beda przetwarzane w oparciu o przestanke wskazang w art. 6 ust.
1 lit. ¢) Rozporzadzenia UE 2016/679 z dnia z dnia 27 kwietnia 2016 r. w zwigzku z art. 220 -
221 oraz art. 232 — 240 ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku - Prawo o szkolnictwie wyzszym i na-
uce, w celu przeprowadzenie postepowania o nadanie stopnia doktora habilitowanego oraz realizacji
praw i obowiazkéw oraz srodkéw odwotawczych przewidzianych w tym postepowaniu. Szczegdtowa
informacja na temat przetwarzania danych osobowych w postepowaniu dostepna jest na stronie
www.rdn.gov.pl/klauzula-informacyjna-rodo.html
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tut rozprawy doktorskiej:

Modelowe zagadnienia eliptyczne @ paraboliczne w przestrzeniach wagowych,
promotor: prof. dr hab Piotr Rybka, wyrdznienie
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1/2 etatu, Instytut Matematyki i Kryptologii Wojskowej Akademii Technicznej
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Omoéwienie rozprawy:

Rozwigzania réwnan utamkowej dyfuzji

Wprowadzenie

Inspiracja do podjecia badan nad zagadnieniami zawierajacymi utamkowe pochodne
byla wizyta prof. V. Vollera, inzyniera z Uniwersytetu Minnesoty, zaproszonego przez
prof. Piotra Rybke na Wydzial MIM UW w 2015 roku. Profesor Voller od wielu lat
zajmowal sie zagadnieniem transportu energii cieplnej w niejednorodnych osrodkach,
badajac zjawisko nietypowej dyfuzji (anomalous diffusion), ktére moze by¢ zaobserwo-
wane np. w zagadnieniach topnienia. Aby przedstawi¢ doktadniej zagadnienie niety-
powej dyfuzji zacznijmy od rozwazenia ,typowej” dyfuzji (normal diffusion), w ktorej
strumien ciepta w o$rodku € jest proporcjonalny do minus gradientu temperatury, tj.

q(x,t) = —cVT(z,t), (1)

zwanym prawem Fouriera lub ogoélniej, I prawem Ficka. Ograniczmy sie do przypadku
jednowymiarowego, przyjmujac ¢ = 1, czyli

q(z,t) = =Ty(x,t), gdzie x € Q CR. (2)

Niech V' = (a,b) bedzie przedzialem. Przyjmujac zasade zachowania energii cieplnej
wnioskujemy, ze zmiana temperatury w przedziale V' jest rowna réznicy strumieni na



brzegu V, tj.
d

dt Jy

Podstawiajac do powyzszej rownosci, po zastosowaniu podstawowego twierdzenia
rachunku catkowego otrzymujemy réwnanie przewodnictwa ciepta

T(x,t)dx = q(a,t) — q(b,t). (3)

Ti(z,t) — Tpu(z,t) =0 w Q.

Zalozmy, ze Q) jest obszarem wypelnionym woda, a z prawej strony (jestesmy w 1D)
granice {2 stanowi 16d, w ktorym przyjmujemy stata, zerowa temperature. Wtedy, na
skutek ciepta zawartego w wodzie, 16d bedzie ulegal przemianie fazowej, ze statej w
ciekla. Zatem topnienie lodu powoduje, ze obszar ) bedzie sie zmienial w czasie, tj.
Q = Q(t). Jest to przyklad zagadnienia ze swobodna powierzchnia, zwanym klasycz-
nym, jednofazowym zagadnieniem Stefana. Oznaczmy potozenie granicy woda/16d jako
funkcje od czasu x = s(t). Korzystajac z zasady zachowania energii uwzgledniajacej cie-
plo utajone zwiazane z przemiang fazows, po odcatkowaniu przez czesci, otrzymujemy
tzw. warunek Stefana

d
—s(t) = —Tu(s(t), ). (4)

Dodajac warunki brzegowe i poczatkowe otrzymujemy klasyczne, jednofazowe zagad-
nienie Stefana

( Tt(maﬂ_Txm@j?t) =0 w Qs
T,(0,t) = —h(t) dla t>0
T(s(t),t) = 0 dla t>0 5
T(2,0) = uo(x) dla € (0,b) ° (5)
Ls(t) = —Tu(s(t),t) dla t>0
\ s(0) = b

gdzie dane sa nieujemne funkcje ug, h i b > 0, natomiast Qs oznacza zbior {(z,t) :
t >0, 0<z<s(t)}. Zatem niewiadomymi w zagadnieniu Stefana sa funkcja tempe-
ratury T'(x,t) i brzeg swobodnej powierzchni opisany funkcja s(t). Istnienie rozwigzan
zagadnienia (j5)) jest dobrze znane (np. [2], [33], [12]). Ponadto, cechg charakterystyczng
rozwigzan jest to, iz tzw. $rednie kwadratowe przemieszczenie (ang. mean squared
displacement ozn. MSD) jest liniowe wzgledem czasu. Ta wlasnos¢ jest definiujaca dla
typowej/normalnej dyfuzji. W szczegdlnosci, s(t) jest proporcjonalne do t2 ([46]). Jed-
nakze, w niektorych eksperymentach fizycznych obserwujemy odmienng dynamike, np.
w przypadku przyrostu warstwy szronu granica styku réznych faz s(t) jest proporcjo-
nalna do ¢%%%° ([37]). Wiccej przykladow, gdy s(t) ~ t* dla a € (0, 3) (przypadek tzw.
poddyfuzji (sub-diffision)) lub s(t) ~ t* dla a > %) (przypadek tzw. naddyfuzji (super-
diffision)) mozna znalez¢ w pracach [36], [45]. Okolicznosé, iz s(t) =~ t* dla a # 3,
a ogo6lniej, nieliniowos¢ MSD, jest cechy definiujaca nietypowa dyfuzje (anomalous dif-
fusion). Obserwujemy ja w przypadku dyfuzji w osrodkach niejednorodnych. Zatem
zagadnienie typu nie jest adekwatne do opisu zjawisk w wielu o$rodkach niejedno-
rodnych. Powstaje zatem pytanie: jak zmodyfikowa¢ model, tak by opisywal nietypowa
dyfuzje (anomalous diffusion)? W pracy [3I] Metzler i Klafter wskazuja, iz rozszerzenie
zagadnient poprzez wprowadzenie pochodnych utamkowych pozwoli opisac¢ szersza klase
zjawisk. Tym tropem podazyt prof. V. Voller i zaproponowal w pracy [46] nastepujacy



model

DT (x,t) — Tpp(z,t) = 0 w o Qs
T.(0,t) = —h(t) dla ¢>0
T(s(t),t) = 0 dla t>0 (6)
T(x,0) = wug(x) dla z € (0,b) ’
Des(t) = —T,(s(t),t) dla t>0
L s(0) = b

gdzie pochodne czasowe uktadu zostaly zastapione utamkowymi pochodnymi Ca-
puto rzedu « € (0, 1) wzgledem czasu. Przy czym te ostatnie sa zdefiniowane nastepu-
jaco: wpierw okreslamy catke utamkows Riemanna-Liouville’a

I“f(t) = ﬁ/o (t—7)* " f(r)dr dla fe L'0,T), (7)
nastepnie pochodna Riemanna-Liouville’a (RL),
N d o, B 1 d [* Y
00 = G170 = Frmagap [ =) 0, ®

a w kornicu pochodng Caputo

D*1(0) = 0°[f() = FOU) = =y a7 [, =7 U0 = Ok (9)

Pokrotce skomentujmy powyzsze formuly. Otoz, catka utamkowa jest w istocie utam-
kowsa potega calki, tj. dla operatora catkowania

o - | frdr

mozna zdefiniowa¢ utamkowe potegi rzedu a dla a@ > 0, a wtedy (I)* = I* (patrz
[30]). Z kolei pochodna Riemanna-Liouville’a 0% jest operatorem lewostronnie odwrot-
nym do I%, tj. 9*I* = id na L'(0,T). Zatem dziedzing 0 jest obraz I*, ktory, co
jest faktem znanym, jest zadany przy pomocy interpolacji zespolonej odpowiednich
przestrzeni (w przypadku przestrzeni L? wynik ten, wraz ze wszystkimi niezbednymi
faktami pomocniczymi, zostal przedstawiony w [23]). W konicu, pochodna Caputo jest
pewna ,regularyzacja’ pochodnej RL, okreslong tak, by D® znikala na statych funk-
cjach. Tutaj wskazanie dokladnej klasy funkcji, dla ktorej @D jest dobrze zdefiniowana,
nie jest trywialne, jednakze, w wielu przypadkach wystarczy ograniczy¢ sie do klasy
funkcji absolutnie ciggtych, a wtedy formuta @D moze by¢ zapisana nastepujaco

1 ! o g
)/O(t—T) f(n)ydr dla fe AC. (10)

D) = 1" = 5=y

Przejdzmy do omoéwienia prac [H1[-|H6].

Omowienie pracy [H1]

Praca [H1]| stanowila pierwszy krok w badaniu zagadnienia (6). Inspiracja tutaj bylo
podejscie do zagadnienia przedstawione w [2], ktore sktada sie z nastepujacych
krokow:



(a) rozwiazanie (5)1—(b)a w przypadku ustalonego s(t),

(b) uzasadnienie odpowiedniej regularnosci rozwiazan (5)1—(f)s, w szczegolnosci cia-
glosci az do brzegu, by mozliwe bylo zastosowanie stabej i mocnej zasady maksi-
mum, a w koncu i lematu Hopfa,

(c) sformutowanie zagadnienia na punkt staly, ktorego rozwiazaniem jest swobodna
powierzchnia s(t).

Praca [H1] jest poswiecona konstrukeji stabych rozwiazan zagadnienia (6))1—(6)4 przy
ustalonym s(t), o ktorym zakladamy, ze s’ > 0. Na wstepie pojawiaja sie tu nastepujace
trudnosci:

e obszar (), nie jest cylindryczny

e pochodna Caputo D*T'(z,t) uwzglednia wartosci T'(x,7) dla 7 < t (tzw. efekt
pamieci), ale jednoczesnie nie mozemy ,wyjs¢” poza

Qst={(z,7): 0<z<s(r), 0<T <t}
Zatem w tej sytuacji pochodna Caputo definiujemy nastepujaco

1 2 fo (x,7)dr gdy x < s(0)
Déu(x,t) = (11)
e f J(t = 7)Yz, 7)dr  gdy x> s5(0),

gdzie przyjmujemy, ze s~ '(z) = max{t : s(t) = z} gdy z > s(0) i s7!(z) = 0 gdy
z € [0,s(0)]. Analogicznie wprowadzamy catke utamkowa

Iou(z, t) i Jo(t =7 tu(a, T)dr gdy @ < s(0) (12)
s U, -
ﬁ fst—l(x)(f — 1)z, T)dr  gdy x> s(0).

Wtedy otrzymujemy posta¢ DSu uzyteczna w stabym sformutowaniu zagadnienia

d -

(e, 1) - To()].

W przypadku pochodnych rzedu catkowitego, zagadnienia w obszarach niecylindrycz-
nych mozna sprowadzi¢ stosowna zamiana zmiennych do zagadnienia w obszarze cy-
lindrycznym. Jednakze w przypadku pochodnych rzedu utamkowego, taka redukcja nie
prowadzi do obiecujacego zagadnienia i tym samym pomyst ten, od razu na wstepie,
zostal zarzucony.

Diu(x,t) =

Konstrukcje stabych rozwigzan dla zagadnienn ewolucyjnych przedstawit prof. R. Za-
cher w pracy [49]. W przypadku pochodnej RL opiera sie ona na regularyzacji 0%u przy
pomocy aproksymacji Yosidy, mianowicie, zapisujac 0% w postaci

d 1

0°f(t) = dt(k* @), k() = F(l——a)t_a’

(f * 0)(t /ft—T

5

gdzie



wprowadza sie cigg nieujemnych, nierosngcych funkeji {k,} € Wh'([0,00)) taki, ze

loc
kn = k w Lj,,([0,00)) (kn okreslone sa warunkiem =k, + [ % k, = 1, gdzie [ spelnia
kxl = 1). Wtedy, jezeli dziedzine operatora u — Bu = %(k xu) okreslamy nastepujaco
(str. 4 [49])

D(B)={u€ L*(0,T;H): kxuec H(0,T;H)},

gdzie H to przestrzen Hilberta, natomiast zero w dolnym indeksie oH' oznacza zero-
wanie sie funkcji w zerze, to

B,u=nB(n+ B) 'u= %(kn ku) — %(k xu) w L*0,T; H). (13)
Taka regularyzacja zagadnienia umozliwia zastosowanie ogoélnej teorii zagadnien ewo-
lucyjnych (patrz [35]), ktora po uzyskaniu stosownych oszacowari a priori daje istnienie
stabych rozwiazan. Jednakze w przypadku pochodnej RL 02 f := %];*af, liczonej w
obszarze niecylindrycznym, powyzsze jadro k zalezy roéwniez od x, co uniemozliwia
zastosowanie podejscia przedstawionego w [49).

Zatem praca [H1| jest proba wypracowania stosowalnej metody dzialajacej w przy-
padku pochodnych utamkowych typu D¢ w obszarach niecylindrycznych. Zastosowano
tutaj metode Galerkina, ktora standardowo sklada sie z trzech krokow:

(i) konstrukeji rozwiazan przyblizonych,
(ii) oszacowania a priori,

(iii) przejscie do granicy w zagadnieniu przyblizonym.

Krok (ii) jest zazwyczaj kluczowy i od niego rozpocznijmy. Aby uzyskaé¢ odpowiednie
oszacowania, czesto wystarcza testowaé badany uktad potencjalnym rozwiazaniem. Tu-
taj konieczne bedzie oszacowanie od dotu odcatkowanego wyrazenia D%u(zx,t) - u(x,t).
Przypomnijmy, ze w przypadku pochodnej rzedu catkowitego mamy oczywistg rownosé
Lu-u = $%|ul?, natomiast w wyrazeniu Du(z,t) - u(z,t) pierwszy czynnik zalezy od
wartosci u(x, 7) dla 7 € (s7'(x),t), a drugi to tylko u(z,t). Ta wlasno$é¢ czyni wspo-
mniane wyzej oszacowanie od dotu nietrywialnym. Ponadto, determinuje ono pewnga
regularnosé s(t) i klase funkgji, dla ktorej zachodzi. Mianowicie, przy zalozeniu ze

tt'd(t) € C([0,T)) (14)
otrzymano nastepujacy lemat

Lemat 1 (Lemma 3.1 [H1]). Niech u bedzie ciggle na Q1 i takie, ze t'*u;, € C'(Qs1).
Wtedy, dla kazdego t € (0,T) zachodzi nastepujgce oszacowanie,

D"ty + iy uent) = w0

1 S(t) 1 —a —1 2
Ti-a /b [t =7 (@] fulz, ) — u(z, s (2))[Fdz
s(t)

<2 i Déu(x,t) - u(x, t)dx + m/o (t — 1) u(s(7), 7)*$(7)dr. (15)



Dowod lematu 3.1 [H1| pokazuje, iz w istocie mamy réwnos¢. Ponadto, jezeli u spelnia
warunek typu (63, to z (15) otrzymujemy

-«

t  ps(r) t
l—a 2 « 2
P oy <2 [ [ D) ule.m)dadr + ol

co jest kluczowym oszacowaniem w metodzie Galerkina (jest to odpowiednik oszaco-
wania z lematu 2.1 [49] w przypadku niecylindrycznego obszaru).

Zatem warunek t'~%u, € C (m) determinuje klase funkcji, do ktorej powinno nalezec
rozwiazanie przyblizone. Dodatkowa trudnoscia jest tu niecylindrycznos$¢ obszaru Qs r,
ktorej skutkiem jest zalezno$é¢ funkeji bazowych w metodzie Galerkina od ¢. Natural-
nym wyborem funkeji bazowych {¢,} dla ukladu (6) (po ujednorodnieniu warunku
brzegowego typu Neumanna) jest rodzina funkcji wtasnych zdeterminowana zagadnie-
niem

~Ppaz(,1) = X2 () on(,1), 0nz(0,8) =0, @u(s(t),t) =0.
Wtedy, dla kazdego t € [0, T, rodzina {p,(-,t) }nen jest uktadem ortogonalnym zupel-
nym w L%(0, s(t)). Jej zaleznos¢ od ¢ jest istotna trudno$cia w kolejnych krokach.
Rozwigzania przyblizonego zagadnienia @17@4 poszukujemy w postaci

m

Un(Z,t) =) Chm(t)pn(z,t). (16)

n=0

Podstawiajac do stosownej wersji stabej postaci zagadnienia @1*@4 otrzymu-
jemy

/Ot(t —7) "%, (T)dT + /Ot(t Bt (r)dr

+/0 (t —7)7D(7, t)cn(T)dT + E(t)cm(t) = G5(1), (17)

gdzie ¢, () = (com(t), - - -, Cmm(t)) jest szukanym rozwiazaniem, a B, D i E sa pewnymi
funkcjami o wartoéciach macierzowych, przy czym

s(7)
B(1,t)p, = / on(x,7) [pr(z,t) — op(z,7)]de  dla 0<7<t<T.
0

Poczynione zalozenia o s(t) skutkuja tym, iz dominujacym wyrazeniem w jest
to pierwsze. Zatem w celu rozwiazania zapisujemy je w postaci

t T t .
_ a 5(p) ~
Cm(t) = e (0) — ca/ (t—7) 1/ (1 —p)"*B(p,7)c, (p)dpdr — / @Dcm(p)dp
0 0 o s(p)
t T . t
—ca/ (t—T)‘”/ (T—p) " D(p, T)Cm(p)dpdf—ca/ (t=7)" T E(T)cn(T)dr+caI*GE (1),
0 0 0
N (18)
gdzie B, D, D i E s3 pewnymi funkcjami o wartosciach macierzowych. Tutaj zaczyna

sie zasadnicza matematyczna czesé pracy [H1|, w ktorej dowodzimy istnienia rozwigzan
(18) w przestrzeni

X(T) = {ce C' (0, T);R™) : ¢(0) = c,(0), '~ (t) € C([0,T);R™)} (19)

7



Wyposazonej w norme

tl—oz

el xcry = llelleqom + 11 o)

Przyjrzyjmy sie tylko pierwszym wyrazeniom z

(Pe)(t) == c(0) — ca / (t — ) / (7 — p) By, 1), (p)dpdr

Istnienia rozwigzan dowodzimy korzystajac z twierdzenia Banacha o punkcie sta-
tlym. W tym celu nalezy uzasadni¢, ze P; jest dobrze zdefiniowane na X(7), a na-
stepnie, iz jest kontrakcja. Obie wlasnosci sa, moim zdaniem, nietrywialne i ztozone
rachunkowo. Cze$¢ z tych technicznych wynikow zostala uzasadniona w dodatku do
pracy. Na uwage zastuguje Lemat A.4, ktory gwarantuje holderowska cigglosé funk-
cji t =t (I f)(t) = oD f(t) € C%([0,T)), przy zalozeniu f € AC[0,T]
itlmof e L>(0,T). To kluczowa wlasnos¢ wykorzystywana w konstrukcji rozwigzan
przyblizonych.

Dalsza cze$¢ pracy jest juz bardziej standardowa. Majac zdeterminowane wspotczyn-
niki ¢, robwnaniem okreslamy rozwiazanie przyblizone v, przez , a nastepnie
otrzymujemy oszacowania korzystajac z . Oszacowania, otrzymane w odpowied-
nich przestrzeniach, pozwalaja wybraé¢ podcigg stabo zbiezny, a przejscie do granicy w
tozsamosci definiujacej rozwiazania przyblizone prowadzi do zasadniczego twierdzenia
pracy [H1|:

Twierdzenie 1 (Tw. 1.1 [H1|). Zaldzmy, ze T > 0, a € (0,1) i s(t) jest ustalong
funkcjq takq, ze s'(t) > 0 i s(t) spetnia . Niech f € L*(Qs7), h € C*[0,T]) i
ug € L*(0,0), gdzie b > 0. Wiedy istnieje u(x,t) stabe rozwigzanie zagadnienia

Dou(z,t) = uge(z,t)+ f(z,t), gdy O0<xz<s(t), 0<t<T,
—u,(0,t) = h(t), gdy 0<t<T, (20)
u(s(t),t) 0, gdy 0<t<T,

u(z,0) = wup(z), gdy 0<z<b=s(0),

~

czyli u,u, € L*(Qs1) @ u(z,t) spelnia nastepujacq tozsamosé catkowq

— Isl_a[u(x, t) — to(x)]p(x, t)dadt + / Uz (2, )y (x, t)dxdt
QS,T QS,T

:/ h(t)p(0,t)dt + f(z, t)p(x, t)dedt
0 Qs,T

dla kazdej funkcji ¢ € CY(Qsr) takiej, ze p(x,T) =0 dla x € [0,s(T)] i p(s(t),t) =0
dla t € [0,T].

Podsumowujac, istotnymi elementami pracy [H1| sa:

e zastosowanie metody Galerkina do obszaru niecylindrycznego i konstrukcja roz-
wiazan przyblizonych, istotnie powiazanych z regularnoscia s(t),

e techniczny lemat A.4 gwarantujacy holderowska cigglosé funkeji t1=2 (1 f') (1),

e wprowadzenie przestrzeni X (7'), jako uzytecznej w zagadnieniach z pochodna
utamkowsg. Co istotne, rozwigzanie zagadnienia Stefana zostalo wtasnie skonstru-
owane w tej przestrzeni [19],



e modyfikacja konstrukcji stabych rozwiazan, polegajaca na tym, iz zamiast regulary-
zowaé D aproksymacja Yosidy, konstruujemy odpowiednio regularne rozwiazania
przyblizone, pozostawiajac niezmieniong pochodna utamkowa. Pomyst ten zostal
wykorzystany w pracach [H2] i [H3].

Omowienie pracy [H2]

W zastosowaniach inzynierskich pochodna Caputo jest cze$ciej stosowana niz po-
chodna Riemanna-Liouville’a, przynajmniej z dwéch powodéw: po pierwsze, pochodna
RL 7 funkcji statych jest niezerowa (0*1(t) = F(ll_a)t_a), a po drugie: klopotliwe jest
okreslenie warunkéw poczatkowych. Mianowicie, rozpatrzmy réwnanie 0w = g, gdzie
g € LY(0,T). Wtedy funkcje w = I%g + bt* ! dla b € R sa rozwiazaniami, ale dla
b # 0 nie jest okreslona warto$¢ wp—o. Mozna zamiast wartosci w zerze rozpatry-
waé granice tl’o‘w|t:0 = b, ale nie jest to, w sensie inzynierskim, warto$¢ mierzalna.
7 tego powodu w zastosowaniach pochodna RL jest zastepowana pochodng Caputo
D2w(t) = 0%[w(-) —w(0)](t), ktéra nie ma powyzszych dwoch klopotliwych whasnosci.

Skoro pochodna Caputo coraz szerzej znajduje zastosowanie w naukach inzynierskich,
to warto rozwija¢ czysto matematyczna teorie z jej uwzglednieniem. W pracy [H2]
rozwazamy zagadnienie

D% = Lu+ f, (21)

gdzie L jest ogdlnym operatorem jednostajnie eliptycznym, przy czym rozwigzanie ma
spetnia¢ zadany warunek poczatkowy

U= = Uo- (22)
Zatem naturalnym jest przyjacé, iz
D% = 0%u(-) — up=o] = 0[u(-) — o],

1 rozpatrywaé¢ rOwnanie
0%[u(-) —uo] = Lu + f. (23)

W pracy [49] (wniosek 4.1) pokazano, iz przy stosownych warunkach brzegowych, dla
kazdego f € L? i dla kazdego uo € L? istnieje dokladnie rozwiazanie (23). Rodzi sie
tutaj pytanie: czy up—o = uo? Autor w [49] pisze (str. 2): ,ug moze byé traktowane
jako warunek poczgtkowy, przynajmniej w stabym sensie. Jezeli %(t_o‘ s [u(-) —upl) jest
ciggle, to up—o = wug.” Jednakze brak jest odpowiedzi, co w sytuacji, gdy to zaloze-
nie nie jest spelnione. Zauwazmy, ze f i up jednoznacznie determinujg rozwigzanie wu.
Zatem jaki jest zwiazek u;—o z f i ug? Te pytania byly istotng motywacja do pod-
jecia rozwazan przedstawionych w pracy [H2|. Z drugiej strony mozna zada¢ pytanie:
czy procedura konstrukcji stabych rozwiazan przedstawiona w pracy |H1| umozliwia
podnoszenie regularnosci rozwigzan? Przypomnijmy, iz wcigz otwarta jest kwestia re-
gularnosci rozwigzan @1*@4- Zatem warto wpierw rozwazy¢ te kwestie w przypadku
cylindrycznego obszaru, i temu po$wiecona jest praca [H2].

Omawianie pracy [H2| zacznijmy od przytoczenia uwagi (str. 280 [H2]) dotyczacej
O-wymiarowego zagadnienia. Mianowicie, rozwazmy ulamkowe réwnanie rézniczkowe
(FODE)

D*w(t) = f(t) dla te (0,T), wy=o = a. (24)
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Mozemy zapisa¢ powyzsze zagadnienie w postaci

0%[w(-) — al(t) = f(t). (25)

Wtedy, np. dla o € (3, 3) mozemy dobra¢ f € L*(0,T) takie, ze 0°f ¢ L*(0,T) (np.
fat) = t% dla 8 € —%,—a)), dla ktorego kazde rozwigzanie w klasie funkcji

catkowalnych jest nieciagle w zerze, mianowicie lim w(t) nie istnieje. W szczegolnosci
t—0t

warunek wy—o = a nie jest spetniony, zatem lewa strona (25 nie jest pochodng Caputo.
Na mocy wezesniejszych uwag catkowalne rozwiazanie (25)) jest postaci w(t) = a +
btet + I°f(t), gdzie b € R jest dowolne. Stabe rozwiazania sa konstruowane w L2
zatem koniecznie w tym przypadku b = 0. Nie zmienia to jednak faktu, ze dla f jak
powyzej, granica tl_i)r[% w(t) = tl_i>10n+ a-+ 1% f(t) nie istnieje. Te trudnosci skutkuja dwoma

=

—~

odmiennymi podej$ciami do pochodnej Caputo: pierwsze, klasyczne, (przedstawiane np.
w przez prof. M. Yamomoto w [22]) bazujace na (24)), i stabe, przedstawione np. w [49]
bazujace na . W pracy [H2| sktaniamy sie do tego ostatniego, szukajac dodatkowych
warunkéw na f, takich by rozwigzania spelniaty (24).

Zwroémy uwage na jeszcze jeden nowy aspekt zwigzany z pochodnymi utamkowymi.

Zapiszmy W postaci
0%w(t) — ad*1(t) = f(t),

czyli
'l —a)t*0%w(t) —a =T(1 — a)t*f(t).

Mamy trzy mozliwosci: granica prawej strony, przy t — 07, jest zerowa, niezerowa lub
nie istnieje. Wtedy odpowiednio, granica t*0“w(t): zalezy tylko od a, zalezy rowniez od
zachowania f(t) w otoczeniu zera lub nie istnieje (z tym ostatnim przypadkiem mamy
do czynienia dla powyzszego f5). To zupelnie odmienna sytuacja od tej, z ktoéra mamy
do czynienia z przypadku klasycznych zagadnien.

W pracy [H2| pokazujemy, ze przy pewnych dodatkowych warunkach nalozonych na
f, slabe rozwigzania spetniaja, w pewnym sensie, warunek uj—o = uo. Zanim
przejdziemy do omoéwienia tego wyniku, przedstawmy konstrukcje stabych rozwiazan,
bazujaca na ideach zawartych w [H1|.

Zalozmy, ze T < 0o i Q0 C R¥ jest ograniczonym obszarem o gltadkim brzegu, N > 2
i rozpatrujemy zagadnienie

Dw = Lu+f w QF:=Qx(0,7T),

Ugo = 0 dla te (O,T), (26)
Ut=0 = Uo w Q,
gdzie
N N
Lu(z,t) =Y Oi(ai;(z, )0u(z,t) + > bi(x, )0ulx,t) + el ,hu(z,t),  (27)
i,j=1 j=1

jest ogoélnym operatorem eliptycznym. O L zakladamy, ze jest jednostajnie eliptyczny,
tj. istnieja dodatnie state A\, A takie, ze

N
MNP <Y (@, )68 < AEPP dla E€RY, te(0,T). (28)

ij=1
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Zdefiniujmy za prof. R. Zacherem [49] przestrzen
W (ug, Hy (), L*(Q)) = {u € L*(0,T; Hy(Q)) : I'*(u—ug) € oH'(0,T; H1(Q))},

gdzie zero w dolnym indeksie o H' oznacza zerowanie si¢ funkcji dla t = 0. W pracy [49]
przedstawiono konstrukcje stabych rozwigzan oparta na aproksymacji Yosidy operatora

D%u(x,t) = %[10‘[u(m, ) — up(2)](t) (29)

i zastosowaniu teorii operatorow ewolucyjnych przedstawionej w [35]. Natomiast w
pracy [H2| otrzymujemy analogiczny rezultat, przy czym wykorzystujemy tutaj idee
zawarte w pracy |[H1|. Mianowicie, operator pozostawiamy niezmienionym, ale
rozwigzan przyblizonych poszukujemy w odpowiedniej przestrzeni. Otrzymalismy na-
stepujacy rezultat:

Twierdzenie 2 (Tw. 1.2, [H2|). Zaloimy, ze a € (0,1), T > 0, ug € L*() i

f e L*0,T; H*(Q)). Niech zachodzi (@) i dla pewnych py,ps € [2,255) mamy

be L>(0,T; Lz (Q)), ce L>(0,T; L2 (Q)). Wtedy istnieje doktadnie jedno stabe
rozwigzanie u € W (ug, H} (Q), L*(Q)) zagadnienia @, tj. u spetnia nastepujgcq toz-
samosé catkowq

d

1—a
pr QI [u(x,t) — uo(z d:L’—i—Z/a” x,t)0ju(z, t)0ip(x)dx

4,j=1

=3 [ bt 00utatip@is + [ ol duta e+ (0.0

Q

dla wszystkich ¢ € H}(Q) i p.w. t € (0,T).

Ponadto, u spetnia oszacowanie
||Il_a(u - UO)HHI(O,T;Hfl(Q)) + ||u||L2(O,T;H3(Q)) + HUHH%(O,T;L%Q))

<C (HU0HL2(Q) + | fllz2 0, T-H—l(Q)))

dzie C zalezy tylko od o, , \, T ||b
g y ty p 181, 22 gy 1N e mn 25

W koricu, jezeli a > 3, to u € C([0,T); H () i up—o = uo.

Dowdd powyzszego twierdzenia jest oparty na metodzie Galerkina. Pierwszym krokiem
jest konstrukcja rozwigzan przyblizonych, ktorych poszukujemy w postaci

)= conlt)pi(), (30)

gdzie {p,(7)}nen tworza baze ortonormalng L?(€2) i sa okreslone jako wektory wlasne
zagadnienia —Ap, = A\ppn W 21 9y 9q = 0. Nastepnym krokiem jest zregularyzowanie,
po czasie, operatora L i prawej strony f (o wspolczynnikach a;; zakladamy tylko, ze
sa istotnie ograniczone). Podstawiajac do zregularyzowanego zagadnienia

a,n _ Tn,n n T
{Du-Lu—i—f w o Q (31)

— n
Ujt=0 = U w o €,
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otrzymujemy uktad determinujacy wspotczynniki ¢, x(t), ktory mozna zapisa¢ w postaci
Cn(t) = cno + 1%(A"c,) + T°F™(t) (32)

dla pewnej funkcji ﬁ"(t) o warto$ciach macierzowych. Rozwigzan poszukujemy w
przestrzeni

X(T) = {ce C'((0,T};R") : ¢(0) = con, t' 2 (t) € C([0,T];R™)} (33)

wyposazonej w norme ||c|| x(ry = ||¢llcom + |17 ||cpo,r)- Istnienie rozwiazan (32) (Le-
mat 3.1 [H2|) jest wywnioskowane z twierdzenia Banacha o punkcie stalym i sprowadza
sie do elementarnego wykorzystania faktow i nier6wnosci z pracy [H1] (w szczegolnosci
Lematu A.4).

Majac juz zdefiniowane rozwiazania przyblizone przechodzimy do oszacowan. Tu-
taj ponownie bazujemy na ideach zawartych w pracy [H1] i otrzymujemy nastepujaca
tozsamos¢ catkows (to analog oszacowania z lematu 2.1 [49])

Lemat 2 (Lem. 4.1 [H2|). Zatozmy, ze w € L*(QT) i
w(zr,-) € AC[0,T) dla z€Q i t'™w, € L=(Q").
Wtedy
a

Da||w(-,t)|]%2(m + m/o (t — 7)ot /Q \w(x,t) —w(z, 7)|*dedr

1 —a — wlr 21’: “olx cwlx €T
el /Q|w(x,t) (2,0)d Q/QD (2, ) - wlz, t)de.

Nastepnie testujemy przyblizony uktad jego rozwigzaniem i dostajemy nier6wnosé

[ n >\ n n 1
D" )l[z2e) + 510" (5 B)l1z20) < An(@lu" (Ol 22 + 12 C D100 (34)

gdzie h,(t) jest pewna funkcja istotnie ograniczong zalezng od danych. Z natych-
miast mamy

e n n 1
D" (- )l[z2g@) < POl (5 D22 + S 11 C O,

co na mocy pewnej wersji nieréwnoéci typu Gronwalla daje oszacowanie prawej strony
. Nastepnie, po odcatkowaniu i wykorzystaniu wczeSniejszego lematu otrzy-
mujemy

Lemat 3 (Lem. 4.2 [H2|). Dia kazdego t € [0,T] i n € N, rozwigzanie przyblizone u"
spetnia oszacowanie

—Q n Q ! T —— n n
I'u ('7t)‘|%2(9) +m/0 /0 (71— )" u"(-,7) —u (~,5)H%2(Q)dsd7

1 ¢ ) t
- —Q ne. _ n(. d >\ D ng, 2 d
F(l—a)/o P (1) — ()2 dr + /o” a7 By

+

t
<G (Hulfay + [ 11CDBrosandr +5.). (35)
0
gdzie Cy zalezy od L 1T, a 6, — 0 jednostajnie wzgledem t, gdy n — oo.
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Powyzsze oszacowania gwarantuja prezwartos¢ ciaggu u” w odpowiednich stabych topo-
logiach, co umozliwia przejscie do granicy w zagadnieniu przyblizonym i tym samym
otrzymujemy stabe rozwigzanie zagadnienia (26)).

Nastepnie, jednoznacznos¢ stabych rozwiazan jest oparta na stwierdzeniu otrzyma-
nym przez prof. M. Yamamoto.

Stwierdzenie 1 (Prop. 6.10 [H2]). Niech w € AC[0,T] i o € (0,1). Wtedy zachodzi

rownosé . | )‘
w(t
o%w t)dt = drdt
/o (t) - w / / |t _ 7—|1+a T

;ﬁ/o (T = £ + ] w(t) Pt

W szczegdlnoset, dla t € (0,T) mamy nieréwnosé
0%w d > d
[ i 2 st [ ot

Wykorzystanie powyzszego, po ostabieniu zalozen (wniosek 6.1 [H2]) daje jednoznacz-
nos$¢ stabych rozwigzan.

W koricu, cigglo$é w chwili poczatkowej i spelnianie warunku poczatkowego przez stabe
rozwigzanie wynika z nastepujacego stwierdzenia.

Stwierdzenie 2 (Stw. 6.7 [H2|). Zaldzmy, ze X jest przestrzeniq unormowang, u €
LY0,T;X), p € (1,00) @ L(I'*[u — ug)) € LP(0,T;X) i I'*[u — up)(0) = 0. Jezeli
a € (%, 1], touw € C([0,T]; X) i u(0) = uy.

Tym samym dowdd twierdzenia [2] jest zakonczony.

Przejdziemy teraz do omoéwienia wyniku dotyczacego cigglosci stabych rozwigzan w
chwili poczatkowej. Twierdzenie to jest uzasadnione w przypadku L = A, niemniej
wydaje sie, ze po pokonaniu pewnych trudnosci technicznych, dowod ten moze by¢
wykorzystany dla szerszej klasy operatorow. Zacznijmy od wprowadzenia oznaczen

k—1

Hk:{wGHk(Q): A“wag:()dlaa:(),l,...,{T}}, (36)

natomiast (ﬁk)* oznacza przestrzen dualng do H*. Otrzymali$my nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 3 (Tw. 1.3 [H2|). Zaldzmy, ze uo € L*(Q), f € L*(0,T; H () i u jest
stabym rozwigzaniem (@) dla L = A danym w twierdzeniu . Wtedy

o jezeli o« > %, to I'*[u — ug] € oH'0,T;H Q) i u € C([0,T); H (),
Ujt=0 = Uo;
o jezeli a = 3 i dodatkowo (‘ﬁfﬁ LP(0,T; (H?)*) dla pewnego p € (1,2), to u—uy =
Iliza[u - UO] € OWLP(Oa Ta (H3>*) tu€ C([07T]a (H3>*)7 U\t:o = Up-
Jezeli a € (0,3) i k € N jest nagmniejszq liczbg takg, ze 5 < (k+ 1)a <1, to
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o jezeli 3 < (k+ 1) i dodatkowo 0™ f € L* (0, T; (Hzm“)*) dlam=1,...,k, to
L=y, — yo] € L2 (0, T; (H%“)*) iueC([0,T] (F_I%“)*), Ujp—o = Uo,

o jezeli 1 = (k+ l)a i dodatkowo 0™ f € L*(0,T; (H*™)") dla m = 1,....k,
okt f e L (0,T; (H**3)*) dla pewnego p € (ﬁﬂ), to I'—+Dafy — yg] €
oW (0,75 (H*+1)") iu e C ([0,T); (H**1)"), upeo = uo.

Dowod tego twierdzenia wymaga uzyskania dodatkowych oszacowan podnoszacych re-
gularno$¢ po t. Jest to robione na poziomie rozwigzan przyblizonych w konstrukcji
stabych rozwiazan. W skrécie, idee tego argumentu mozna przedstawié tak: réznicz-
kujemy zagadnienie przyblizone pochodna RL rzedu « i z lewej strony rownania
otrzymujemy pochodnag Caputo rzedu 2a. Jezeli 2a > %, to mozemy skorzystaé¢ ze
stwierdzenia po wezesniejszym oszacowaniu prawej strony zawierajacej 0%u” (tu
korzystamy z oszacowan dla stabych rozwigzan). Jezeli 2a0 < %, to ponownie ro6znicz-
kujemy zagadnienie przyblizone pochodna RL rzedu « i z lewej strony réwnania
otrzymujemy pochodng Caputo rzedu 3a. Jezeli 3a > %, to korzystamy ze stwierdze-
nia [2} a prawg strone réwnania szacujemy korzystajac z wczesniejszego kroku. Proces
ten mozemy kontynuowac, o ile odpowiednie zatozenia sa spelnione. Oczywiscie wynik
ten jest daleki od optymalnosci, ale zarysowana idea wydaje si¢ by¢ warta dalszych
badan.

Ostatni wynik przedstawiony w pracy |H2| dotyczy istnienia regularnych rozwiazan

zagadnienia . Otrzymano nastepujacy wynik.
Twierdzenie 4 (Tw. 1.4 [H2]). Zaldzmy, ze uo € HY(Q), f € L*(0,T; L*(Q2)), (28)

2
zachodzi i max; j ||Vaj || peoory < 00, b€ L>(0,T; Lo (Q)) dla pewnego py € [2, ]\QI—J_VQ)

ice L>(0,T,; L%(Q)) dla pewnego py € [2,4] N [2, 2X). Wtedy zagadnienie ma

' N—2
doktadnie jedno rozwigzanie u € L*(0,T; H*(Q)) N H=(0,T; H}(Q)) takie, ze I'™[u —
ug] € oH'(0,T; L*()) 1 @ zachodzi p.w., gdzie pochodna Caputo D*u jest rozumiana
jako staba pochodna %Il_a[u — up| 1 nastepujgce oszacowania zachodzqg

[l 20 ez ey + 1ll s (o 3 ) < Colllwoll gy + 1 Fll 2 0.7:2200));

11w = wo] || a1 0,122 () < Collluollma ) + 11l 2.2 )

gdzie Cy zalezy tylko od o, X, p1, pr, pa, T, ||Vayj| pear), statej Poincaré’go Q i C*-

regularnodci 02 i norm ||b|| o llell
Lo (0,T:LP1-2 (Q2))
)

(
Ponadto, jezeli a > 3, to u € C([0,T]; L*(2)) 4 uj—o = uo.

P2 .
Loo(0,T;L 7272 ()

Dowo6d powyzszego twierdzenia opiera sie na uzyskaniu, w konstrukecji stabych roz-
wiazan, dodatkowych oszacowant w odpowiednich normach dla ciagu rozwiazan przy-
blizonych. Rozumowanie przebiega tutaj w sposob analogiczny do tego w przypadku
klasycznego zagadnienia parabolicznego, tj. testujemy przyblizone zagadnienie Lapla-
sjanem jego rozwigzania, a lemat [2 stosujemy do gradientu rozwigzania.

Podsumowujac, istotnymi elementami pracy [H2| sa:

e zastosowanie w ogdélnym przypadku metody konstrukcji stabych rozwigzan wpro-
wadzonej w pracy [H1|, (twierdzenie [2)),
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e wyznaczenie pewnych warunkow, przy ktorych stabe rozwigzania sa ciagte w zerze
i spetniaja warunek poczatkowy, (twierdzenie [3)),

e oslabienie zalozen zapewniajacych cigglos¢ u w zerze i spetnianie warunku uj—o =
up, (stwierdzenie [2)),

e sformulowanie w przypadku pochodnych utamkowych twierdzenia o istnieniu regu-
larnych rozwiazan, bedacego odpowiednikiem klasycznego rezultatu dla zagadnien
parabolicznych.

Omowienie pracy [H3]

W zastosowaniach, wartosci « - rzedu pochodnej utamkowej sa wyznaczane ekspery-
mentalnie. Oczywiscie doswiadczenia wskazuja nie na konkretna wartos$c¢, ale na pewien
rozktad rzedéw pochodnych. Dlatego rozsadnym jest rozwazanie zamiast konkretnej po-
chodnej D pewnego usrednienia po rzedach a € (0, 1) z pewna waga

DWay(t) ::/O D%u(t)u(a)der, (37)

gdzie p = p(«) jest pewna nieujemna, niezerowa funkcja.

Pochodna nazywamy pochodna rozproszona typu Caputo (distributed-order Ca-
puto derivative). Zagadnienia zawierajace D™ pojawiaja sie w wielu pracach matema-
tycznych, np. w |1, [I5], [16], [17], [27], [39]. Jednakze, zalozenia przyjmowane w tych
pracach zmniejszaja ogdlnosé otrzymanych wynikéw. Na przyktad, w [I5] przyjmuje
sig, ze p jest ciagle lub nawet p € C?([0,1]) i p(1) # 1, w [39] u € C([0,1]), w [1]
e C([0,1]), w [27] i [28] zaktada sie niezaleznosé operatora eliptycznego L od czasu,
czy w [28] przyjmuje sie ciaglos¢ prawej strony wzgledem zmiennej ¢t. W zwiazku z tym
zadalismy sobie pytanie: przy jakich zatozeniach o y mozna otrzymacé¢ odpowiedniki kla-
sycznych rezultatow dla rownan parabolicznych, typu tych z pracy [H2|? Odpowiedz
okazala sie by¢ dosy¢ ogdlna: wystarczy, by mialo sens, tj. u € L'(0,1).

Zauwazmy, ze jezeli u € AC|0,T], to

@ (ke w) (t) — K(t)u(0),

(DWa)(t) = (o) () =

gdzie

k(t) = /0 P(L,u(a)doz. (38)

1—a)

Zatem pochodna rozproszona D® mozna rozwaza¢ w ramach ogolnej teorii rownan
ewolucyjnych ([35]), jezeli spetnione sa odpowiednie zalozenia. Mianowicie, by zastoso-
wac teorie z pracy prof. R. Zachera [49] konieczne jest, by k byto jadrem typu PC:

Definicja 1 (Def. 2.1 [49]). Jgdro k € L (R,) jest typu PC, jezeli jest nieujemne,
nierosngce i istnieje jadro | € Li, (Ry) takie, ze k* 1 =1 na (0,00). Wiedy méwimy,
ze (k,1) jest PC parg.

W pracy |H3| pokazano, ze przy zalozeniu

peL'0,1), p>0, p#0 (39)
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k dane w jest PC jadrem. Jednak zamiast dalej zastosowaé znang, nietrywialng
teorie zagadnien ewolucyjnych przedstawiamy elementarny argument oparty na pracach
[H1] i [H2]. Przypomnijmy, w dalszej perspektywie mamy na uwadze zastosowania do
zagadnien w obszarach niecylindrycznych, w ktorych zdefiniowanie aproksymacji Yosidy
sprawia trudnosci (wtedy pochodna utamkowa zalezy rowniez od z).

Wyniki przedstawione w pracy [H3| staly sie podstawa pracy magisterskiej napisanej
przez wspotautorke Katarzyne Ryszewska.

Kluczowa role w rozumowaniu przestawionym w pracy |[H3| odgrywa liczba vy € (0, %)

okreslona warunkiem ((21) w [H3|)

1—v 1 — v
/ pla)da = —— | pla)da. (40)
v 2 0

Rola powyzszego v sprowadza sie, skrotowo mowige, do odciecia sie od trudnosci tech-
nicznych powodowanych przez pochodng i catke rzedéw bliskich zero. Pierwszy wynik
pracy [H3] uzasadnia, ze k dane wzorem (B8], przy zalozeniu (39), jest PC jadrem w
my$l definicji [I} Rezultat tego typu pojawil sie wezesniej w pracy A. Kochubei [15]
(Prop. 3.1.), przy czym o u zaklada sie tam, iz u € C3[0,1], u(1) # 01 u(0) # 0 lub
p(a) = aa®, gdzie a,v > 0 i otrzymano tam nastepujaca formule na [

fol resin(ma)p(a)do

Kﬂ:—/ieTt i dr. (41)
T Jo (fol ro cos(wa),u(a)doz) + <f01 re sin(wa)u(a)doz)

W pracy |H3| pokazujemy, ze powyzsza formuta jest prawdziwa przy zalozeniu (39).
Dowod (stw. 6 [H3|) jest oparty na znajdowaniu odwrotnej transformaty Laplace’a i
wykorzystaniu lematu 2.1 [4]. Dowod tego ostatniego zostal rowniez zamieszczony w
pracy [H3| (lemat 17), po uzupelnieniu, naszym zdaniem koniecznego, zalozenia (4)
[H3]. Jako wniosek otrzymano nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5 (Tw. 5 [H3]). Jezeli u spetnia (39), to istnieje nieujemna funkcja | €

L} [0,00) taka, ze operator utamkowego catkowania I zdefiniowany formutq Iy =
[ *u spetnia

(DWW ) () = u(t) dla ue L=(0,T), (42)

(I DWy)(t) = u(t) — u(0) dla u € AC[0,T). (43)

Ponadto, | spetnia oszacowanie
I(t) < cmax{t"" ! ¢t} (44)
dla pewnej stalej ¢, natomiast vy € (0, %) jest dane przez @)

Wynik powyzszy, wraz z formuly oznacza, ze (k,l) € PC i tym samym, teoria
operatorow ewolucyjnych [35], [49] moze by¢ zastosowana. Jednakze, konstruujac stabe
rozwiazania podazamy droga bardziej elementarna, przedstawiona w pracach [H1| i
[H2]. Zacznijmy od sformutowania problemu. Szukamy rozwiazan nastepujacego zagad-
nienia

DWy=TLu+f w Qx(0,7)=:Q"

u|3Q =0 dla te (O,T) (45)

u|t:0 = Ug w Q,

gdzie operator L ma postaé i zachodzi (28). Zdefiniujmy stabe rozwiazanie.
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Definicja 2 (Def. 1 [H3|). Powiemy, ze funkcja u € L*(0,T; H}(2)) taka, ze
1
/ ' — uplp(a)da € oH'(0,T; H ()
0

jest stabym rozwigzaniem zagadnienia 7 jezeli dla kazdego o € Hy(Q) i p.w. t € (0,T)
u spetnia tozsamosé

%/0 /Qll—a[u(x,t)—uo(x)]gp(x)dxu(a)doz—i- Z/Qai’j(x,t)Dju(,r,t)Digp(x)dx

1,j=1

Q

= Z /Q bj(z,t)Dju(z, t)p(r)dx + / c(z, t)yu(z, t)o(x)dz + (f(-,1), QO(')>H*1(Q)><H5(Q) .
- (46)

Otrzymano nastepujace twierdzenie dotyczace istnienia stabych rozwiazan (45)).

Twierdzenie 6 (Tw. 2 [H3]). Zatdimy, ze p spetnia (39), T > 0, uy € L*(Q) i

f € L*0,T; HY(Q)). Niech L bedzie postaci , gdzie wspotczynniki a; ; spelniajg
2p

. Niech dla pewnych pi,ps € [2,]3—]_V2) zachodzi b € LW(O,T;Lﬁ(Q)), c €

L>(0,T; L (Q)). Wtedy istnieje u jednoznaczne stabe rozwiqzanie w sensie de-

finicji[q i u spetnia oszacowania

gdzie cq zalezy tylko od p, U, A\, A, p1, pe, T, ||b||
LOO

+ ||U||L2(0,T;H3(Q))
H(0,T;H-1(Q2))

/0 1 'fu — uolp(e)dar

< co (luollzz) + 1l 20,5010

o el e
(O,T'Lpl (Q)) L (07T7Lp2 (Q))

)

Co wiecey, jezeli

[1 p(a)da > 0, (47)

2

touwe C([0,T]; H1(Q)) i uly=o = uo.

Dowod twierdzeniafjest analogiczny do dowodu twierdzenia 2] Pierwszym krokiem jest
sformutowanie odpowiedniego zagadnienia przyblizonego. Nastepnym jest konstrukcja
rozwigzan przyblizonych w przestrzeni typu , gdzie role a pelni v dane warunkiem
. Nastepnie, korzystajac z odpowiednika lematu [3{ dla pochodnej rozproszonej D®
(Lem. 13 [H3|) i pewnej nieréwnosci typu Gronwalla (Lem. 10 [H3|) otrzymujemy osza-
cowania na cigg rozwigzan przyblizonych. Prezwartos¢ ciagu rozwigzan przyblizonych w
odpowiednich topologiach umozliwia przejécie do granicy w zagadnieniu przyblizonym,
co daje istnienie stabych rozwiazan.

Jednoznacznos¢ stabych rozwiazan jest wywnioskowana z odpowiednika stwierdze-
nia |1 dla pochodnej rozproszonej D™ . W koricu, ciagltosé w zerze i spelnianie przez
stabe rozwiazanie warunku poczatkowego przy zalozeniu jest wywnioskowana z
wyzsze] catkowalnosci [(t), mianowicie pokazujemy, ze [ € L3 (]0,00)), co koriczy do-
wod twierdzenia
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Przejdzmy teraz do omowienia kolejnego wyniku z pracy [H3|, bedacego pewna wersja
tw1erdzen1a l otrzymana dla pochodneJ rozproszonej. Niech H bedzie zdefiniowane jak

i zalozmy, ze warunek ( nie jest spetniony. Wtedy istnieje dokladnie jedno
m e N \ {0} takie, ze

1 b
/ pla)da =0 i / p(a)da > 0. (48)
2 D)

Dla takiego m mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7 (Tw. 3 [H3]). Zaiozmy, ze u spetnia (39), f € L*(0,T; H1()), uo €
L3(Q) i u jest stabym rozwigzaniem danym w twierdzeniu @ dla L = A. Jezeli
dodatkowo dla kazdego k =1,--- ,m zach,odzz

1 L k
[ [T e o T nadas € WHROTS(EPY), (19
0 0 i=1

tou € C([O,T]’ ([_{2m+1)*) 7 u|t:0 = Uy w (H2m+1)*.

Idea dowodu jest tu podobna do tej z dowodu twierdzenia[3] Mianowicie, rézniczkujemy
zagadnienie przyblizone rozproszona pochodna RL i wykorzystujemy oszacowania z
poprzednich iteracji. Niestety, uzasadnienie przej$cia granicznego (60) w pracy [H3]
nie jest wystarczajace (zalozenie ze stw. 6.13 [H2] nie jest zagwarantowane warunkiem
(49])). Jednakze dowodd powyzszego twierdzenia bedzie kompletny, jezeli aproksymacje
f1 zdefiniujemy nastepujaco: f1 = fxh,, gdzie h, jest okreslone rownoscia h, xk = k,,
natomiast k, jest jadrem deﬁninujadcym aproksymacje Yosidy .

W koricu, dowodzimy odpowiednik twierdzenia [4] dla pochodnej rozproszone;.

Twierdzenie 8 (Tw. 4 [H3]). Zaldzmy, ze p spetnia (39), f € L*(0,T;L*(2)), up €

H}(Q)). Niech L bedzie postaci , gdzie wspo’iczynniki a;; spetniajq

i max;; ||Va ;|| p=@ry < co. Niech dla pewnych p; € [2,725), p2 € [2,255) N [2,4]
. 2p1 p2 . .

zachodzi b € L>(0,T; Lm—2(Q))), c€ L*(0,T;Lr=2-2(Q2)). Wtedy zagadnienie ma

doktadnie  jedno rozwigzanie u  nalezgce do  L*(0,T; H*(Q)) takie, ze

fol I'~lu — upp(a)da € oHY(0,T; L*(2)) i spelnione jest nastepujace oszacowanie

< Coll[uoll g @)+ f 120, 22(0)))
H1(0,T5L2(%))

1
H“”L?(O,T;H%QWH/ I'*[u — o] () dax
0

gdzie Cy zalezy jedynie od pu, N, p1, pr, p2, T, [[Vai | r), statej Poincaré’go i C*-
regularnosci 0 i od norm HbH . e H Ponadto, jezeli za-
(OTLP 2(9 OTLFZ(Q))

chodzi , tou € C([0,TY; LQ(Q)) i Up—o = Ug.

Podsumowujac, istotnymi elementami pracy [H3| sa:

e uzasadnienie, ze jedynie przy zalozeniu nieujemnosci i catkowalnosci p, pochodna
rozproszona D™ jest zadana jadrem k typu PC, co umozliwia zastosowanie teorii
operatoréw ewolucyjnych. Fakt ten bedzie rowniez kluczowy w dowodzie hélde-
rowskiej ciaglodci stabych rozwiazan (praca [H6|).
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e wskazanie ogélnosci metody konstrukeji stabych rozwiazan przedstawionej w pra-
cach [H1] i [H2].

Omowienie pracy [H4]

Dobrze znanym jest fakt, iz dla klasycznego zagadnienia parabolicznego rozpatry-
wanego na obszarze ograniczonym obserwujemy wyktadniczy zanik rozwiazan. Jed-
nak pewne eksperymenty wykazuja odstepstwa od tej reguly i spotykamy sie z pote-
gowym zanikiem rozwigzan (||u(t)||zz ~ t~*) lub nawet z logarytmicznym zanikiem
(lu(t)||z2 = (Int)~1). Z drugiej strony, rozwigzania zagadnien z pochodnymi utamko-
wymi wykazuja odmienne, od klasycznego, tempo zaniku rozwigzan. To najpewniej jest
jednym z powodow rosnacego zainteresowania tego typu zagadnieniami, w szczegolnosci
w naukach inzynierskich.

Praca [H4| poswiecona jest $cisle matematycznej analizie zaniku rozwigzan. Bezpo-
Srednig inspiracja do napisania tej pracy byly wyniki A. Kochubei [15], V. Vergara,
R. Zacher [47|, Z. 1i, Y. Luchko, M. Yamamoto [27]|, a przede wszystkim rozmowy z
ostatnim z wspotautorow, prof. Masahiro Yamamoto z Uniwestytetu Tokijskiego. W
szczegbdlnosdci zainteresowata nas kwestia tzw. nadzwyczaj wolnego zaniku rozwiazan
(ultraslow decay) i jego zwiazku 7 funkcja p — ,gestoscia” pochodnych utamkowych w
pochodnej rozproszonej D™ . Postawilismy sobie pytania: jaki jest zwiazek p z loga-
rytmicznym zanikiem rozwigzan i kiedy mamy do czynienia z potegowym zanikiem?
Odpowiedz, méwiac w uproszcezeniu, brzmi tak: jezeli no$nik p jest odciety od zera, to
mamy potegowy zanik rozwiazan ||u(t)|;2 =~ t= dla pewnego 6 € (0,1). Jezeli nosnik
,dochodzi do zera”, to mamy zanik rozwigzan typu logarytmicznego.

W pracy [15] pokazano (tw. 2.3 [I5]) logarytmiczny zanik przy zatozeniu p(0) # 0,
gdzie pp € C?[0,1] 1 (1) # 0 (str. 256 w [15]). W pracy [H4| rozpatrujemy to zagadnienie
przy ogolniejszych zatozeniach o p, przy czym otrzymaliémy tam jedynie oszacowanie
od gory. Pierwszym krokiem bylo badanie utamkowego réwnania roézniczkowego zwy-
czajnego

DWy+ X v=0, MeR. (50)

PoswieciliSmy spora czesé¢ pracy na $cisle matematyczng analize powyzszego réwnania,
przyjmujac dosy¢ ogolne zatozenia o pu. Naszym priorytetem byto unikanie, czasami
spotykanych w réwnaniach z pochodnymi utamkowymi, formalnych rozumowan, pomi-
jajacych sprawdzanie zatozen. Przy zatozeniu

peLN0,1), p>0, p#0 (51)

pokazano, iz rbwnanie ma dokltadnie jedno rozwigzanie w klasie funkcji absolutnie
ciaglych spehiajacych warunek poczatkowy v(0) = vo. Zauwazmy, ze ma cig-
gle rozwiazania i nie pojawia sie tutaj problem z warunkiem poczatkowym. Jednakze
rozwigzanie jest przedstawione w postaci naprzemiennego nieskonczonego szeregu
((16) [H4]), co sprawia pewne trudnosci w badaniu wlasnosci jego rozwiazai. Z tego
powodu znajdujemy inne przedstawienie rozwigzan.

Twierdzenie 9 (Tw. 2, [H4|). Zalozmy, ze X > 0, vy € R, pu spetnia i dodatkowo

= /1 Mda < 0. (52)



Wtedy jedyne absolutnie ciggte rozwigzanie (@) spetniajgee v(0) = vg dane jest formutq

U(t) = UOé fO r Sin<ﬂa>u<a)da

/ — s dr.  (53)
mJo T (A4 [ recos(ma)u(a)da)? + (f, o sin(ro) p(o)da)?

Zauwazmy, ze pojawia sie tutaj dodatkowe zalozenie , ktore naszym zdaniem, byto
konieczne w przedstawionym dowodzie. Zatozenie to jest zwiazane z warunkiem 4 z le-
matu 17 [H3]. Korzystajac z postaci otrzymaliSmy nastepujace stwierdzenie wska-
zujace zaleznosci miedzy pu, a zachowaniem rozwigzania w nieskonczonosci.

Stwierdzenie 3 (Stw. 2, [H4|). Zatdzmy, ze zachodzi i (59). Jezeli v jest rozwig-
zaniem (@) dla X\ > 0, gdzie v(0) = vy, to dla t dostatecznie duzych zachodzi

Co
) < — 54
o) < 2 (51)
gdzie co zalezy tylko od vo, A, ||jt|| 1101y @ ca- Ponadto, jezeli ¢ € (0,1), to
jezeli k,a>0 i p(a)<aad®™ pw na (0,5), to |v(t)] < S (55)

(Int)r+L’
jezeli k,a,B,m >0 i pla)< aate"am p.w. na (0,5), to dla dowolnego q € (0,1)

(0] < g o (L @B )R ) 60

jezeli a >0 i p(a) §aexp(—eé) p.w. na (0,5), to |v(t)] < ot W, (57)
W koricu, jezeli 0 € (0,1), to

supp 1 C [0, 1] <= |ov(t)] < t% dla t>1, dla pewnej dodatniej statej c,

gdzie supp p C [0, 1] oznacza, Ze pu(a) =0 p.w. na (0,9).

Ostatni wynik moéwi, ze mamy do czynienia z zanikiem potegowym wtedy i tylko
wtedy, gdy nosnik u jest odciety od zera. Stwierdzenie [3| zostalo zastosowane do wyka-
zania oszacowari normy L? stabych rozwiazan nastepujacego zagadnienia

DWy = Lu w Qx(0,T7)=Q7

u‘ag =0 dla te (O,T) (58)
U‘t:() = Ug w Q,
gdzie
N
Lu(z,t) = Y Dyi(a;(x,t)Dyu(z, 1)) + c(x, t)u(z, t), c(z,t) <0,
i,j=1

c € L>(QT), wspotezynniki a; ; sa mierzalne, a; ; = a;; i spelniaja warunek jednostajne;
eliptycznodci . 7 twierdzenia |§| otrzymujemy stabe rozwiazania , dla ktorego
otrzymujemy nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 10 (Tw. 4, [H4|). Zaldzmy, ze p spetnia (51) i (53) i u jest stabym
rozwigzaniem @ danym twierdzeniem @ dla pewnego warunku pocz@tkowego uy €

L*(Q). Wtedy dla p.w. t funkeja v(t) := |Ju(-,t)||r2) spetnia .
Ponadto, jezeli supp u C [4, 1] dla pewnego dodatmego 0, to

||u(at)HL2(Q) S CHUOHLQ(Q) t_(s dla p.w. t Z 1
gdzie c zalezy tylko od A, ¢, i statej Poincare’qo obszaru €.

Dowdd twierdzenia polega na uzyskaniu, na poziomie rozwigzan przyblizonych,
odpowiednich oszacowari na ||u” (-, )| 12(q), a nastepnie przejscie do granicy n — oo. Po-
jawia sie tu kilka trudnosci technicznych, np. oszacowanie z lematu 2] nie jest wystarcza-
jace. W pracy [47| (lem. 3.2) zostal udowodniony optymalny odpowiednik nieréwnosci
z lematu [2] ktorego idea dowodu postuzyla do otrzymania nastepujacego stwierdzenia.

Stwierdzenie 4 (Stw. 3, [H4]). Zatozmy, ze p € [1,00), w jest ciggte na Q x [0,T] i
jezelixz € Q, tow(z,-) € AC[O T] i dla ustalonego v € (0,1) zachodzi t'w, € L= (QT).
Wtedy dla kazdego t € (0,7 zachodzi rdwnosé

9 (e, )y + / / 1_@ /Ot(t—T)allw(x,t)]pG<%> drdads

—l—p/o %t“da g |w(z, t)|PG (%’0)) dx

gdzie G(s) jest nieujemnq funkcjg G(s) = %|s|p —s+1— %. Ponadto,

lo (- 8) iy DY (-, )| ey < /D w(@,t) - w(z, O *w(z, )de. (59)

Zauwazmy, ze przy p = 2, z lewej strony mamy, w poréwnaniu do tezy lematu
jedna potege normy wylaczona spod pochodnej D,

Ponadto, przejscie do granicy n — oo w wyrazeniu ||u"(-,t)| 12 wymagalo kilku
krokow posrednich, gdyz u" zbiegaja do u, ktore jest tylko stabym rozwigzaniem. W
szczegbdlnoscei, odpowiednia zasada poréwnawcza czy staba zasada maksimum dla po-
chodnej D™ pelnia tu kluczows role.

Podsumowujac, istotnymi elementami pracy |[H4| sa:

e rozwazanie ogblnego operatora eliptycznego L, o wspolczynnikach zaleznych row-
niez od t,

e ostabienie zatozen o p w oszacowaniach zaniku stabych rozwiazan,

e otrzymanie odpowiednika lematu 3.2 [47] w przypadku konstrukeji stabych roz-
wiazan przedstawionej w [H3|,

e uzasadnienie zwigzku potegowego zaniku L2-normy stabych rozwiazai z noénikiem .
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Omoéwienie pracy [H5]

Przypomnijmy, ze inspiracja do podjecia badan nad zagadnieniami zawierajacymi
pochodne utamkowe byto spotkanie z prof. V. Vollerem, ktory zaprezentowat model
utamkowego zagadnienia Stefana (@ Jedna z metod rozwigzania tego typu problemu
zostata przedstawiona np. w [2] w przypadku klasycznego zagadnienia Stefana (punkty
(a)-(c), str. ). W przypadku (6)) punkt (a) zostal zrealizowany w [H1|. Zatem nastep-
nym krokiem winno by¢ podniesienie regularnosci stabych rozwiagzan. Przy odpowied-
nich zatozeniach o danych (ug, i f w L?) mozna podnie$é regularno$é stabych rozwiazan
zZ twierdzeniai uzasadnié, ze u,, € L*(Q, ). Jednakze, procedura dalszego podnosze-
nia regularnosci i wykazania ciaglosci rozwiazania v wzgledem ¢ az do brzegu x = s(t)
okazala sie poza naszym zasiegiem (w pracach [H2| i [H3| pokazalisémy, ze klasyczny
argument shuzacy do podnoszenia regularnosci stabych rozwigzan dziata bez zadnych
probleméw, o ile mamy do czynienia z obszarem cylindrycznym).

Po wielu bezskutecznych préobach podniesienia regularnosci stabych rozwiagzan zagad-
nienia podjelismy decyzje o dokladniejszym przyjrzeniu sie¢ modelowi @, przyj-
mujac, tak jak prof. V. Voller w [I1], iz funkcja strumienia ¢* dana jest pochodna
RL: ¢*(x,t) = =0T, (x,t) dla pewnego a € (0,1). Naszym celem bylo $ciste mate-
matyczne wyprowadzenie modelu z przyjetych zalozen. Pierwszym zatozeniem, ktore
przyjmujemy, jest

$(t) >0, (A1)

co jest spodziewang witasnoscig, gdy do uktadu doprowadzamy energie, tj. cialo state
topnieje. Co do regularnosci funkeji temperatury 7' i swobodnej powierzchni przyjmu-
jemy, ze dla pewnego dodatniego t*

s(t) € AC[0,t], Tp(w,-) € AC[s™(x),t"] dla kazdego x € €,
T.(-,t) € ACI0, s(t) — €] dla kazdego e > 0i t € (0,t%), (A2)
T,(-,t) € L'(0,5(t)) dla kazdego t € (0,t*).

Powinniémy jeszcze doprecyzowaé czym jest funkcja strumienia w przypadku zagad-
nienia jednofazowego, w ktorym poza Qs = {(z,t) : 0 < = < s(t), t € (0,t")}
przyjmujemy staly temperature. Zatem przyjmujemy, iz

—ol2 To(x,t) dla  (z,t) € Qe
* _ s—1(z) " =\ , 8%
q*(z,t) { ) dia (2.4) & Onre. (60)
gdzie
sl [t — 1) M (x,T)dr,  gdy @ < s(0),
afl(x)T:c(l‘at) = 1 za)tdt 0 . _Na—1 o (61)
T(a) di fsfl(z)(t 7') Ta:(% T)dT, gdy xr > s(O

Wprowadzmy funkcje entalpii £ = T + ¢, gdzie ¢ = xq, . jest funkcja charakte-
rystyczng zbioru Qs (sharp-interface model) i przyjmujemy zasade zachowania w
postaci

d

pr E(z,t)dx = q*(a,t) — ¢*(b,t) dla kazdego przedziatu (a,b) CR.  (62)
(a,b)
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Sformutujmy jeszcze dodatkowe zatozenie o regularnosci rozwiazan

$(t) € Lis.((0,8°]) i Dy T(-,t) € L'(0,s(t)) dla ¢ € (0,%). (A3)

loc
Przy zalozeniu, ze T'(s(t),t) = 0 dla t € (0,¢*) otrzymano nastepujacy model.

Twierdzenie 11 (Tw. 1 [H5|). Przy zatozeniach (A1)-(A2), z zasady zachowania (63)
dla q* okreslonego w (@) otrzymugjemy nastepujgcee rownanie na T

a 0, dy =z < s(0)
1@ (@) = Too(w, 1) :{ e (- s @) oy e (s(0), s(t)) (03)

MNl-o

dla p.w. (x,t) € Qg4+, gdzie

i ot = 1) AT (2, T)dr,  gdy  x < s(0)
s (z,t) = G Jo _QCST ' ' < (64)
) fs*l(m)(t —7) at (z,7)dr, gdy x> s(0).
Ponadto, funkcje T i s sq zwigzane warunkiem
1 d [t
5(t) = —w— lim | t— 1) Ty(a, 7)dr | . 65
5(t) [(«) a Hsr(lt) {dt /s—l(a)( 7) (a,7)dr (65)

Jezeli dodatkowo zachodzi warunek (A3), to otrzymugjemy kolejny warunek brzegowy

T (s(t),t) =0, (66)

T

gdzie T, (s(t),t) = lim T,(s(t) —¢,t).

e—0t

Widzimy zatem, ze ro6wnanie nie jest tym samym co (@1. Roéwniez warunek na
swobodnej powierzchni @5 nie pojawia sie w powyzszym sformutowaniu, a zamiast
niego otrzymano dwa inne i . Rezultat ten, bez warunku , zostal przed-
stawiony w [2I]. Po niedtugim czasie otrzymatem wiadomosé od prof. Andrei Ceretani,
iz ukazala sie juz praca [38|, w ktorej otrzymano podobny wynik, z tym, ze zamiast
warunku (66) pojawia si¢ wlagnie warunek . Po zapoznaniu sie praca [38] zauwazy-
lismy, iz jest natychmiastows konsekwencja dowodu zawartego w [21], co zostalo
uwzglednione w kolejnej wersji [21].

Postawilis$my sobie tutaj pytania: czy niespodziewany, dodatkowy warunek jest
rzeczywiscie spelniony, wszak wynika on z zalozenia dodatkowej regularnosci (A3) przy
wyprowadzaniu modelu? Czy zalozenie (A3) nie jest za silne? I w koncu, jaki jest
zwigzek z ? Czy moze jeden implikuje drugi? By odpowiedzie¢ na te pytania
podjelismy probe skonstruowania samopodobnych rozwigzan speliajacych (A1)-(A3),
tj. takich, ktére sg niezmiennicze na pewne skalowanie. Mianowicie, jezeli u*(x,y) =
Neu(N%x, \°t), to szukamy rozwiazan dla ktorych zachodzi u* = u dla A > 0. Przyjmu-
jac, ze takie rozwigzanie istnieje, po prostych rozwazaniach wnioskujemy, ze swobodna
powierzchnia musi by¢ postaci

s(t) = ey, gdzie ¢ > 0. (67)
Wtedy funkcja .
f(&) = flta™=) = u(x,1) (68)
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_2
spehia (cp = ¢, @)

ﬁ /5(5 — )" f(p)dp = (2)2 E1"(€) +

co

efe - L-a”

(2)
o) Ta
f(Co):(];

a2

(5) rie) = fim 5 { / :<b —p)a‘lf’(p)dp] . (71)

b\co db
Tozsamosé implikuje

—2

: a ol _ g 2 Co
lim (€ — ) 1(6) = (3) M ay (72)
natomiast z otrzymujemy
f'(co) = 0. (73)

Tym samym uzasadniono, ze, przynajmniej w klasie rozwiazan samopodobnych, wa-
runek (65) implikuje (66]). Nastepnie odwracamy rozumowanie i poprzez rozwigzanie

(69)-(73) skonstruujemy rozwiazanie samopodobne u(z,t) korzystajac z (68).
Aby rozwiqza—, najnaturalniejszym wyborem jest zdeterminowanie f row-
(70) i (73),

nosciami ([69)), a nastepnie wykazanie, ze pozostate warunki sa spelnione.
Zapisujac (69) w postaci f = Kf + g, gdzie K jest pewnym operatorem zwartym na

Xp={f € C[co, R]) = flco) = ['(co) = O},

na mocy alternatywy Fredholma, wnioskujemy istnienie rozwigzania . Nastepnie
wnioskujemy pozostate warunki i tym samym otrzymujemy, ze, przynajmniej w klasie
rozwigzan samopodobnych, implikuje , wiec mamy juz ich réwnowaznosc.

Jednakze wywnioskowanie np. nieujemnosci u(z,t) = f(tx’i) z tozsamosci 1@}
nie jest oczywiste. Zatem wprowadzamy F(u) = f(,u_%) i zapisujemy odpowiednie
zagadnienie na F: F' = LF — G, gdzie L jest pewnym operatorem liniowym, a G
pewng dodatnia funkcja catkowalng. Metodg iteracyjng otrzymujemy przedstawienie F'

w postaci
[e.9]

F(x) = /Cl Z(L"G)(y)dy dla kazdego z € [0, ¢4], (74)

co na mocy wtasnoéci L pozwala wywnioskowac, ze rozwiazanie samopodobne, zgodnie z
oczekiwaniami, jest dodatnie. Co wiecej, posta¢ ta pozwala wywnioskowad, ze zalozenia
(A1)-(A3) sa spelnione.

Pozostaje kwestia spelniania warunku poczatkowego v = u(0, t). Przedstawiona kon-
strukcja rozwiagzan samopodobnych, od ustalonego ¢; > 0 z warunku prowadzi do
rozwigzania samopodobnego u(z,t), dla ktorego v = u(0,t) jest dodatnie. Naturalnym
jest pytanie, czy te zaleznos¢ mozna odwroci¢? Czy dla dowolnego v > 0 istnieje u(z, t)
rozwigzanie samopodobne wyznaczone przez ¢; takie, ze v = u(0,¢)? Odpowiedz na to
pytanie wymaga badania ciggloéci przyporzadkowania c¢; — ~, ktéra wynika z jeszcze
innej reprezentacji rozwigzan samopodobnych, danej nastepujacym twierdzeniem.
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Twierdzenie 12 (Stw. 5 [H5|). Jezeli c; jest dodatnie i s(t) jest dane réwnosciq (67),
todlat >0 ix € |0,s(t)] rozwigzanie samopodobne u(x,t) ma przedstawienie w postaci

u(x,t) :/ . E (L"G)(y)dy = _H(p, a:t_%)G(p)dn (75)
xt™ 2 n=0 xt™ 2
gdzie
1 = —2 2
= — 1—c pue) <y <
G<y) F(l _ Oé) /y ( €L M ) d:u dla 0 Sy C,

P
H(p,:v):l—l—/ N(p,y)dy dla 0 <z <p,
N(p.y) =Y Mup,y) dla 0<y<p,
n=1

1 P _2 2. _4
Mi(p,y) = )/(1—1? apa)"dp dla 0<y<p
)

I'l —«

V4
M, (p,y) = / Mi(a,y)M,—1(p,a)da dla 0 <y <pi n>2.
Y

Ponadto, dla kazdego R > 0, powyzszy szereg zbiega jednostajnie na Wr = {(p,y) :
0<y<p<R}

Zauwazmy, ze prawa strona zalezy w sposob nietrywialny od c¢q, a jej ciagglosé
wzgledem ¢; zostala wykazana w stw. 6 [H5]. Majac juz ciagltos¢ przyporzadkowania
(0,00) 3 ¢1 — v € (0,00), z wlasnosci Darboux wnioskujemy, iz jest ono suriekcja.

Jedna z metod weryfikacji modelu jest zestawienie go ze znanym, dla specyficznych
wartosci parametrow. Tutaj mozemy zada¢ pytanie: czy tezy twierdzen i[12] przy
a /1 prowadza do klasycznego zagadnienia Stefana i jego rozwigzania? Odpowiedz
na to pytanie jest pozytywna i jest zawarta w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 13 (Tw. 3 [H5|). Niech ¢; > 0 bedzie ustalone i dla o € (0,1) niech para
(U, So) bedzie samopodobnym rozwigzaniem danym w twierdzeniu . Niech u, bedzie
przedtuzeniem u, zerem

o {uawt) gy t50, € [0, s,(0)]

tha(, 1) = { 0 gdy  t>0, x> s,(t).
Niech 0 < t, < t*. Jezeli a /1, to u, zbiega jednostajnie na zbiorze {(x,t) : t €
[t.,t*], x € [0, clt%]} do uy, gdzie uy jest samopodobnym rozwigzaniem klasycznego
zagadnienia Stefana odpowiadajgcym swobodnej powierzchni sy 1= clt%, 3. s1 1 uy spet-
niajq

U (2, ) — Uy g (z,t) =0 dla t >0, z € (0,s(t)),

uy(s1(t),t) =0 dla t >0,

Ul (O,t) = 2aea2/ €7w2dw dla t > 0, gdZZe a = %7
0

d
%sl(t) = —uy(s1(t),t) dla t>0
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1 uy jest dane wzorem

a

uy(z, t) = 2ae“2/ e dw.

x

2Vt

Warto rowniez przesledzi¢, co dzieje sie z modelem otrzymanym w twierdzeniu
przy przejsciu do granicy a 7 1. Ot6z, bezposredni rachunek, dla dostatecznie gtadkich
funkcji, daje

1

o T t) b

(t—s ()" = 0%y [T(x, 1) + 1] = Ty(x,1),

gdy a 71, czyli przechodzi w rownanie przewodnictwa ciepta. Dalej, z wlasnosci

lim 0,5, Tu(w,t) = T, (s(t), 1),

a—s(t)~

wnioskujemy, ze prowadzi do klasycznego warunku Stefana, gdy o 7 1. Tutaj
rodzi sie pytanie: co dzieje sie z warunkiem (66), ktory dla o € (0, 1), przynajmniej
w klasie rozwigzan samopodobnych, jest rownowazny ? Oto6z, warunek znika,
gdy a 71, jako sprzeczny z klasycznym warunkiem Stefana.

Podsumowujac, istotnymi elementami pracy [H5| sa:

e zaproponowanie zmodyfikowanego modelu utamkowego zagadnienia Stefana (nie-
zaleznie, innymi metodami zostal otrzymany podobny model w [38]),

e przedstawienie $ciSle matematycznego wyprowadzenia tegoz modelu, ktorego roz-
wigzanie, dla matych czaséw, zostalo niedawno przedstawione w pracy prof. M.
Krasnoschocka [19],

e konstrukcja rozwigzan samopodobnych utamkowego zagadnienia Stefana, wraz ze
zbadaniem ich wlasnosci,

e wykazanie zgodno$ci z klasycznym modelem zagadnienia Stefana, gdy a 7 1,

e praca [H5| stanowi niejako empiryczny dowéd, iz czysto matematyczne rozwaza-
nia sa uzyteczne z punktu widzenia inzynierskiego. Brak oczekiwanej regularnosci
rozwigzan moze by¢ impulsem do weryfikacji jego wyprowadzenia.

Omoéwienie pracy [H6]

Praca |H6| jest poswiecona wykazaniu stabej nieréwnosci Harnacka i hélderowskiej
ciagtosci stabych rozwigzan zagadnienia utamkowej dyfuzji z pochodna rozproszona.
Przypomnijmy, iz nieréwno$¢ Harnacka, to oszacowanie supremum nieujemnego roz-
wigzania przez jego infimum, natomiast staba nieréwnosé Harnacka, to oszacowanie
normy LP dla p < oo przez infimum rozwigzania. Warto na wstepie zaznaczy¢, iz juz
w przypadku zagadnienia z pojedynczg pochodna utamkowa nie zachodzi nieréwnosc
Harnacka w wymiarach N > 2, co zostatlo wykazane konstrukcja odpowiedniego kontr-
przykladu w [6]. Ten sam argument pokazuje niezachodzenie nieréwnosci Harnacka dla

26



zagadnienn z pochodng rozproszong, rowniez dla wszystkich wymiarow N > 2. Z ko-
lei dla N = 1 odpowiedz jest pozytywna, co niedawno udowodniono w [40] (zjawisko
krytycznego wymiaru).

W pracy [H6| rozpatrujemy nastepujace zagadnienie
Ok * (u — )] — div (A(t,z)Du) = f, t€(0,T), z €, (76)

gdzie Q jest ograniczonym obszarem w RY, N > 1, u, jest dane i f jest ograniczong
funkcja. O wspolezynnikach A(t, z) = {a;;(t, v) %:1 zakladamy jedynie, iz sg istotnie
ograniczone i definiujg jednostajnie eliptyczny operator, tj. (28|) zachodzi. Ponadto,
jadro k jest dane , przy czym miara pu(a)da jest zastapiona ogolniejsza

M
dp = Z 0ndo (- — ay,) + wduy, (77)
n=1

gdzie o; € (0,1), ¢; > 0, (- — a,) to delta Diraca, natomiast w € L'((0,1),dv), a vy
oznacza k-wymiarowg miare Lebesgue’a. Zatem zagadnienie obejmuje zagadnienia
z wielokrotna pochodna utamkowa RL, zagadnienia z pochodng rozproszong, jak i ich
dowolna kombinacje. Jest to jedna z zalet przedstawionego podejscia: pozwala ono
rozpatrywaé cala game przypadkow zagadnien z nielokalnymi w czasie operatorami.

Rownanie , postepujac tak jak w [H5|, mozemy wywnioskowa¢ z zasady zacho-
wania biorac nielokalna w czasie funkcje strumienia q(t, z) = —9[l * A(-, z) Du(-, x)|(t),
gdzie [ jest jadrem stowarzyszonym z k, tj. (k,1) € PC (def. [1] str. [15)).

W przypadku ogolnego k € PC, prof. R. Zacher wykazal w [50] ograniczonos¢ sta-
bych rozwiazai (76). Natomiast, gdy k() = t~*/I'(1 — a) dla pewnego o € (0,1),
tj. dla pojedynczej pochodnej Caputo, dla zagadnienia prof. R. Zacher wykazat
zachodzenie stabej nier6wnosci Harnacka [51] i holderowska ciaglosé stabych rozwia-
zan [52]. Celem pracy [H6| bylo uogoélnienie wynikow z prac [5I] i [52] na przypadek
ogoblnego k zadanego przez pochodng rozproszona dang miarg . Gtowna trudnoscia,
ktora tutaj sie pojawia, jest brak skalowania. Przypomnijmy, ze przypadku klasycznego
zagadnienia parabolicznego z jednostajnie eliptycznym operatorem wprowadza sie sa-
mopodobna zmienng s = |z|?/t, natomiast dla zagadnienia z pojedyncza pochodna
Caputo rzedu o € (0,1) mamy s = |z|?/t%, co determinuje proporcje rozpatrywanych
cylindrow w procesie iteracji. Natomiast dla ogdlnego du postaci , definicja odpo-
wiednich cylindrow nie jest oczywista. Ponadto, szczeg6lne trudnosci sprawiato otrzy-
manie ,stabilnych” oszacowan przy a — 1. Brak naturalnego skalowania jest przyczyna
sporych trudnosci technicznych i powoduje koniecznos$¢ otrzymania wielu dodatkowych
oszacowar, jak np. w lematach 2.1, 2.2, 2.4, 2.51 2.6 w [H6|.

Struktura pracy [H6| jest nastepujaca: wpierw otrzymana jest staba nieréwnosé Har-
nacka, a nastepnie z niej wnioskujemy holderowska ciagtos¢ stabych rozwiazan. Jest to
inna strategia, od tej przedstawionej w [52], gdzie zastosowana jest metoda De Giorgi.

Przedstawione tutaj rozumowanie jest o wiele bardziej przystepne od tego zawartego
w [52].

Aby przestawi¢ pierwszy z wynikéw wprowadzmy odpowiednie oznaczenia. Niech

() = /0 edu(a), £ 0 (78)
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i dla funkcji ® zdefiniowanej rownaniem k;(®(r)) = r—2 dla r > 0 definiujemy cylindry
Q_(t(), Zo, T, 5) = (to, to + 67(1)(27’)) X B(l'o, (57“),

Q+(to, zo,7,0) = (to + (2 — 0)7D(2r), o + 27P(2r)) x B(xg,0r),

gdzie § € (0,1), to > 017 > 0. Zatem proporcje cylindrow zaleza w sposob nietry-
wialny od miary (77). Ustalmy v € (0,1) takie, ze

[{1 du(a) > 0.

Wtedy prawdziwa jest nastepujaca wersja stabej nieréwnosci Harnacka.

Twierdzenie 14 (Tw. 1.1 [H6|). Niech T > 0,N > 1 i Q C RY bedzie ograniczonym
obszarem. Zaldzmy, ze ug i f sq w L2. Wtedy dla dowolnego 0 < p < % 17 >0
istnieje liczba r* = r*(u,p) > 0 taka, ze dla kazdego § € (0,1), to > 0 i r € (0,r*
takich, ze to + 27®(2r) < T, i dowolnej kuli B(xg,r) C €, dowolne, stabe nieujemne
nadrozwigzanie u zagadnienia (76) w (0, ¢+ 27®(2r)) x B(w, 1) dla ug > 0 w B(zo, )
1 przy [ =0 spetnia

1
(VN+1 (Q— (to, To, T, 5))

gdzie C = C(v, A\, 6, 7,1, N, p).

1/p )
uP dz/N+1> < C essinf wu,
Q- (to,x0,m,9)

Q-+ (to,x0,m,9)

Dowo6d powyzszego twierdzenia opiera sie na metodzie iteracyjnej Mosera i zastosowa-
niu lematu Bombieri-Giusti.

Do dowodu hoélderowskiej ciagtosci stabych rozwigzan potrzebna jest wersja po-
wyzszego twierdzenia dla zagadnienia niejednorodnego. Zapiszmy zatem f w postaci
f=f"—f", gdze f*, f~ > 0 oznaczaja odpowiednio dodatnig i ujemna czesé¢ f.
Wprowadzmy oznaczenie ®(r) := ®(2r), gdzie ® jest wezedniej wprowadzona funk-
cja. W przypadku niejednorodnosci f istotnie ograniczonej otrzymaliSmy nastepujaca
wersje stabej nieréwnosci Harnacka.

Twierdzenie 15 (Tw. 1.2 [H6|). Przy zalozeniach twierdzenia stabe nieujemne
nadrozwigzanie u rownania

Ok * (u—up)) — div (A(t,z)Du) = f w (0,27%(r)) x B(zo,r)

przy f € Loo((0,27®(r)) x B(zg,7)) i ug > 0 w B(xg,7) spetnia

1 / 1/p
uP dvy > SC’( ess inf u+r2||f_||) :
<VN+1 (Q—(Ov Zo, T, 5)) Q- (0,20,,5) o Q+(0,z0,1,6)

gdzie || - || to norma w Loo((0,27®(r)) x B(xg, 7)), natomiast C = C(v, A, 6,7, u, N,p).

Przypadek f € LP(0,T; L1(£2)) jest o wiele bardziej ztozony i przy ogolnych zatozeniach
o jadrze k zostal zbadany w [24].

7 twierdzenia [15| mozemy wywnioskowa¢ mocna zasade maksimum.
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Twierdzenie 16 (Tw. 3.4, [H6|). Niech T > 04 C RY bedzie ograniczonym obszarem.
Niech u bedzie stabym podrozwigzaniem ([6]) dla f =0 iwuy € L*Q). Zaléimy, ze
0 < esssupg,. u < 00 i esssupgug < esssupg, u. Wiedy, jezeli dla pewnego cylindra

Q = (to, to +7P(2r)) x B(x,7/2) C Qr dla to, 7,7 >0 i B(xg,r) C Q zachodzi

€ssSsup u = €sssup u,
Q Qr

to funkcja u jest stata na (0,ty) x €.

Ostatecznie, majac do dyspozycji staba nieréwno$é¢ Harnacka otrzymujemy holde-
rowska ciaglosé¢ stabych rozwiazan.

Twierdzenie 17 (Tw. 1.3, [H6]). Niech T >0, N > 1 i niech Q C RY bedzie ograni-
czonym obszarem. Zalozimy, ze ug € Loo(2) 1 f € Loo(Qp). Jezeli u jest ograniczonym
stabym rozwigzaniem rownania

Ok * (u—ug)) — div (A(t,z)Du) = f, t€(0,T), z € Q, (79)

to dla dowolnego V' C Qp oddzielonego od brzegu parabolicznego Qr, istnieje stata C > 0
ie€(0,1), zalezne tylko od u, V., A, A i N takie, ze

ullcosvy < Cllullo@r) + U0l o) + 1l Lee@r))-

Dowod tego twierdzenia opiera sg na zastosowaniu twierdzenia [15[ w celu oszacowania
oscylacji rozwiazania na zmniejszajacych sie cylindrach, o odpowiednio dobranych pro-
porcjach. Warto tu nadmienié¢, iz gdyby zamiast ky zdefiniowanego w rozpatrywac
k w definicji tychze cylindrow, to dowdd, naszym zdaniem, wymagatby dodatkowych
zatozen o nosniku p, np. supp pu C [0, 1) - taka byla pierwotna wersja pracy.

Podsumowujac, istotnymi elementami pracy [H6| sa:

e dowdd stabej nieréwnosci Harnacka dla stabych nieujemnych nadrozwigzan réwna-
nia utamkowej dyfuzji z ogélna pochodng rozproszona, przy zatozeniu jednostajnej
eliptycznosci wspotczynnikow,

e dowod holderowskiej ciggtosci stabych rozwiazan powyzszego réwnania,

e pokonanie trudnosci zwiazanych 7z brakiem naturalnego skalowania i nielokalno$cig
W czasie rozpatrywanego zagadnienia,

e wywnioskowanie holderowskiej ciaglosci ze stabej nieréwnosci Harnacka, co jest
podejsciem prostszym od tego przedstawionego w [52].
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Omoéwienie pozostalych osiggnieé¢ naukowo-badawczych

Efekt Berga

[P1] A. Kubica, P. Rybka, Fine singularity analysis of solutions to Laplace equation,
Math. Methods Appl. Sci. 38 (2015), no. 9, 1734-1745.

[P2] A. Kubica, P. Rybka, Fine singularity analysis of solutions to Laplace equation:
Berg’s effect, Math. Methods Appl. Sci. 39 (2016), no. 5, 1069-1075.

Prace |[P1] i [P2] sa poswiecone tzw. efektowi Berga, ktory, na podstawie obserwacji,
byl postulowany w teorii wzrostu krysztatow (praca z 1938 W.F. Berga [3]). Skrotowo
moéwigce, efekt Berga polegal na zaobserwowaniu monotonicznego zachowania sie funk-
cji gestosci soli na powierzchni krysztatu. W pracy [13] autorzy, prof. Y. Giga i prof.
P. Rybka podjeli sie zadania matematycznego wyjasnienia tego fenomenu. Jego zacho-
dzenie zostalo wywnioskowane z regularnosci rozwiazan réwnania Laplace’a w obszarze
zewnetrznym. Jednak argument zawarty w [I3] nie jest konkluzywny. Motywacja do na-
pisania prac [P1] i [P2] bylo wtasnie zbadanie regularnosci rozwiazan wyzej wspomnia-
nego zagadnienia. Zacznijmy od sformulowania pytania (Q): czy u-stabe rozwiazanie
rownania Laplace’a w obszarze zewnetrznym R? \ Q, gdzie Q jest walcem, spelniajace

staly warunek brzegowy typu Neumanna na 0f), tj. g—z = const na $cianie bocznej i

gornym /dolnym kole (1/t/b), jest klasy C* na R3\ Q ? Odpowiedz twierdzaca na po-
wyzsze pytanie, na mocy pracy [13], daje matematyczne uzasadnienie efektu Berga. Na
chwile obecna, odpowiedz na pytanie (Q) nie jest mi znana. Jednakze w pracach [P1]
i [P2] zajmujemy sie¢ zblizonym zagadnieniem w R?, wskazujac, iz pozytywna odpo-
wiedz na pytanie typu (Q) jest rzadkim fenomenem. Stad mozna domniemywac, iz w
R? matematycznego uzasadnienia efektu Berga nie znajdziemy. Niemniej, jest to wcigz
kwestia nierozstrzygnieta definitywnie.

Pytanie (Q) jest tylko z pozoru trywialne. Po pierwsze, z klasycznej teorii regularno-
Sci wiemy, ze stabe rozwigzania rownania Laplace’a w obszarach niegtadkich nie musza
by¢ regularne. Tutaj, rozpatrujac zewnetrze walca R? \ Q mamy do czynienia z poten-
cjalng osobliwo$cig rozwiazan w otoczeniu krawedzi walca. Pytanie zatem brzmi: czy
ta potencjalna osobliwos¢ jest faktyczna osobliwoscia, tj. czy wspotczynnik liczbowy
stojacy przy osobliwej czeSci rozwigzania jest niezerowy? Innymi stowy, stabe rozwia-
zania rownania Laplace’a w R? \ Q mozemy przedstawi¢ w postaci u = ., + cs, gdzie

Ureg € CL.(R3\ Q) 1 s & CL.(R3\ Q), przy czym ¢ € R jest dane pewnym funkcjona-
lem liniowym zaleznym od danych %laﬂ, ktory z kolei jest zadany w sposob uwiktany i
wymaga znajomosci bardzo stabego rozwigzania rownania Laplace’a. O tym ostatnim
wiemy jeszcze mniej, niz o stabym rozwigzaniu, ktérego regularnos¢ wtasnie badamy.
Po drugie, dostepna teoria (np. [7],[8],[9]) jest zbyt ogolna, nie daje odpowiedzi w przy-
padku szczegolnych warunkéw brzegowych.

Zatem pytanie (Q) sprowadza sie do nastepujacego: (Q): czy jezeli %@Q = const na
1/t/b, to czy ¢ = 07 A moze odpowied7 twierdzaca na to pytanie zalezy od pewnych
proporcji wysokosci walca do jego dtugosci? W pracach [P1] i [P2]| pokazano, iz w przy-
padku analogicznego zagadnienia w dwoch wymiarach, zerowanie sie czesci osobliwej
zachodzi jedynie w przypadku odpowiedniej proporcji szerokosci do wysokosci. Innymi
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stowy, jest zjawiskiem rzadkim, a dowolnie mate zaburzenie tej proporcji skutkuje po-
jawieniem sie czesci osobliwej rozwigzania i tym samym nie ma mamy do czynienia
z efektem Berga. Dowod tejze ,niestabilnosci” polega na wnikliwym badaniu bardzo
stabych (tj. u nalezacego do L? \ H') rozwigzan réwnania Laplace’a w niegtadkim ob-
szarze. W szczeg6lnosci, badamy przebieg i strukture zbioru poziomic bardzo stabych
rozwigzan, co pozwala na wywnioskowanie pewnych kluczowych informacji dotyczacych
zachowania danego w sposéb niejawny funkcjonatu determinujacego wspotezynnik c.

Warunkowa regularno$é rozwigzan réwnan Navier-Stokesa

[P3] A. Kubica, M. Pokorny, W.M. Zajaczkowski, Remarks on regularity criteria
for azially symmetric weak solutions to the Navier-Stokes equations,
Math. Methods Appl. Sci. 35 (2012), no 3, 360-371.

[P4] A. Kubica, A regularity criterion for positive part of radial component
in the case of axially symmetric Navier-Stokes equations,
Dem. Math. vol. 48(1), (2015).

Prace [P3| i [P4] sa poswiecone badaniu kwestii regularnodci stabych rozwigzan row-
nania Navier-Stokesa (NS). Jak wiadomo, stabe rozwiazania NS dla zagadnienia w
przestrzeni dwuwymiarowej sa regularne, natomiast w trzech wymiarach, jest to wciaz
kwestia nierozstrzygnieta (tzw. 6 problem milenijny). Na chwile obecna znane sa jedynie
wyniki czeSciowe, jak np. te dotyczace warunkowej reqularnosci. Maja one czestokroc
nastepujaca postac: jezeli u jest stabym rozwiazaniem NS, o ktorym dodatkowo wiemy,
iz jest w pewniej przestrzeni funkcyjnej, to u jest gtadkie. Najbardziej znanymi warun-
kami tego typu sa warunki Serrina (zwane tez warunkami Prodi-Ladyzeniskiej-Serrina),
ktore, zaktadaja, iz u € LP(0,T; L(Q)), gdzie 2 + 2 =1, ¢ > 3.

Rozstrzygniecie regularnosci ogélnych trojwymiarowych rozwigzan réwnai NS jest
na chwile obecng poza naszym zasiegiem, wiec analizowane sg pewne specjalne klasy
rozwigzan. Na przyktad, wiadomo iz rozwiazania helikoidalne sa regularne [29]. Podob-
nie jest z rozwiazaniami osiowosymetrycznymi (AS), o ile sktadowa katowa rozwiazania
u,, jest zerowa [25], [44], [26]. Przypomnijmy, ze AS rozwigzania rownania NS (ASNS),
to takie, ktorego wspotrzedne walcowe u,., u,, u, 1 stowarzyszone ciSnienie p nie zalezg
od kata ¢, tj.

w(x) = u,(r, 2)e, + uy(r, 2)e, + u.(r, 2)e,

gdzie e, = (%, %2,0), e, = (—%2,%,0), e. = (0,0,1), a (1,9, 2) to wspdtrzedne wal-
cowe w R3. Kwestia, czy w przypadku u, # 0 ASNS sa regularne réwniez nie jest
jeszcze rozstrzygniete. Jednakze mozemy tutaj otrzymac¢ wyniki dotyczace warunkowe;j
regularnodci, a wobec nalozonego ograniczenia geometrycznego na strukture rozwiazan,
spodziewamy sie zaktada¢ mniej, niz w przypadku ogdlnym. W istocie, w pracy [34]
pokazano, iz wystarczy natozy¢ warunek typu Serrina jedynie na sktadowsg radialng wu,.
Natomiast w pracy [20] otrzymano regularno$é¢ stabych rozwiazan przy dodatkowym
zalozeniu natozonym na sktadowa katowa u, € LP(0,T; L(12)), gdzie ]29 + g < LZL — 2,
q € (%,4]. Zauwazmy, ze tutaj %+§ < 1, co oznacza, ze norma w przestrzeni
LP(0,00; LY(R3)) nie jest niezmiennicza na naturalne dla rownania NS skalowanie, t].

ur(z,t) = Au(N%z, A\t). Aby norma w przestrzeni LP(0,00; L9(R3) byla niezmiennicza
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na powyzsze skalowanie konieczny jest zwigzek % + % = 1. Mozna zada¢ pytanie: czy
sa jeszcze jakie$§ inne niezmiennicze na skalowanie warunki gwarantujace istnienie re-
gularnych osiowosymetrycznych rozwiazan NS? W pracy [P3| otrzymano nastepujacy
warunek: réu- € LP(0,T; LY(R3), gdzie u, to ujemna czesé u,, a wyktadniki ¢ € (%, 00),
p € (1,00),d € (—1,1) spelniaja rownosé %—i—%—l—d = 1. Zatem tu rozpatrujemy wagowsa
przestrzen o normie niezmienniczej na skalowanie.

Z kolei praca [P4| poswiecona jest dowodowi analogicznego twierdzenia, z tym ze
tutaj przyjmujemy warunek na dodatnia sktadows u . Jednakze w tym przypadku ko-
nieczne jest jeszcze przyjecie, iz 170 - ru, € L™ dla jakiegokolwiek § > 0. Kluczowym
jest spostrzezenie, iz ten ostatni warunek jest niemal tym, co mamy dla stabych osio-
wosymetrycznych rozwigzan: ru, € L™, o ile dane poczatkowe spetniaja Vug € L™,
rug, € L. A co najciekawsze, warunek ru, € L jest niezmienniczy na skalowanie.
Mozna zatem zadaé pytanie: skoro stabe osiowosymetryczne rozwigzania NS spelniaja
niezmienniczy na skalowanie warunek ru, € L*, to przy jakim dodatkowym zalozeniu
rozwigzanie to bedzie regularne? W pracy P3|, w pierwszym podej$ciu otrzymalisSmy
nastepujacy wynik: r=° - ru, € L> dla § > é Mogliby$my powiedzieé¢, iz jesteSmy w
sodlegtosci” % od regularnosci ASNS. Dzieki uwagom prof. W. Zajaczkowskiego udato
sie zmniejszy¢ ,dystans” do %. Ta idea ,zblizania” sie do regularno$ci ASNS byta kon-
tynuowana przez innych autoréw. Jednym z ciekawszych rezultatow na tym polu jest
ten otrzymany przez prof. D. Wei [41], wedle ktérego do regularnosci wystarczy by
| In r]%ru@ € L*°. Obecnie tego typu rezultatow warunkowej regularnosci, sformutowa-
nych w przestrzeniach wagowych, jest bardzo wiele.

Model turbulencji Kolmogorowa

[P5] P. Kosewski, A. Kubica, Local in time solution to Kolmogorov’s two-equation

model of turbulence,
Monatsh. Math. 198 (2022), no. 2, 345-369.

[P6] P. Kosewski, A. Kubica, Global in time solution to Kolmogorov’s two-equation
model of turbulence with small initial data,
Results Math. 77 (2022), no. 4, Paper No. 163.

W pracach |[P5] i [P6] zajmujemy sie badaniem istnienia regularnych lokalnych i
globalnych rozwiazan nastepujacego modelu turbulencji zaproponowanego przez A.N.
Kolmogorowa w pracy [I8] (rowniez w [43])

b
vy + div(v ® v) — 21y div (;D(v)) = —Vp, (80)
. (b 2
wi + div(wv) — k1 div | =Vw | = —kow?, (81)
w

. (b b 2
by + div(bv) — k3 div ;Vb = —bw+ /£4Z|D(U)| , (82)
dive = 0. (83)
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Zagadnienie powyzsze jest rozpatrywane w obszarze () = H?:1(07Li) z okresowymi
warunkami brzegowymi i zadanymi warunkami poczatkowymi

Vjt=0 = Vo, Wjt=0 = Wo, b|t:0 = by. (84)

O danych poczatkowych zakladamy, iz istniejg dodatnie liczby byin, Wmin, Wmax takie,
ze
0< bmin S bo(l’), 0< Wmin S WO(I) S Wmax- (85)

Jedyne znane wcze$niej rezultaty matematyczne otrzymane dla powyzszego zagadnienia
dotyczyly istnienia stabych rozwiazan ([5], [32]). W pracy |P5]| dowodzimy istnienia
regularnych lokalnych w czasie rozwigzan —. Dowod opiera sie na zastosowaniu
metody Galerkina przy odpowiednio dobranym zagadnieniu przyblizonym. Zatozenie
umozliwia jednostajna kontrole normy w L* aproksymacji w i kontrole od dotu
aproksymacji 2 (idea byla oparta na pracy [32]). Natomiast w pracy [P6| dowodzimy
istnienia regularnych globalnych w czasie rozwigzan —, przy zalozeniu malosci
danych poczatkowych.

Prace [P5] i [P6] stanowia czes¢ rezultatow zaprezentowanych przez dr Przemystawa
Kosewskiego w jego rozprawie doktorskiej.

Ulamkowe rownania rézniczkowe

[P7] A. Kubica, K. Ryszewska and M. Yamamoto, Time-fractional differential
equations—a theoretical introduction,
SpringerBriefs in Mathematics, Springer, Singapore, 2020.

[P8] A. Kubica, K. Pawlak, Characterization of the range of the fractional integral
operator in L* space,
20 Years of the Faculty of the Mathematics and Information Sciences Warsaw
University of Technology, Oficyna Wydawnicza Politechniki Warszawskiej,
Warszawa, 2022,

Praca [P7| stanowi elementarne wprowdzenie do teorii utamkowych réwnan roéznicz-
kowcyh zyczajnych jak i czastkowych. Przedstawione jest tutaj podejscie alternatywne
do tego z prac [H1|-[H3]. Natomiast praca [P8] ma na celu prezentacje, ze wszelkimi
szczegbOtami, znanego wyniku dotyczacego charakteryzacji obrazu catki utamkowej 7
okreslonej na przestrzeni L*(0,T).
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Zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych

[P9] A. Kubica, W.M. Zajaczkowski, Parabolic system in weighted Sobolev space,
Appl. Math. 34 (2007), 169-191.

[P10] A. Kubica, W.M. Zajaczkowski, A priori estimates in weighted space for
solutions of the Poisson and heat equations,

Appl. Math. 34 (2007), 431-444.

[P11] A. Kubica, The Dirichlet problem in weighted spaces on a dihedral domain,
Banach Center Publ. 86 (2009), 207-222.

Prace [P9|-[P11] stanowia cze$¢ mojej rozprawy doktorskiej zatytutowanej Modelowe
zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych obronionej w 2009
roku. Wagi tam rozpatrywane sa zwigzane z przestrzeniami typu Kondratiev’a, a wiec
nie sa to A,-wagi, a same zagadnienia maja swe Zrédto w problemach pojawiajacych
sie przy analizie osiowosymetrycznych rozwiazan rownan Navier-Stokesa. Otoz, gdy-
by$my mieli do dyspozycji rozwigzywalnos¢ w pewnych przestrzeniach wagowych typu
Kondratiev’a rownania u; — Au + Su = f w R3, gdzie r = (27 + 22)2, to mozliwe
byloby wywnioskowanie regularnosci osiowosymetrycznych stabych rozwiazan NS. Jed-
nakze wnioski ptynace z [P9|-[P11], jak i z tez rozprawy doktorskiej, wskazuja, iz wyzej
wspomnianej rozwiazywalnosci nie mamy. Jest to tym bardziej niespodziewany wynik,
gdyz dysponujemy odpowiednimi oszacowaniami a priori (praca [P10]). Zatem mamy
tutaj do czynienia z rzadko spotykana sytuacja w rownaniach rézniczkowych: dyspo-
nujemy oszacowaniami a priori w pewnych przestrzeniach funkcyjnych, ale nie mamy
istnienia rozwigzan w tych przestrzeniach. Co wiecej, kowymiar obrazu operatora za-
danego przez rozpatrywane rOwnanie jest nieskonczony.

Regularno$é rozwigzan réwnania Poissona w obszarach wielokatnych

[P12] A. Kubica, The regulatity of weak and very weak solutions of the Poisson
equation on polygonal domain with mized boundary conditions (part I),
Appl. Math. (Warsaw) 31 (2004), no. 1, 443-456.

[P13] A. Kubica, The regulatity of weak and very weak solutions of the Poisson
equation on polygonal domain with mized boundary conditions (part II),
Appl. Math. 34 (2007), 431-444

Prace [P12] i [P13| zawieraja wyniki przedstawione w mojej pracy magisterskiej.
Analizujemy tam regularnos¢ stabych i bardzo stabych rozwigzan réwnania Poissona
w obszarach wielokatnych, przy czym na brzegu zadajemy mieszane jednorodne wa-
runki brzegowe. Doktadniej, na bokach rozpatrywanego wielokata mamy zadana do-
wolng kombinacje warunkéw brzegowych typu Dirichleta, Neumanna i Robina. Obec-
nos¢ katow i mieszane warunki brzegowe skutkujg brakiem regularnosci stabych i bardzo
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stabych rozwiazan. W pracach [P12] i [P13| charakteryzujemy osobliwa czesé¢ rozwiazan,
czyli wskazujemy odpowiednia kombinacje liniows funkcji, zwigzang z rozpatrywanym
zagadnieniem, z doktadnoscia do ktorej, stabe badz bardzo stabe rozwiazanie réwnania
Poissona, jest regularne, tj. nalezy do H2.

. Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscig naukowa albo artystyczna
realizowana w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji
kultury, w szczegb6lnosci zagranicznej.

(a) Referaty wygloszone na konferencjach naukowych

e Modelowe zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych, IV
Forum Rownan Rozniczkowych Czastkowych, Bedlewo 2008.

e Linear elliptic and parabolic model problems in weighted spaces, 6th European
Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Gaeta 2009.

o A regularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, The 8th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equ-
ations and Applications, Drezno, 2010.

o O warunkowej regularnosci osiowosymetrycznych rozwigzarn rownan Navier-
Stokesa, VII Forum of Differential Equations, Bedlewo, 2010.

o A reqularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, International Summer School: Mathematical Fluid Dynamics, Le-
vico Terme, 2010.

o A regularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, International Congress on Industrial and Applied Mathematics,
Vancouver, 2011.

o O warunkowej reqularnosci osiowosymetrycznych rozwigzan rownan Navier-
Stokesa, VIII Forum of Differential Equations, Bedlewo, 2012.

o A Reqularity Criterion for An Axially Symmetric Solution to the Navier-Stokes
Equations, Tth European Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Ga-
eta 2012.

e Regularity criteria for axially symmetric weak solutions to the Navier-Stokes
equations, Parabolic and Navier-Stokes Equations, Bedlewo 2012.

e Local in time solutions of MHD system for bounded and exterior domain, Ma-
thematical Fluid Mechanics: Old Problems, New Trends - a week for Wojciech
Zajaczkowski, 2015.

e Local in time solutions of MHD system for bounded and exterior domain,
Asymptotic Problems: Elliptic and Parabolic Issues, Wilno, 2015.

o Fractional diffusion equation, IRSES, IM PAN Warszawa, 2016.

e Fractional diffusion equation, 10th International Conference on Non-Integer
Order Calculus and Its Applications, Bialystok 2018.

e Fractional diffusion equation, International Congress on Industrial and Applied
Mathematics, Walencja, 2019.

o A self-similar solution to time-fractional Stefan problem, Banach Center, on-
line, 2020.
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o Time-Fractional Differential Equations, Chiny, 2020 - zdalnie.
e Kolmogorov’s two-equation model of turbulence, Turb1D 2020, zdalnie.

o Hélder continuity of weak solutions to evolution equations with distributed or-
der fractional time derivative, Ultan Bator, 2023, zdalnie.

o A self-similar solution to time-fractional Stefan problem Innovations in Frac-
tional Calculus and Applications to Functional and Biological Materials, Lo-
zanna, 2023.

o A self-similar solution to time-fractional Stefan problem, Equadiff, Karlstad
2024.

(b) Wyjazdy w ramach wspoélpracy naukowej

e University of Pittsburgh, na zaproszenie prof. Giovanni Galdi,
15.01.2014-15.02.2014.

e Charles University w Pradze, na zaproszenie prof. Milana Pokorny,
22-29.09.2014.

e University of Pittsburgh, na zaproszenie prof. Giovanni Galdi,
15.07.2014-14.08.2014.

e University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 6-28.05.2016.

e University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 17.07.2016-11.08.2016.

e University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 11.09.2016-1.10.2016.

e University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 23.11.2016-3.12.2016.

e University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 22.02.2017-
4.03.2017.

e University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 1.04.2017-
12.04.2017.

e University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 19.02.2018-
8.03.2018.

e University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 30.05.2018-
14.06.2018.

(c) Organizacja konferencji

e Nonlocal diffusion problems, nonlocal interface evolution, 1.—3. October 2020,
zdalnie, wspotorganizator.

e Models involving fractional differential equations and their analysis - sympo-
zjum w ramach konferencji ICTAM 2019, Walencja, wspotorganizator.
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6. Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz populary-
zujacych nauke lub sztuke.

(a) Opieka naukowa nad doktorantami:

i. Katarzyna Ryszewska, opieka naukowa w okresie 2017-2021, tytul roz-
prawy: A Semigroup Approach to the Space-Fractional Diffusion and the Ana-
lysis of Fractional Stefan Models, Wydzial MiNI Politechniki Warszawskiej,

promotor pomocniczy, doktorat obroniony w 2021, wyr6znienie.

ii. Przemystaw Kosewski, opieka naukowa w okresie 2018-2024, tytul roz-
prawy: Kolmogorov’s Model of Turbulence - Mathematical Analysis, Wydzial
MiNTI Politechniki Warszawskiej, promotor pomocniczy, doktorat obroniony
w 2024.

iii. Karolina Pawlak, opieka naukowa od 2020, promotor pomocniczy, roz-
prawa doktorska w przygotowaniu.

(b) Doswiadczenie dydaktyczne:

o Wyktady monograficzne prowadzone na Wydziale Matematyki i Nauk Infor-
macyjnych Politechniki Warszawskie;j:
— Analiza harmoniczna,
— Analiza funkcjonalna TI,
— Teoria regularnosci rownan Naviera—Stokesa.
o Warsztaty dla doktorantow prowadzone na Wydziale MiNI Politechniki War-
szawskiej:
— Teoria potgrup,
— Teoria interpolacji,
— Teoria regularnosci,
— Ewolucyjne réwnania catkowe,
— Metody stabej zbieznosci,
— Przestrzenie Besova.
e Zajecia dydaktyczne prowadzone na Wydziale MiNI Politechniki Warszawskiej
(¢wiczenia):
— Rownania rozniczkowe zwyczajne,
— Roéwnania rézniczkowe czastkowe,
— Analiza zespolona,
— Analiza funkcjonalna,
— Analiza matematyczna III.

e Opieka nad pracami dyplomowymi: 21 obronionych prac licencjackich oraz 6
obronionych prac magisterskich na Politechnice Warszawskiej.
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7. Dodatkowe informacje

(a) Udzial w projektach badawczych

Rownania oSrodkéw cigglych: wtasnosci © struktura rozwigzan, grant MNiSW
nr 1 PO3A 021 30, 2006-2009, wykonawca.

Dyfuzja anizotropowa w ewolucji powierzchni swobodnych,
grant NCN 2011/01/B/ST1/01197, 2011-2014, wykonawca.

Nonlocal problems of interface evolution, 2017-2023,
grant NCN 2017,/26/M /ST1/00700, wykonawca.

(b) Nagrody i wyréznienia

2010 — Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna T stopnia)
za osiggniecia naukowe.

2016 — Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna IIT stopnia)
za osiagniecia naukowe.

2017 — Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (Zlota Kreda, T miejsce)
za wyrozniajace prowadzenie zaje¢ dydaktycznych.

2018 — Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (Ztota Kreda) za wyroz-
niajace prowadzenie zaje¢ dydaktycznych.

2018 — Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia)
za osiggniecia naukowe.

2019 — Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna I stopnia)
za osiagniecia naukowe.

2022 — Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (Zlota Kreda, I miejsce)
za wyrozniajace prowadzenie zaje¢ dydaktycznych.

2022 — Nagroda Rektora Politechniki Warszawskiej (indywidualna II stopnia)
za osiagniecia naukowe.

(c) Dzialalno$é recenzencka: recenzje dla nastepujgcych czasopism:

Acta Mathematica Scientia, Advances in Differential Equations, Advances in Ma-
thematics, Annales Polonici Mathematici, Applicationes Mathematicae, Applied
Mathematics and Computation, Applied Mathematics Letters, Asymptotic Analy-

sis,

Computers and Mathematics with Applications, Demonstratio Mathematica,

Electronic Journal of Differential Equations, Fractional Calculus and Applied Ana-
lysis, Journal of Applied Analysis, Journal of Dynamics and Differential Equations,
Mathematics and Mechanics of Solids, Mathematische Annalen, Mathematische
Nachrichten, Monatshefte fiir Mathematik, Nonlinear Analysis: Real World Appli-
cations, Proceedings A of the Royal Society of Edinburgh.
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(d) Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego

e Wedlug bazy Web of Science:
— liczba cytowan: 312,
— liczba cytowan bez autocytowan: 299,
— indeks Hirscha: 7,
— indeks Hirscha z wykluczeniem autocytowan: 7.

e Wedlug bazy Scopus:
— liczba cytowan: 336,
— liczba cytowan bez autocytowan: 322,
— indeks Hirscha: 8,
— indeks Hirscha z wykluczeniem autocytowan: 8.
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Wykaz osiggnie¢ naukowych albo artystycznych, stanowigcych znaczny wktad w

L.

II.

rozwdéj okreslonej dyscypliny

WYKAZ OSIAGNIEC NAUKOWYCH ALBO ARTYSTYCZNYCH, O KTORYCH
MOWA W ART. 219 UST. 1. PKT 2 USTAWY

Cykl powigzanych tematycznie artykuléw naukowych, zgodnie z art. 219
ust. 1. pkt 2b ustawy

Cykl zatytutowany:

Rozwigzania réwnan ulamkowej dyfuzji

1. A. Kubica, P. Rybka, K. Ryszewska, Weak solutions of fractional differential equ-
ations in non cylindrical domains, Nonlinear Anal. Real World Appl. 36 (2017),
154-182.

2. A. Kubica, M. Yamamoto, Initial-boundary value problems for fractional diffusion
equations with time-dependent coefficients, Fract. Calc. Appl. Anal. 21 (2018), no. 2,
276-311.

3. A. Kubica, K. Ryszewska, Fractional diffusion equation with distributed-order Caputo
derivative, J. Integral Equations Appl. 31 (2019), no. 2, 195-243.

4. A. Kubica, K. Ryszewska, Decay of solutions to parabolic-type problem with distri-
buted order Caputo derivative, J. Math. Anal. Appl. 465 (2018), no. 1, 75-99.

5. A. Kubica, K. Ryszewska, A self-similar solution to time-fractional Stefan problem
Math. Methods Appl. Sci. 44 (2021), no. 6, 4245-4275.

6. A. Kubica, K. Ryszewska, R. Zacher, Hélder continuity of weak solutions to evolution
equations with distributed order fractional time derivative Math. Ann. 390 (2024),
no. 2, 2513-2592.

WYKAZ AKTYWNOSCI NAUKOWEJ

1. Wykaz wystapien na krajowych lub miedzynarodowych konferencjach na-
ukowych

o Modelowe zagadnienia eliptyczne i paraboliczne w przestrzeniach wagowych, IV
Forum Rownari Rozniczkowych Czastkowych, Bedlewo 2008.



e Linear elliptic and parabolic model problems in weighted spaces, 6th European
Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Gaeta 2009.

o A reqularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, The 8th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equ-
ations and Applications, Drezno, 2010.

o O warunkowej reqularno$ci osiowosymetrycznych rozwigzan rownan Navier-Stokesa,
VII Forum of Differential Equations, Bedlewo, 2010.

e A reqularity criterion for an axially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, International Summer School: Mathematical Fluid Dynamics, Levico
Terme, 2010.

o A regqularity criterion for an azially symmetric solutions to the Navier-Stokes
equations, International Congress on Industrial and Applied Mathematics, Van-
couver, 2011.

o O warunkowej reqularno$ci osiowosymetrycznych rozwigzan réwnan Navier-Stokesa,
VIII Forum of Differential Equations, Bedlewo, 2012.

o A Regularity Criterion for An Axially Symmetric Solution to the Navier-Stokes
Equations, Tth European Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Gaeta
2012.

e Reqularity criteria for axially symmetric weak solutions to the Navier-Stokes
equations, Parabolic and Navier-Stokes Equations, Bedlewo 2012.

e Local in time solutions of MHD system for bounded and exterior domain, Ma-
thematical Fluid Mechanics: Old Problems, New Trends - a week for Wojciech
Zajaczkowski, 2015.

e Local in time solutions of MHD system for bounded and exterior domain, Asymp-
totic Problems: Elliptic and Parabolic Issues, Wilno, 2015.

e Fractional diffusion equation, IRSES, IM PAN Warszawa, 2016.

e Fractional diffusion equation, 10th International Conference on Non-Integer Or-
der Calculus and Its Applications, Bialystok 2018.

e Fractional diffusion equation, International Congress on Industrial and Applied
Mathematics, Walencja, 2019.

o A self-similar solution to time-fractional Stefan problem, Banach Center, online,
2020.

e Time-Fractional Differential Equations, Chiny, 2020 - zdalnie.

e Kolmogorov’s two-equation model of turbulence, Turb1D 2020, zdalnie.

e Hilder continuity of weak solutions to evolution equations with distributed order
fractional time derivative, Utan Bator, 2023, zdalnie.

o A self-similar solution to time-fractional Stefan problem Innovations in Fractio-
nal Calculus and Applications to Functional and Biological Materials, Lozanna,
2023.

o A self-similar solution to time-fractional Stefan problem, Equadiff, Karlstad
2024.

2. Organizacja konferencji

e Nonlocal diffusion problems, nonlocal interface evolution, 1.-3. October 2020,
zdalnie, wspotorganizator.



e Models involving fractional differential equations and their analysis - sympozjum
w ramach konferencji ICTAM 2019, Walencja, wspotorganizator.

3. Udzial w projektach badawczych

e Rownania oSrodkow cigglych: wtasnosSci i struktura rozwigzan, grant MNiSW nr
1 PO3A 021 30, 2006-2009, wykonawca.

e Dyfuzja anizotropowa w ewolucji powierzchni swobodnych,
grant NCN 2011/01/B/ST1/01197, 2011-2014, wykonawca.

e Nonlocal problems of interface evolution, 2017-2023,
grant NCN 2017/26/M/ST1/00700, wykonawca.

4. Wyjazdy w ramach wspoélpracy naukowej

e University of Pittsburgh, na zaproszenie prof. Giovanni Galdi,15.01.2014-15.02.2014.
e Charles University w Pradze, na zaproszenie prof. Milana Pokorny, 22-29.09.2014.
e University of Pittsburgh, na zaproszenie prof. Giovanni Galdi,15.07.2014-14.08.2014.

e University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 6-28.05.2016.

e University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 17.07.2016-11.08.2016.

e University of Tokyo, w ramach projektu TRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 11.09.2016-1.10.2016.

e University of Tokyo, w ramach projektu IRSES-FLUX, na zaproszenie prof.
Yoshikazu Giga, 23.11.2016-3.12.2016.

e University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 22.02.2017-4.03.2017.
e University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 1.04.2017-12.04.2017.
e University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 19.02.2018-8.03.2018.
e University of Tokyo, na zaproszenie prof. Masahiro Yamamoto, 30.05.2018-14.06.2018.

5. Wykaz recenzowanych prac naukowych

przed uzyskaniem stopnia doktora:

e A. Kubica, The regulatity of weak and very weak solutions of the Poisson equ-
ation on polygonal domain with mized boundary conditions (part I), Appl. Math.
(Warsaw) 31 (2004), no. 1, 443-456.

e A. Kubica, The requlatity of weak and very weak solutions of the Poisson equ-
ation on polygonal domain with mized boundary conditions (part IT), Appl. Math.
(Warsaw) 32 (2005), no. 1, 17-36.

e A. Kubica, W.M. Zajaczkowski, Parabolic system in weighted Sobolev space,
Appl. Math. 34 (2007), 169-191.

e A. Kubica, W.M. Zajaczkowski, A priori estimates in weighted space for solutions
of the Poisson and heat equations, Appl. Math. (Warsaw) 34 (2007), 431-444.

e A. Kubica, The Dirichlet problem in weighted spaces on a dihedral domain, Ba-
nach Center Publ. 86 (2009), 207-222.



po uzyskaniu stopnia doktora:

e A. Kubica, M. Pokorny, W.M. Zajaczkowski, Remarks on regularity criteria for
aztally symmetric weak solutions to the Navier-Stokes equations, Math. Methods
Appl. Sci. 35 (2012), no 3, 360-371.

e A. Kubica, P. Rybka, Fine singularity analysis of solutions to Laplace equation,
Math. Methods Appl. Sci. 38 (2015), no. 9, 1734-1745.

e A. Kubica, A reqularity criterion for positive part of radial component in the case
of azially symmetric Navier-Stokes equations, Dem. Math. vol. 48(1), (2015).

e A. Kubica, P. Rybka, Fine singularity analysis of solutions to Laplace equation:
Berg’s effect, Math. Methods Appl. Sci. 39 (2016), no. 5, 1069-1075.

e A. Kubica, P. Rybka, K. Ryszewska, Weak solutions of fractional differential equ-
ations in non cylindrical domain, Nonlinear Anal. Real World Appl. 36 (2017),
154-182.

e A. Kubica, M. Yamamoto, Initial-boundary value problems for fractional diffu-
ston equations with time-dependent coeffcients, Fractional Calculus and Applied
Analysis, Volume 21, Issue 2 (2018), pp. 276-311.

e A. Kubica, K. Ryszewska, Fractional diffusion equation with the distributed order
Caputo derivative, J. Integral Equations Applications, Volume 31, Number 2
(2019), 195-243.

e A. Kubica, K. Ryszewska, Decay of solutions to parabolic-type problem with di-
stributed order Caputo time derivative, J. Math. Anal. Appl. 465 (2018) 75-99.

e P. Kosewski, A. Kubica, Local in time solution to Kolmogorov’s two-equation
model of turbulence, Monatsh. Math. 198 (2022), no. 2, 345-369.

e P. Kosewski, A. Kubica, Global in time solution to Kolmogorov’s two-equation
model of turbulence with small initial data, Results Math. 77 (2022), no. 4, Paper
No. 163.

e A. Kubica, K. Ryszewska, A self-similar solution to time-fractional Stefan pro-
blem, Math Meth Appl Sci. 2020; 1-31.

e A. Kubica, K. Ryszewska, M. Yamamoto, Time-Fractional Differential Equ-
ations, SpringerBriefs in Mathematics, 2020.

e A. Kubica, K. Ryszewska, R. Zacher, Hélder continuity of weak solutions to
evolution equations with distributed order fractional time derivative, Math. Ann.

390 (2024), no. 2, 2513-2592.

ITI. Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego

e Wedtug bazy Web of Science:

— liczba cytowan: 312,

— liczba cytowan bez autocytowan: 299,

— indeks Hirscha: 7,

— indeks Hirscha 7z wykluczeniem autocytowan: 7.



e Wedtug bazy Scopus:

— liczba cytowan: 336,

— liczba cytowan bez autocytowan: 322,

— indeks Hirscha: 8,

— indeks Hirscha z wykluczeniem autocytowan: 8.
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