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Streszczenie

W rozprawie badane sa niezmiennicze tensory Nijenhuisa na przestrzeniach jednorod-
nych G/K oraz catkowalnos$¢ zwiazanych z nimi uktadéw Hamiltonowskich, przy zatoze-
niu reduktywnosci grupy Liego G oraz niezmienniczoSci funkcji Hamiltona okreSlonej na
wiazce kostycznej T*(G/K). Tensor tego typu generuje dodatkowa niezmienniczg struk-
ture Poissona na 7*(G/K), zgodna z kanoniczna strukturg Poissona na wiazce kostyczne;.
Powstajaca para Poissona poddana redukcji do przestrzeni funkcji G-niezmienniczych, po-
zwala na znalezienie rodziny G-niezmienniczych funkcji w inwolucji. Sformutowano w
terminach algebry Liego warunki dostateczne i konieczne na zupetno$¢ tak powstajace;j
rodziny funkcji (Twierdzenie 5.4.1). Uzyskane wyniki zastosowano do dowodu catkowal-
nosci w klasie funkcji analitycznych, wielomianowo zaleznych od pgdéw, potokow geo-
dezyjnych dla serii przestrzeni jednorodnych zwartych grup Liego G, z dwoma rodzajami
metryk: metryka normalna, oraz metryka zwiazana z rozktadem grupy G na dwie podgrupy
G = G - Gy, gdzie K powstaje jako czg¢s$¢ wspdlna podgrup Gi,G, (Twierdzenia 6.2.2 i
6.3.2).

Stowa kluczowe: struktury bihamiltonowskie, uktady catkowalne, przestrzenie jedno-

rodne, algebry Liego, catkowalnos¢ w sensie Liouville’a



Abstract

The thesis is devoted to study of invariant Nijenhuis (1, 1)-tensors on a homogeneous
space G/K of a reductive Lie group G and integrability of related with them Hamiltonian
systems of differential equations with a G-invariant Hamiltonian function on the cotangent
bundle 7*(G/K). Such a tensor induces an invariant Poisson tensor I on 7%(G/K), which
is Poisson compatible with the canonical Poisson tensor Il7+ (/). This Poisson pair can be
reduced to the space of G-invariant functions on 7*(G/K) and produces a family of Poisson
commuting G-invariant functions. Necessary and sufficient conditions of the completeness
of this family are given in Lie algebraic terms (Theorem 5.4.1). Obtained results are ap-
plied to proving the Liouville integrability in the class of analytic integrals polynomial in
momenta of the geodesic flow on two series of homogeneous spaces G/K of compact Lie
groups G for two kinds of metrics: the normal metric and new classes of metrics related to
decomposition of G to two subgroups G = G - G, where K = G| N G, (Theorems 6.2.2
and 6.3.2).

Keywords: bi-Hamiltonian structures, integrable systems, homogeneous spaces, Lie

algebras, Liouville integrability
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Wstep i motywacja

Uktady réwnan rézniczkowych opisujace ewolucje stanu ukiadu sa spotykane w wielu
dziedzinach nauki, od fizyki przez biologi¢ do ekonomii. Wazne miejsce wsrdd nich zajmuja
tzw. uklady hamiltonowskie, Zrédtem ktérych jest mechanika klasyczna. W przestrzeni fa-
zowej obejmujacej wspolrzedne przestrzenne oraz pedy mozna je zapisaé w bardzo elegancki
sposob za pomocg jednej funkcji zwanej funkcja Hamiltona lub hamiltonianem, a struktura
matematyczng pozwalajaca na taki zapis jest tzw. nawias Poissona. Nawias Poissona jako dzia-
tanie (spelniajace kilka waznych warunkéw) na pierScieniu funkcji gtadkich na rozmaitosci
zostal po raz pierwszy wprowadzony przez S. D. Poissona w [Poi09], jako narzedzie do bada-
nia dynamiki uktadéow mechanicznych. Niewiele pozniej C. G. Jacobi [Jac84] zainteresowat
si¢ nim od strony algebraicznej. Systematyczne badanie geometrii zwigzanej z nawiasem
Poissona zaczat S. Lie [Lie80]. Od tego czasu geometria Poissona stala si¢g samodzielng i bardzo
wazng teoria, bedac miedzy innymi jezykiem dla wspéiczesnej mechaniki klasycznej (por.
[AMRS8]). Podstawowe zagadnienie dotyczace uktadéw réwnan rézniczkowych to pytanie
o istnienie rozwigzan oraz o mozliwos¢ ich wyrazenia poprzez znane funkcje podstawowe.
Wazna rolg w tym zagadnieniu odgrywaja tak zwane catki pierwsze, czyli funkcje state wzdluz
rozwiazan (jak np. energia catkowita uktadu). Jezeli mozemy znaleZ¢ wystarczajaco duzo catek
pierwszych to powiemy, ze uklad jest zupetnie catkowalny. Jest to bardzo wazna wtasnos¢,
nie tylko z teoretycznego punktu widzenia, ale rowniez zastosowan. W przyktadach bardzo
czgsto (jednak nie jest to regula, zob. [Bro90]) hamiltonowskie uktady catkowalne posiadaja
druga niezalezng strukture Poissona, ktéra dodatkowo jest zgodna z wyjSciowa (tj. ich suma
tez jest struktura Poissona), takie struktury nazywamy bihamiltonowskimi. Za poczatek teorii
uktadéw bihamiltonowskich uznaje si¢ rok 1978, w ktérym to F. Magri ([Mag78]) wskazat
metode konstrukcji rozwiagzan uktadu bihamiltonowskiego, przy zalozeniu, ze znane jest pewne
specjalne pole wektorowe. Badaniem geometrii struktur bihamiltonowskich zajmowano si¢
m.in. w artykutach [Tur89, GZ91, Bol92, GZ93, Pan00, Tur00, BD06, BI14].

Ze wzgledu na zastosowania wazna klas¢ uktadéw hamiltonowskich stanowia po-
toki geodezyjne, czyli jednoparametrowe grupy dyfeomorfizméw zadane przez réwnania
rézniczkowe, ktérych rozwigzania sa lokalnie najkrétszymi krzywymi taczacymi dwa ustalone
punkty w sensie odlegtosci zadanej za pomoca danej metryki (pseudo-)riemannowskiej. Z za-
sady Maupertuis, ewolucja stanu kazdego tzw. naturalnego uktadu mechanicznego odbywa si¢
po liniach geodezyjnych, wzgledem pewnej metryki zdefiniowanej przez funkcj¢ Hamiltona.
Zastosowanie narzgdzi mechaniki Hamiltona pozwala wyciagna¢ wnioski dotyczace geometrii
rozwigzan réwnan ruchu, a w szczeg6élnych przypadkach (catkowalno$¢ w sensie Liouville’a)

réwniez na jawne wyznaczenie globalnych rozwigzan.



Za poczatek badan nad catkowalnoScig potokéw geodezyjnych mozna uwazaé klasy-
czne Twierdzenie Clairaut (1733) mowiace, ze potok geodezyjny na powierzchni obrotowe;j
P posiada catke liniowa, w szczegdlnosSci jest zupelnie catkowalny (rozumiany jako uktad
hamiltonowski na 7*P z hamiltonianem réwnym formie kwadratowej metryki na P). Kolej-
nymi klasycznymi wynikami tego typu sa Twierdzenia o calkowalnosci baku Eulera (1765),
czyli swobodnej bryty sztywnej, oraz Twierdzenie Jacobiego (1838) o catkowalnosci linii
geodezyjnych na n-wymiarowej elipsoidzie.

We wspoélczesnej matematyce problematyka catkowalnosci potokéw geodezyjnych zajmuje
wazne miejsce, w szczegdlnoSci obszerna literatura matematyczna jest poSwigcona catkowal-
nosci potokéw geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych. Obecna praca poszerza zakres
wynikOw w tej tematyce, z tego powodu ich dokladniejszy przeglad przedstawiamy na za-
konczenie tego rozdziatu opierajac si¢ m.in na [Thi81, Mis82, MP04, BJ04b] oraz artykutach
cytowane tamze, a takze pdZniejszych pracach, [DGJ09, Jov10, Myk16].

Niniejsza rozprawa, przedstawia nowa metode¢ konstrukcji zupelnie catkowalnych potokéw
geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych. Niech G bedzie reduktywna grupa Liego, K C G
jej domknigta podgrupa Liego. Wiazka kostyczna T*(G/K) wyposazona w kanoniczng struk-
ture Poissona I, stanowi przestrzen fazowa uktadu Hamiltona, z hamiltonianem bgdacym forma
kwadratowa g pewnej G-niezmienniczej metryki (pseudo-) Riemanna. Wspomniana metryka
moze by¢ zbudowana nastgpujaco: niech (-,-) bedzie Ad G-niezmienniczg symetryczng forma
dwuliniowa na algebrze Liego g, grupy Liego G. Taka forma dwuliniowa zadaje dwuniezmi-
ennicza metryke na G, ktéra indukuje G-niezmiennicza metryke (-,-)g /K ha przestrzeni jed-
norodnej G/K zwang metrykq normalng. Ponadto, rozwazmy symetryczny, ad ¢-niezmienniczy
operator (zwany operatorem bezwtadnosci) n ;. : £l — £+, gdzie € jest algebra Liego podgrupy
K, oraz £ jest dopelnieniem ortogonalnym do € w g ze wzgledu na (-,-). Operator bezwtad-
nosci n ., zadaje G-niezmienniczy (1, 1)-tensor na wiazce stycznej N: T(G/K) — T(G/K),
ktéry jest symetryczny ze wzgledu na (-,-)g/k, oraz dodatkowa G-niezmiennicza metryke
(-,)n = (N-,-)g/k- Pytanie o calkowalno$¢ potokéw geodezyjnych dla obu metryk (-,-)g/x-
(-,-)n sprowadza si¢ do znalezienia rodziny sktadajacej si¢ z dim(G/K) — 1 niezaleznych
funkcji analitycznych i wielomianowych ze wzgledu na zmienne pedu na wiazce kostycznej
T*(G/K), ktére komutuja, ze wzgledu na nawias Poissona, z forma kwadratowa ¢ oraz migdzy
soba (sa w inwolucji). Wiadomo (zob. [BJ04b, Sekcja 5]), ze istnieja dwie komutujace
wzglgdem nawiasu Poissona rodziny funkcji analitycznych % oraz %, na T*(G/K), wsréd
ktorych bgdziemy szukaé niezaleznych catek pierwszych. Rodzina .%#; sktada si¢ z funkcji
G-niezmienniczych, natomiast do .%, naleza funkcje postaci u%,, f, gdzie tegn: T*(G/K) — g¢*
jest odwzorowaniem momentu odpowiadajacym naturalnemu dzialaniu hamiltonowskiemu
grupy Liego G na T*(G/K) oraz f jest funkcja analityczng na g*. Catki pierwsze nalezace do

rodziny .%, bedziemy nazywali catkami Noether. Forma kwadratowa ¢ nalezy do .%;, dobie-
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rajac rodzing . komutujacych wielomianéw na g* (Twierdzenie Sadetova [Sad04] pokazuje,
ze istnieje taka rodzina zupetna wzgledem kanonicznego nawiasu Liego—Poissona na g*, por.
[Bol16]) otrzymamy rodzing </ := u,, (%) catek pierwszych formy kwadratowej ¢, bedacych
funkcjami wielomianowymi ze wzgledu na zmienne pgdu. Zatem, poczatkowy problem zostat
zredukowany do konstrukcji komutujacej rodziny £ C .%#; funkcji wielomianowych wzgledem
zmiennych pedu, bedacych catkami pierwszymi formy kwadratowej ¢, dla ktérej zbior funkcji
o + A jest zupelny.

Pewna metoda budowy takiej rodziny % zostata zaproponowana w artykule [MP04], dla
przestrzeni jednorodnych bgdacych orbitami kodotaczonymi & grupy Liego G. Przedstawiono
tam konstrukcje dodatkowej G-niezmienniczej struktury Poissona I1j na 7*(G/K), zgodnej
z kanoniczna strukturg I1, oraz konstrukcje rodziny funkcji w inwolucji %. Zbidr ten jest
zwiazany z parg Poissona (IT',IT}), bedaca redukcja pary Poissona (IT,IT;) ze wzgledu na
dziatanie grupy G. Gtéwna role¢ w konstrukcji struktury I1; odgrywa forma symplektyczna
Kirillova—Kostanta—Suriau o, na orbicie kodotaczonej @, przyjeto IT| = (0 + 7 w,) !, gdzie
® = —II7! jest kanoniczna struktura symplektyczna na T*€ oraz m: T*€0 — O jest kano-
nicznym rzutowaniem.

W pracy proponujemy nowa metode konstrukcji rodziny funkcji %4. Podobnie jak
w [MP04], budujemy dodatkowa strukturg Poissona Il; zgodna z II, ale do jej konstrukcji
uzywamy G-niezmienniczego (1, 1)-tensora Nijenhuisa N: T(G/K) — T(G/K). W szczegdl-
nosci pozwala to na rozwazanie innej klasy przestrzeni jednorodnych niz orbity kodotaczone.
Dokt}adniej, dodatkowa struktura jest postaci I1; = N o I1, gdzie N jest tak zwanym podniesie-
niem kostycznym tensora N. Niezmienniczy (1,1)-tensor na G/K jest zdeterminowany przez
liniowy operator n : g — g. Prezentujemy warunki w jezyku algebr Liego, konieczne i wystar-
czajace do kroneckerowskosci pary Poissona (IT',IT}) otrzymanej przez redukcje ze wzgledu
na dziatanie grupy G pary Poissona (IL,II;). Spetnienie warunkéw prowadzi do zupetnosci
rodziny A, oraz of + % (Twierdzenie 5.4.1). Jako zastosowanie metody konstruujemy serie
niezmienniczych (1, 1)-tensoréw Nijenhuisa na przestrzeniach jednorodnych Gy /K; zwartych
i prostych grup Liego, gdzie pary (G, Ky) to odpowiednio (SU(2k),S(U(2k—1) x U(1))N
Sp(k)), (SO(2k+2),S0(2k+1)NU(k+ 1)), oraz SU(2n)/Sp(2n—2), SO(2n+2)/SU (n),
ktére w konsekwencji zadaja G-niezmiennicze metryki z potokami geodezyjnymi catkowal-
nymi w sensie Liouville’a w klasie funkcji analitycznych 1 wielomianowych wzgledem zmien-
nych pedu (Twierdzenie 6.2.2 1 6.3.2). Ponadto dowodzimy catkowalnosci metryk normal-
nych na wspomnianych wyzej przestrzeniach jednorodnych. Jak juz zaznaczyliSmy, przestrze-
nie te nie naleza do klasy orbit kodolaczonych jak réwniez, wg. naszej wiedzy, do in-
nych klas przestrzeni jednorodnych obecnych w literaturze, ktére byty badane pod wzgledem

catkowalnosci potokéw geodezyjnych metryk normalnych lub innych. Jako dodatkowe zasto-
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sowanie, uzyskujemy tez nowy dowdd catkowalnosci potoku geodezyjnego metryki normalnej
na przestrzeniach flag zupeinych.

PrzejdZzmy do oméwienia tresci rozprawy. Poczatkowe dwa rozdzialy stanowia zwigzle
wprowadzenie do teorii ukladow Hamiltona oraz sformutowanie problemu catkowalnosci po-
tokéw geodezyjnych w jezyku mechaniki hamiltonowskiej. Rozdzial 3 poSwigcony jest po-
jeciom zwiazanym ze strukturami Poissona oraz twierdzeniom przygotowawczym do bada-
nia zupetnosci rodzin funkcji w inwolucji. Zupetng catkowalnos¢ ilustrujemy na przyktadzie
ruchu swobodnego bryty sztywnej (bak Eulera). Rozdzial 4 stanowi wprowadzenie do
struktur bihamiltonowskich. Sformulowane Twierdzenie 4.3.1 podaje warunki zupeinosci
rodziny funkcji G-niezmienniczych, zwiazanych z dzialaniem grupy Liego G na rozmaitoSci
M wyposazonej w struktur¢ bihamiltonowska przy zalozeniu, ze powyzsze dzialanie jest
hamiltonowskie ze wzgledu na prawie wszystkie struktury Poissona z badanego peku. Naj-
istotniejsze wsrdd zatozen twierdzenia wymaga, aby dzialanie G na M bylo lokalnie swobodne,
pozwala ono na zastosowanie tak zwanego Lematu o bifurkacji (Lemat C.6.3) i pokazania
roéwnosci rzgdéw prawie wszystkich redukcji struktur Poissona. Jest to pierwszy krok do otrzy-
mania kroneckerowskosci peku Poissona.

W rozdziale 5 badamy struktury bihamiltonowskie na 7*(G/K) generowane przez pare
Poissona (IT,IT; = N oIl), gdzie N jest niezmienniczym pétprostym (1, 1)-tensorem Nijen-
huisa, N jego podniesieniem kostycznym. W Twierdzeniu 5.1.1 dowodzimy zachodzenie
nawzajem jednoznacznej odpowiednioSci miedzy G-niezmienniczym tensorem Nijenhuisa na
G/K i rozktadem algebry Liego g na sume podalgebr. Prezentujemy przyktady mozliwych
rozktadéw, sposréd ktérych w nastgpnym rozdziale (6) skupiamy si¢ na liScie Onishchika
(Przyktad 5.2.5) rozktadow g = g1 + g prostej zwartej algebry Liego na dwie podalgebry.
Pokazujemy, ze prawie wszystkie (generyczne) struktury Poissona z odpowiadajacego peku
sa niezdegenerowane oraz obliczamy wymiary liSci symplektycznych wyjqtkowych (nie beda-
cych generycznymi) struktur Poissona (Lemat 5.3.4). Dowodzimy hamiltonowskosSci kano-
nicznego dziatania grupy G na T*(G/K) ze wzglgdu na generyczne struktury Poissona, oraz
hamiltonowskosci dziatania pewnych podgrup (stabilizatoréw liSci symplektycznych) na lis-
ciach symplektycznych wyjatkowych struktur z peku Poissona. Wyznaczamy odwzorowania
momentu (Lemat 5.3.5) oraz wspomniane stabilizatory (Lemat 5.3.6). Gléwnym wynikiem
rozdziatu (i catej rozprawy) jest Twierdzenie 5.4.1 opisujace warunki dostateczne i konieczne
do kroneckerowskosci pary Poissona (IT',IT}) w terminach indeksow algebr Liego g oraz in-
dekséw pewnych ich kontrakcji (wzor (5.5)).

Nastepnie w rozdziale 6 stosujemy uzyskane rezultaty do konstrukcji przyktadéw metryk z
catkowalnymi potokami geodezyjnymi. Dowodzimy Twierdzenie 6.1.1 o zupeinej catkowal-
nosci potokéw geodezyjnych metryki normalnej oraz metryki indukowanej przez operator

bezwtadnosci n |1, przy zatozeniu spelnienia warunkéw Twierdzenia 5.4.1. Zauwazamy,
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ze wsréd przyktadéw G-niezmienniczych (1,1)-tensoréw Nijenhuisa na przestrzeniach jed-
norodnych G/K, zwiazanych z lista Onishchika, zawarte sa serie (g(k),g1(k),g2(k)), dla
ktérych obie pary (g(k),g1(k)) i (g(k),g2(k)) spelniaja warunki (5.6) Twierdzenia 5.4.1 (al-
gebra Liego ¢ grupy Liego K jest to g;(k) Nga(k)). W celu zastosowania Twierdzenia 6.1.1
do dowodu zupetnej catkowalnosci potokéw geodezyjnych nalezy upewnic si¢, ze dziatanie G
na 7*(G/K) jest lokalnie swobodne. Dowdd Twierdzenia 6.2.2 pokazuje, ze istotnie ma to
miejsce, stad zachodzi zupetna catkowalno$¢ potokéw geodezyjnych metryki normalnej oraz
metryki indukowanej przez odpowiedni operator bezwtadnosci. W podrozdziale 6.5 pokazu-
jemy, ze niezbedne warunki Twierdzen 5.4.1 oraz 6.1.1 sg spelnione dla operatora struktury
zespolonej J na przestrzeni flag zupetnych G/T, na podstawie czego wnioskujemy, ze potok
geodezyjny metryki normalnej na tej przestrzeni jest zupetnie catkowalny, przy czym uzyskana
rodzina catek pierwszych rézni si¢ od znanych w literaturze.

Na zakonczenie (rozdziat 7) omawiamy kilka szczegétéw technicznych oraz mozliwe
kierunki rozwinigcia badan.

W dodatku A podajemy wzory opisujace formy rzeczywiste algebr Liego g(k), g1 (k), g2(k)
dla serii (A2p—1,Cn,A2yp—2®T), (Dys1,Bn,An & T), oraz odpowiadajacy im operator bezwtad-
nosci.  Ponadto, wskazujemy warunki, wzgledem ktérych operator bezwtadnosci oraz
odpowiadajaca mu metryka sa dodatnio okreslone.

W dodatku B omawiamy istotng dla operowania ze strukturami typu Kroneckera kwestie
kompleksyfikacji obiektow rzeczywistych.

Dla ustalenia notacji oraz wygody czytelnika, dotaczamy w dodatku C przeglad uzywanych
poje¢ dotyczacych grup i algebr Liego, definicje przestrzeni jednorodnej, odwzorowania mo-

mentu oraz przytaczamy wykorzystany w Twierdzeniach 4.3.1, 5.4.1 Lemat C.6.3 o bifurkacji.

Rozprawa powstata w oparciu o artykut:
[LP19] Konrad Lompert, Andriy Panasyuk, Invariant Nijenhuis Tensors and Integrable
Geodesic Flows, Symmetry, Integrability and Geometry: Methods and Applications
15 (2019), 056, 30 pages.
Wyniki badan przedstawione w podrozdziatach 6.3, 6.4, 6.5 nie byly wczeSniej pub-

likowane.

Przeglad literatury

Ponizej przedstawiamy przeglad metod konstrukcji i przyktadéw zupeilnie catkowalnych
potokéw geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych (i zwiazanych z nimi przestrzeniach
podwdjnie ilorazowych).

W [Arn66] V. Arnold zauwazyl, ze na dowolnych algebrach Liego mozna rozwaza¢ row-

nania analogiczne do réwnan Eulera, opisujace rownania ruchu bryly sztywnej (wigcej w pod-
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rozdziale 2.4). S. Manakov [Man76] uogdlnit réwnania Eulera na algebrze Liego o(n) grupy
Liego O(n) oraz wskazat jawng postaé catek ruchu. Postuzyt do tego operator bezwtadnosci na

algebrze Liego g, ktéry w ogdlnej postaci moze by¢ zapisany jako:

ad; !|n(adpz) z€m

®app(2) = (0.1)

Dz z€t

dla pewnych a,b € g, podalgebry Liego £ w g, oraz podprzestrzeni m dopetniajacej do € w g
1 symetrycznego endomorfizmu D : £ — €.

Nastgpnie A. Mishchenko i A. Fomenko w [MF78a] rozwineli konstrukcj¢ Manakova
calek pierwszych do metody przesunigcia argumentu (patrz Przykiad 4.2.1). Przy jej uzy-
ciu zbudowali przyktady catkowalnych réwnani Eulera na regularnych orbitach dotaczonych
zwartych grup Liego. Pozwolilo to na wykazanie ([MF78b]), ze na poiprostych grupach
Liego lewoniezmiennicze metryki zwigzane z catkowalnymi rownaniami Eulera zadaja zupetnie
catkowalne potoki geodezyjne.

W [Thi81] A. Thimm wprowadzil metod¢ taficucha podalgebr Liego do konstrukcji catek
pierwszych w inwolucji. Metoda pozwolita pokaza¢, ze dowolna G-niezmiennicza funkcja
Hamiltona na T*M zadaje uktad zupelnie catkowalny, jesli M jest jedna z przestrzeni:
Gpqg(R) = SO(n+1)/SO(p) x SO(q) (rzeczywista rozmaito§¢ Grassmanna), G,4(C) =
U(n)/U(p) x U(q) (zespolona rozmaito$¢ Grassmanna), SU(n+1)/SO(n+ 1), SU(n+ 1) x
R/SU(n) xR, SO(n+1)/SO(n—1), CH" = U(n,1)/U(n) x U(1), U(n+1)/0(n+ 1).
W szczegdlnosci potok geodezyjny metryki normalnej na dowolnej z wyzej wymienionych
przestrzeni jest zupelnie catkowalny.

P6Zniej V. Guillemin i S. Sternberg [GS83] badajac metode Thimma, znalezli warunki
konieczne na dziatanie grupy Liego G, aby catki Noether wystarczyly do zupelnej catkowal-
nosci dowolnej funkcji G-niezmienniczej. W [GS84] badaja klase przestrzeni, dla ktérych
algebra wszystkich funkcji G-niezmienniczych jest przemienna wzgledem nawiasu Poissona,
pokazujac, ze naleza do niej przestrzenie posiadajace uktad zupetlnie catkowalny catkami
Noether. W szczegdlnosci takie przestrzenie ilorazowe spelniaja zalozenia definicji pary
Gelfanda (sklasyfikowane w [Kra79]).

W [Mis82] Mishchenko, wykorzystujac metody z [MF78b], wykazat zupeing catkowalnos¢
potokéw geodezyjnych metryki normalnej na zwartych przestrzeniach symetrycznych. Dowdd
polega na wykazaniu najpierw, ze dla takich przestrzeni istnieje nieprzemienna zupetna algebra
catek pierwszych, zawierajaca funkcje Hamiltona metryki normalnej. A pdzniej, ze w przy-
padku pétprostych grup Liego oraz ich form rzeczywistych z nieprzemiennej algebry calek

pierwszych mozna wybraé podalgebre catek bedacych w inwolucji.
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A. Brailov przy uzyciu metody przesunigcia argumentu dowidédt w [Bra87] zu-
petnej catkowalnosci metryki zadanej przez operator bezwtadnos$ci (0.1) na przestrzeniach
symetrycznych.

Niezaleznie od [Mis82] i [Bra87] wykorzystujac metod¢ Thimma i wtasnoSci odwzorowa-
nia momentu K. Ii i S. Watanabe [liW84] podali zupelny i inwolutywny zbiér catek Noether na
przestrzeniach symetrycznych, dowodzac catkowalnosci potoku geodezyjnego metryki normal-
nej.

W [Myk87] 1. Mykytyuk sklasyfikowat pary sferyczne (G,K), dajace przestrzenie jed-
norodne G/K, na ktérych dowolna G-niezmiennicza funkcja Hamiltona daje uktad zupetnie
catkowalny wytacznie catkami Noether. Wedtug [Wol07] w przypadku reduktywnych grup
Liego definicje pary sferycznej, pary Gelfanda oraz przestrzeni stabo symetrycznej pokrywaja
sie.

Pézniej I. Mykytyuk i A. Stepin [MS00] przedstawili klasyfikacje przestrzeni prawie sfe-
rycznych, dla takich przestrzeni do catkowalnosci uktadu hamiltonowskiego wystarczy dobrac
jedna funkcje G-niezmiennicza niezalezng od catek Noether. Przyktadem takiej przestrzeni jest
SO(n)/SO(n —2), dla ktérej catkowalnos¢ potoku geodezyjnego zostata przedstawiona przez
Thimma.

G. Paternain i R. Spatzier [PS94] taczac metod¢ Thimma z metoda submersji otrzy-
mali przyklady zupetnie catkowalnych potokéw na pewnych przestrzeniach niejednorodnych,
a doktadniej na przestrzeniach podwdjnie ilorazowych z metryka indukowana przez submersje
metryki normalnej. Przestrzeniq podwdjnie ilorazowq G/ /U nazywamy przestrzen orbit dzia-
tania podgrupy U C G x G na G, dane dziataniem (g;,g2) g = glggz_l, dla (g1,82) €U, g €G.
Przyktadem takich przestrzeni sa przestrzenie Eschenburga E,, = SU(3)//Ui —1 2m2m, gdzie
Uk1.m,p = {exp2mit(diag(k,l, —k,—1),diag(p,q,—p,—q)) | t € R}.

Y. Bazaikin w artykule [Baz00] kontynuujac badanie catkowalnych potokéw geodezyjnych
na przestrzeniach podwdjnie ilorazowych przedstawit algorytm stuzacy do wyznaczenia liczby
niezaleznych catek pierwszych uzyskanych z metody taiicucha podalgebr.

W [BJOI] A. Bolsinov 1 B. Jovanovi¢ dowiedli catkowalnoSci w sposéb nieprzemienny
potoku geodezyjnego metryki normalnej na dowolnej przestrzeni jednorodnej G/K, a dla
zwartych grup Liego G réwniez potokéw metryk zwigzanych z operatorem bezwiladnosci (0.1).
Dodatkowo wykazali zupelng catkowalno$¢ w sensie Liouville’a potokéw geodezyjnych na
rozmaito$ciach Stiefela SO(n)/SO(k) oraz przestrzeniach G/T, gdzie T jest maksymalnym
torusem w zwartej potprostej G, rozpatrywane metryki stanowia sum¢ metryk zwiazanych
z operatorem bezwtadnoSci (0.1) oraz submersji metryk normalnych.

Autor [Jov02] pokazat, ze wychodzac od zwartej rozmaitosci Riemanna (Q,g) z zupetnie
catkowalnym potokiem geodezyjnym oraz swobodnym dziataniem na Q zwartej 1 spdjnej

grupy Liego G, mozna uzyska¢ zupeilnie catkowalny potok geodezyjny metryki submer-
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sji na przestrzeni orbit Q/G (przy pewnych zatozeniach na zbiér punktéw regularnych
T*Q). Twierdzenie obejmuje przyktady przestrzeni podwdjnie ilorazowych znanych z [PS94]
1 [Baz00].

W [BJO3] zostata udowodniona hipoteza Mishchenko—Fomenko [MF78b] dla przypadku
funkcji gtadkich: jesli uktad hamiltonowski jest catkowalny w sposéb nieprzemienny to jest
roéwniez zupetnie catkowalny przez komutujace calki pierwsze nalezace do tej samej klasy regu-
larnosci funkcji. A zatem (dzigki [BJO1]) dla dowolnej przestrzeni jednorodnej G/K potok
geodezyjny metryki normalnej jest catkowalny w klasie catek gtadkich. (Jest tak rowniez w
przypadku przestrzeni podwdjnie ilorazowych G//U, gdzie U = K x H, dla zwartej grupy G
oraz podgrup K, H C G.) Pozostaje jednak otwarty problem catkowalnosci przez funkcje wielo-
mianowe wzglegdem zmiennych pedu.

Nastepnie autorzy [BJ04a] rozpatruja zwiazang z przestrzenia G/K algebre wielomiandéw
AdK-niezmienniczych okreslonych na dopelnieniu do podalgebry ¢ w g (przy zatozeniu
zwartoSci grupy Liego G). Jesli w rozpatrywanej algebrze wielomianéw istnieje zupeina ko-
mutatywna podalgebra, wéwczas para (G, K) nazywana jest parq catkowalng. Dla kazdej pary
catkowalnej potok geodezyjny metryki normalnej jest zupetnie catkowalny, a catki pierwsze
sa wielomianami wzgledem pedéw. Badania pokazaly, ze parami calkowalnymi sga wszystkie
orbity reprezentacji dotaczonej grup U(n), SO(n), Sp(n), oraz przestrzenie jednorodne postaci
(SO(n),S0(ky) x SO(k2)) gdzie k1,ky > 0iky +ky <n, (U(n), U1K xU(ky) x U(k3)) gdzie
ki,ky,k3 > 01 k) +ky+ks <n, (U(n),SO(k)) gdzie k < n, (SO(n;) x SO(ny),S0(k)) gdzie
k <njy,np,oraz (U(ny) xU(ny),U(k)) dlak < ny,n;.

Artykul [BJO4b] stanowi obszerny przeglad metod i wynikéw zwigzanych z catkowal-
noscia potokéw geodezyjnych, w tym réwniez warunkéw topologicznych natozonych na
rozmaito$¢ wykluczajacych mozliwos¢ istnienia ukladu catkowalnego. Nowym wynikiem
jest przynalezno$¢ do klasy par catkowalnych nastgpujacych par (U(n),U (ki) X ... x U(k,))
(Sp(n),U(ky) x ... xU(k,)) oraz (SU(n),SO(ky) x ... x SO(k,)), przy zatozeniu dotyczacym
wszystkich przypadkéw k; < [(n+1)/2] dlai=1,...,r.

W artykule [MP04] wykazano zupelna catkowalnos¢, w klasie funkcji rzeczywistych anali-
tycznych wielomianowych w zmiennych pedu, dwéch rodzin G-niezmienniczych metryk, me-
tryk normalnych oraz metryk zwiazanych z operatorem bezwtadnosci (0.1) na przestrzeniach
jednorodnych bgdacych orbitami kodotaczonymi reduktywnych grup Liego G.

Autorzy [DGJ09], w oparciu o0 metode przesunigcia argumentu, dowiedli zupetna catkowal-
no$¢ potokéw geodezyjnych metryk pochodzacych od operatora bezwtadnosci (0.1) na
przestrzeniach typu SO(n)/(SO(ky) x ... x SO(k;)), dla ky,... .k, <2 przy k; + ...+ k, < n.
Zwiazany z potokiem uktad mechaniczny jest modelem ruchu symetrycznej brylty sztywnej z

ustalonym punktem statym.
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W [Jovl0] modyfikacja metody przesunigcia argumentu pozwolita pokazaé zupeina
catkowalno$¢ potoku geodezyjnego metryki normalnej na n-symetrycznej przestrzeni jednoro-
dnej (K x ... x K)/diag(K), przy zatozeniu, ze K jest pétprosta zwarta grupa Liego.

Artykul [Mykl16] zawiera warunki wystarczajace do zupeilnej catkowalnosci, w klasie
funkcji rzeczywistych analitycznych, wielomianowych wzgledem zmiennych pedu, potoku
geodezyjnego metryki normalnej na podorbicie orbity dzialania dolaczonego. Dla zwartej
i spéjnej grupy Liego G, przestrzen jednorodna G/K nazywamy podorbitq orbity dziatania
dotgczonego G/K = Ad(G)(a), jesli G/K = Ad(G)(a), dla pewnego a € (1 — 6*)g, gdzie ©
jest inwolutywnym automorfizmem, a podgrupa G jest grupa Liego punktéw statych tego au-
tomorfizmu. Pokazano, ze warunki te sg spetnione dla grupy U(n) i automorfizmu zadanego
przez sprzgzenie zespolone co daje catkowalnosé potoku geodezyjnego na rodzinie przestrzeni
jednorodnych SO(n)/(SO(ny) x ... x SO(np)), gdzie ny +...+n, = n, (przy n; > 1,p > 3).

W pracy [JSV23] autorzy rozpatruja uktad rownan Eulera na algebrze Liego pokazujac, ze
jesli jest on zupelnie catkowalny to pewne rozszerzenia uktadu do wigkszej pétprostej alge-
bry Liego jest réwniez zupetnie catkowalne. W szczegdlnosci pozwala odtworzy¢ przypadek

n-symetrycznej przestrzeni z [Jov10].
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1 Hamiltonowskie uklady mechaniczne

Catkowanie réwnan rézniczkowych bywa zadaniem bardzo trudnym. Pomocne bywaja
metody geometryczne, pozwalajac wyciagnaé wnioski jakoSciowe dotyczace rozwiazan, a cza-
sami nawet znaleZ¢ poszukiwane rozwiazania. Zastosowanie matematycznych metod formal-
izmu Hamiltona, bogatych w geometryczne struktury, okazuje si¢ by¢ niezwykle efektywnym
narzedziem. Dwa Twierdzenia Liouville’a, o catkowalnosci i o zachowaniu miary przez po-
tok fazowy, daly poczatek stosowanym do badania uktadéw mechanicznych - teorii uktadéw
catkowalnych i teorii ergodycznej. Okazuje si¢, ze losowo wybrany uktad Hamiltona, z praw-
dopodobienstwem réwnym jeden nie bgdzie nalezal do zadnej z powyzszych klas (uktadow
catkowalnych lub ergodycznych, zob. [MM74]), czyni to jeszcze ciekawszymi, z matematy-
cznego punktu widzenia, te uktady pochodzace z fizyki, ktére posiadaja specjalne wtasnosci.
Uktady catkowalne, bedace gléwnym tematem niniejszej rozprawy, charakteryzuja si¢ mozli-
woscia znalezienia globalnych rozwiazan. Przyktadami takich uktadéw sa m.in. ruch swo-
bodny bryty sztywnej (bak Eulera, bak Lagrange’a, bak Kowalewskiej ([Aud04])), rownanie
Kortewega—de Vriesa opisujace ruch fali w ptytkiej wodzie ([ZF72]), czy tez nieliniowe row-
nanie Schrodingera ([ZM74]).

W rozdziale zwigzle wprowadzimy podstawowe pojecia mechaniki klasycznej w ujeciu
Hamiltona. Wyprowadzimy réwnania Hamiltona z drugiej zasady dynamiki Newtona, przed-
stawimy opis rownan Hamiltona wprowadzajac pojecia nawiasu Poissona, oméwimy poje-
cie catkowalnosci uktadu w sensie Liouville’a oraz Twierdzenie Liouville’a o catkowalnosci
uktadow w kwadraturach. Wprowadzenie do mechaniki Hamiltona opisujace doktadniej oma-

wiane pojecia mozna znaleZ¢ m.in. w [Hall3] oraz klasycznej monografii [Arn78].

1.1 Réwnania Hamiltona w R2"

Rozwazmy x € R punkt materialny o masie m, poruszajacy si¢ po lini prostej pod wptywem
sity potencjalnej F' = —%U, o potencjale U: R — R. Dla uproszczenia rozwazamy wylacznie
uktady autonomiczne, takie w ktorych sita F, a dalej réwniez funkcja Hamiltona H, nie zalezy
w sposéb jawny od parametru, ktory interpretowalibySmy jako uptyw czasu. Druga zasada

dynamiki Newtona zaktada, ze ruch punktu x odbywa si¢ zgodnie z r6wnaniem rézniczkowym

drugiego rzedu:
dU
K= ——-. 1.1
mi i (1.1)
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Przyjmujac réwnanie pedu p := mx za definicj¢ nowej zmiennej niezaleznej, mozemy obnizy¢

rzad rownania (1.1) sprowadzajac je do uktadu réwnan:

v

; P=—4 (1.2)

WprowadZzmy funkcje H: R x R — R, okreslong wzorem:

2

p
H(X,p) = %_*—U?

wowczas rownania (1.2) przyjmuja postac:

oH  OH

Réwnania powyzszego typu begdziemy nazywaé rownaniami Hamiltona, a samg funkcje H

funkcjq Hamiltona, lub krécej hamiltonianem.

Niech teraz bedzie dany uktad n punktéw materialnych x; € R, o masach m;, odpowiednio.
Przestrzeri konfiguracyjna sktada si¢ ze wszystkich potozen punktéw x = (xp,...,x,) € R".
Razem z mozliwymi wartoSciami pedow p = (py,...,p,) € R” stanowi przestrzeri fazowa.

Ustalmy funkcje¢ Hamiltona H : R" x R" — R, bedaca suma energii kinetycznej
T: R*" x R" — Rienergii potencjalnej U : R" — R:

H(x,p)=T(x,p)+U(x) (1.3)

Jesli energia kinetyczna, jest forma kwadratowa wzgledem zmiennych pgdu (wspétrzednych

(pi)?

przestrzeni fazowej) T =Y\, Iy wowczas taki uktad mechaniczny nazywamy naturalnym.
W rozdziale 2 pokazemy, ze kazdy naturalny uktad mechaniczny zadaje metryke na przestrzeni
konfiguracyjne;j.

Powtarzajac dla kazdej ze wsp6trzednych procedure z poczatku paragrafu, otrzymamy uktad

Hamiltona sktadajacy si¢ 2n rownan:

OH  OH
- api, Pi= _axi;

i=1,....n (1.4)

Xi

Oznaczmy przez VH gradient funkcji H rozumiany jako wektor kolumnowy, niech [/

bedzie macierza jednostkowa wymiaru n X n, J sko$nie-symetryczna macierza wymiaru 2n X 2n
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postaci:

0 I
J= ,
-1 0
wtedy uktad roéwnan (1.4) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

X =JVH,

gdzie X = (x,p)T = (x',....x", p',...,p")T.

1.2 Rownania Hamiltona w przestrzeni fazowej

Rozwazmy uktad sktadajacy si¢ z n punktéw materialnych w euklidesowej przestrzeni
tréjwymiarowej x',...,x" € R, oznaczmy wektor opisujacy konfiguracje uktadu przez x =
(x!,...,x") € R*. Zalézmy, ze mamy zadane wiezy migdzy punktami, to znaczy doz-
wolone potozenia punktéw musza spetniaé pewne zaleznoS$ci opisane réwnaniami Rj(X) =
0,...,R)(x) = 0, zat6zmy dodatkowo, ze wszystkie réwnania sa funkcjonalnie nieza-
lezne. Wowczas przestrzen wszystkich mozliwych konfiguracji x jest pewna rozmaitoScia
rézniczkowa wymiaru k = 3n — [, zanurzona w przestrzeni R¥, oznaczmy ja przez Q. W ten

I ..., w R3 mozemy rozpatrywaé jako ruch jednego

spos6b ewolucj¢ uktadu n punktéw x
punktu g w przestrzeni konfiguracyjnej Q C R¥".

Lokalny uktad wspétrzednych (¢',...,4") na Q nazywamy wspétrzednymi uogdlnionymi,
wektory styczne do lini wspétrzednosciowych %, i =1,...,k, rozpinaja przestrzen styczna
7,0 do Q w punkcie g. Dowodzi sig, ze suma teoriomnogosciowa T'Q = U,co 750, nazy-
wana wiqzkq styczng, rOwniez jest rozmaitoScig rézniczkowa o lokalnym uktadzie wspotrzed-

nych (¢',...,4%,¢',...,4%), gdzie druga n-tka odpowiada wspétrzednym wektora stycznego

w bazie (aiq,, I &%k). Przestrzeniq fazowq nazywamy wiazke kostyczna T°0 = U, T, 0,
sktadajaca si¢ z przestrzeni dualnych do 7;Q. Funkcje liniowe py,...,px na T,Q okreSlone

wzorem pi(a%j) = 0;j, gdzie §;; oznacza deltg Kroneckera, §;; =1 dla i = j oraz §;; =0
dla i # j, zadaja na T*Q kanoniczny uktad wspétrzednych (q',....4% p1,...,px), dla
uproszczenia notacji bedziemy uzywac oznaczenia (g, p). Wspétrzedne py, ..., px nazywamy
uogolnionymi zmiennymi pedu. Poniewaz do pelnego opisu stanu ukladu mechanicznego
potrzebujemy zaréwno potozen jak i pedéw (lub predkosci), podstawowa rozmaitoS¢ w for-

maliZmie hamiltonowskim stanowi przestrzen fazowa 7" Q.

Definicja 1.2.1. Strukturq symplektyczng na rozmaitoSci M nazywamy 2-formg

o e 1“(/\2 T*M), zamknigta dw = 0 oraz niezdegenerowana, to znaczy spetniajaca warunek:
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dla dowolnego niezerowego pola wektorowego X € I'(TM) istnieje Y € I'(TM) takie,
ze w(X,Y)# 0.

Mozna pokazaé, ze kazda wiazka kostyczna M = T*(Q, posiada kanonicznie zdefi-
niowana struktur¢ symplektyczna, wynika to z istnienia kanonicznej 1-formy 6 € I'(T*(T*Q))
zwanej formq Liouville’a, zadanej w sposOb nastgpujacy: dla dowolnej 1-formy rézniczkowe;
@ € I'(T*Q) forma 6 spetnia ¢*(0) = @, gdzie po lewej stronie réwnosci ¢ rozumiemy jako
odwzorowanie gtadkie ¢ : Q — T*Q. We wspétrzednych (g, p) forma Liouville’a ma postac
0= i pidg'. Kanoniczna forme symplektyczna @ definiujemy za pomoca @ = dé.

"ll\?/%erdzenie Darboux, bedace podstawowym twierdzeniem geometrii symplektycznej,
dowodzi, ze kazda 2-forma symplektyczna @ lokalnie wyglada jak forma kanoniczna tzn. ist-
nieja wspétrzedne lokalne (¢',...,q" p1,..., pn) takie, Ze ® = i dp; Adq'.

Szczegblna role w geometrii symplektycznej odgrywaja podlrzlzmaitosci lagranzowskie, tzn.
podrozmaitoSci L C M wymiaru %dimM o wiasnosci @[y = 0. Przyktadami lagranzowskich
podrozmaitosci w 7*Q sa wykresy 1-form doktadnych oraz witdkna 7,7 Q, przy czym ogét os-
tatnich tworzy przyktad foliacji lagranzowskiej, tzn. foliacji, ktdrej liscie sa podrozmaito$ciami
lagranzowskimi. Uogdlnione Twierdzenie Darboux moéwi, ze kazda foliacja lagranzowska z
wybrang transwersalng podrozmaitoScia lagranzowska lokalnie wyglada jak otocznie punktu
cigcia zerowego w T*Q.

Najprostszym przyktadem rozmaitosci symplektycznej, ktéra nie jest wiagzka kostyczna jest
dwuwymiarowa sfera S* (wyzej wymiarowe sfery nie sa juz rozmaito$ciami symplektycznymi).
Ogodlniej, na dowolnej dwuwymiarowej orientowalnej rozmaitosci rézniczkowej odpowiednia

nieznikajaca forma objgtosci stanowi strukturg symplektyczna.

Zdefiniujemy teraz pewne dwuargumentowe dziatanie w przestrzeni funkcji gtadkich oraz
pokazemy, ze struktura symplektyczna zadaje takie dziatanie. Aksjomatyczne sformutowanie
definicji nawiasu Poissona i hamiltonowskiego pola wektorowego pozwoli w rozdziale 3 roz-

szerzy¢ formalizm Hamiltona na szersza klas¢ rozmaitosci niz tylko symplektyczne.

Definicja 1.2.2. Nawiasem Poissona okre§lonym na rozmaito$ci M nazywamy to dwuargumen-
towe odwzorowanie {-,-} : C*(M) x C*(M) — C*(M) spetniajace nastgpujace warunki:

1. skosna-symetria {f,g} = —{g,f},

2. dwuliniowo$¢ {f +g,h} ={f.h} +{g,h}, {af.g} = o{f.g}, ¢ € R,

3. reguta Leibniza {fg,h} = {f,h}g+ f{g,h},

4. tozsamos¢ Jacobiego {f,{g,h}} +{g.{h. f}} +{h,{f,g}} =0.
Jesli {f, g} = 0 to méwimy, ze funkcje f, g sa w inwolucji.

Wspomniane wyzej foliacje lagranzowskie w terminach nawiasu Poissona opisujg si¢ jako

poziomice uktadu n = %dimM funkcji w inwolucji, ktére sg funkcyjnie niezalezne.
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WiasnoSci 1, 2 1 4 nadaja przestrzeni funkcji gtadkich strukturg nieskoficzenie wymiarowej
algebry Liego. Ustalajac jeden z argumentéw, zauwazamy iz reguta Leibniza sprawia, Ze nawias

Poissona staje si¢ rézniczkowaniem, zatem jest pewnym polem wektorowym.

Definicja 1.2.3. Dowolnej funkcji H € C*(M) przyporzadkowujemy hamiltonowskie pole wek-

torowe Xy zdefiniowane wzorem

XH(f) = {Hﬂf}a

funkcje H nazywamy hamiltonianem. Jesli funkcja f jest stata wzdtuz hamiltonowskiego pola
wektorowego Xy, tzn. H 1 f sa w inwolucji, to méwimy, ze f jest catkq pierwszq hamiltonianu
H.

Z tozsamosci Jacobiego wynika, ze majac dane dwie calki pierwsze hamiltonianu fi, f>, ich
nawias Poissona { f], f»} réwniez jest catka pierwsza H. Historycznie, jest to tre$¢ twierdzenia
udowodnionego przez S.D. Poissona [P0i109], ktdry pierwszy postugiwat si¢ nawisem Poissona

uzywajac wyrazenia we wspétrzednych (¢',...,4"%, p1,...,p,) na przestrzeni R?":

n [df dg df dg
e = Z Ipidg  dq dp;

i=1

Obecnos¢ struktury symplektycznej na rozmaito$ci M pozwala okresli¢ w sposéb niezmie-
nniczy nawias Poissona. Niezdegenerowana 2-forma @ zadaje izomorfizm ®: TM — T*M,
X — o(X,-). W ten sposéb rézniczce dH dowolnej funkcji H € C*(M) przyporzadkujemy
pole wektorowe Xy takie, ze dH = w(Xpy,-). Zadajac {f,g} := @(Xy,X;), dla dowolnych
f,g € C*(M), otrzymujemy nawias Poissona zwiazany z forma @, na T*M z kanoniczng forma
symplektyczng otrzymujemy w ten sposob kanoniczny nawias Poissona.

W lokalnym uktadzie wspétrzednych hamiltonowskie pole wektorowe przyjmuje postac:

X n dH d 2 JdH d
H_;apiaqi_ dq' dpi’

i=1

stad krzywa t — (q(t),p(t)) C T*M jest krzywa catkowaq pola Xy wtedy i tylko wtedy, gdy

spelnione sa réwnania Hamiltona:

oH  oH
q:a_pi, pl:_a_ql’ l:17...,n.

Réwnowaznie, réwnania Hamiltona mozemy zapisa¢ wykorzystujac nawias Poissona:

qi:{Haqi}7 pi:{vai}a lzlaan
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1.3 Twierdzenie Liouville’a o calkowalnosci

Pojecie catkowalnosci uktadu jest uzywane w literaturze matematycznej w kilku réznych as-
pektach. Ponizej przedstawiamy definicj¢ (zupelnej) catkowalnosci w sensie Liouville’a. Takie
sformutowanie definicji catkowalnosci zapewnia nie tylko istnienie rozwiazan, ale co bardzo
wazne, réwniez mozliwo$¢ wyznaczenia rozwiazan przez kwadratury, czyli wykonujac skon-

czong liczbe operacji algebraicznych i1 wyznaczania catek funkcji.

Definicja 1.3.1. Méwimy, ze uktad hamiltonowski x = X (x) na 2n-wymiarowej rozmaitosci
symplektycznej M jest catkowalny w sensie Liouville’a, jesli istnieje n funkcji f,... fn: M — R,
spetniajacych nastgpujace warunki (przyjmijmy f1 = H):

* funkcje sa parami w inwolucji, { fi, fj} = 0 dla wszystkich i, j =1,...,n,

e rézniczki dfy,...,df, sa liniowo niezalezne na pewnym otwartym i ggstym podzbiorze

rozmaitosci M.

Do zupelnego scatkowania ukladu 2n réwnan rézniczkowych zwyczajnych, zazwyczaj
potrzeba znalezé 2n catek pierwszych. Okazuje si¢ jednak, ze dla uktadu hamiltonowskiego

na rozmaitoSci symplektycznej wystarczy znajomosS¢ n catek pierwszych.

Zachodzi stynne twierdzenie.

Twierdzenie 1.3.1 (Arnolda—Liouville’a [Arn78]). Niech na 2n-wymiarowej rozmaitosci sym-
plektycznej M bedzie dany uktad hamiltonowski x = Xy catkowalny w sensie Liouville’a. Roz-

patrzmy poziomice wyznaczone przez catki pierwsze:
T,={fix)=ai,....fu(x) =an; a= (ay,...,a,) € R"}.

Zatoimy, ze rozniczki df; sq niezalezne we wszystkich punktach zbioru T,, wtedy:
1. T, jest gtadkq rozmaitosciq niezmienniczq wzgledem potoku Xy,
2. jesli zbior T, jest spdjny i zwarty, to jest dyfeomorficzny z torusem T" = (R/Z)",
3. pole wektorowe Xy okresla na T, ruch prawie okresowy, to znaczy w odpowiednich

wspotrzednych uktad Hamiltona przyjmuje postac:

d(pl_w d(pn_w
dr — Wi, ..y dr — Wn,

(1.5)

gdzie ; € R, sq statymi zaleznymi od punktu a,

4. uktad rownari mozna scatkowac przez kwadratury.

Dowdd ostatniego punktu (patrz np. [Arn78]) polega na konstrukcji specjalnego kano-
nicznego uktadu wspétrzednych dziatanie-kqt. Zmienne dziatania odpowiedzialne sa za wyz-
naczenie poziomicy 7; na ktérej odbywa si¢ ruch, zmienne katowe wyznaczaja na torusie 7,

ruch wzorem (1.5).
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Uktad catkowalny w sensie Liouville’a zadaje rozwidknienie rozmaitosci M = T,
na poziomice calek pierwszych.  Wi6kno 7, nazywamy regularnym, jeSli rézniczki
dfi(x),...,dfa(x) sa liniowo niezalezne we wszystkich punktach wiékna x € T,. Tak zadana
foliacja tej czgsci rozmaitosci symplektycznej, gdzie rézniczki d fi(x),...,df,(x) sa liniowo
niezalezne, jest lagranzowska w sensie podrozdziatu 1.2. Zauwazmy tez, ze w ogdlnosci
rézniczki d fi(x),...,df,(x) nie sa liniowo niezalezne na calej rozmaitosci oraz ze badanie

odpowiednich osobliwosci stanowi wazny sktadnik jakoSciowego badania uktadu.
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2 Potoki geodezyjne

Krzywa geodezyjna na rozmaitoSci Riemanna nazywamy lokalnie najkrétsza droge taczaca
dwa ustalone punkty lub réwnowaznie najmniej zakrzywiong linie catkowicie zawarta w roz-
maito$ci. Z punktu widzenia formalizmu Hamiltona geodezyjne sa trajektoriami wyzna-
czonymi przez swobodny i bezwtadny ruch punktu na rozmaitosci. Zaczniemy od sfor-
mutowania definicji potoku geodezyjnego w ujeciu hamiltonowskim. Pokrétce oméwimy za-
sad¢ Maupertuis pozwalajaca dowolny naturalny uktad mechaniczny sprowadzi¢ do uktadu
geodezyjnego, przy odpowiedniej modyfikacji metryki. Podamy klasyczne przyktady potokéw
geodezyjnych catkowalnych w sensie Liouville’a oraz konstrukcje potokéw geodezyjnych na
grupach dyfeomorfizméw o interesujacej interpretacji fizycznej. Przytoczone rozumowania sa
szerzej opisane w cytowanej juz monografii [Arn78] oraz pogladowym artykule poSwigconym

zagadnieniu catkowalno$ci potokéw geodezyjnych [BJ04b].

2.1 Potoki geodezyjne jako uklady hamiltonowskie
Niech Q bedzie n-wymiarowa rozmaitoscia rézniczkowa.

Definicja 2.1.1. Tensorem metrycznym Riemanna na rozmaitosci Q nazywamy (0,2)-tensor
g € T(®2TM), ktéry jest symetryczny, to znaczy g(X,Y) = g(¥,X) dla dowolnych X,Y €
I'(TM), oraz dodatnio okreslony, g(X,X) > 0 dla niezerowego X € ['(TM).

Liniq geodezyjng nazywamy krzywa v : R D I — Q spelniajaca uklad réwnan
rézniczkowych drugiego rzgdu, zadany przez rézniczkowanie kowariantne zwigzane z koneksja

Levi-Civity V tensora metrycznego g:
Vy7=0,

W lokalnym uktadzie wspétrzednych ¢, ..., g, mamy:

n

ql+ kzlrljkqjqkzoa la.]7k: 17’“7”7 (21)
JKk=

gdzie F;.k sa wspolczynnikami Christoffela koneksji V, okreS§lonymi przez wspétczynniki ten-

sora metrycznego g = (g;;):

i UG o (98m  9%m 9Lk
=5 L8 <aqk T g " oam 2.2)

m=1

(tutaj (g'/) sa wspdtczynnikami (2,0)-tensora g~! odwrotnego do metryki Riemanna g).
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Patrzac na krzywa jako na trajektori¢ ruchu punktu, wyrazenie V; ¥ mozemy interpretowac
jako rzut wektora przyspieszenia krzywej na przestrzen styczng do rozmaito$ci konfigura-
cyjnej Q. Stad ruch swobodny jest okreslony przez geometri¢ rozmaitosci. W szczegdlnosci
Ogodlna Teoria Wzglednosci zaklada, ze zakrzywienie czterowymiarowej czasoprzestrzeni jest

przejawem grawitacji, a ponadto trajektorie ruchu sa krzywymi geodezyjnymi.

Rozpatrzmy funkcj¢ Hamiltona H € C*(T*Q) bedaca forma kwadratowa, hamiltonian
takiej postaci definiuje energi¢ kinetyczng uktadu mechanicznego. W kanonicznym uktadzie
wspotrzednych (g, p) mamy:

H(q,p) = g’/pipj. (2.3)

n

| —

i,j=1

Wykorzystujac przeksztatcenie zmiennych §' = " gip j oraz definicje symboli Christoffela
(2.2), réwnanie lini geodezyjnych (2.1) sprowadza si¢ do réwnann Hamiltona na przestrzeni

fazowej T*Q:

. 9H  _  9H

q :a—pia pi:_a_qi' (2.4)

Niech (Q, g) bedzie rozmaitoscia Riemanna. Wiazka kostyczna T*Q wyposazona w stan-
dardowg struktur¢ symplektyczng pozwala rozpatrywac hamiltonowskie pole wektorowe Xg.

Oznaczmy przez Y, ) krzywa catkowa pola Xy przechodzaca przez (¢,p) € T*Q dlat = 0.

Definicja 2.1.2. Potokiem geodezyjnym na rozmaitosci Riemanna (Q,g) nazywamy
jednoparametrowa grupe dyfeomorfizméw wiazki kostycznej @': T*Q — T*Q, ®'(q,p) =
Ya.p) (1), t € R, gdzie Y(q,p) Jest krzywa catkowa hamiltonowskiego pola wektorowego Xy, z

hamiltonianem H okre§lonym przez tensor metryczny g wzorem (2.3).

Mozna pokazaé, ze przez kanoniczne rzutowanie 7: 7*Q — Q orbity potoku geodezyjnego,
czyli w istocie krzywe catkowe pola Xy, przechodza na linie geodezyjne koneksji Levi-Civity

metryki g.

2.2 Zasada najmniejszego dzialania Maupertuis

Powyzej opisaliSmy w jaki sposob trajektoria punktu wyznaczona przez energi¢ kinety-
czng moze by¢ rozumiana jako krzywa geodezyjna. Okazuje sie, ze po pewnych przeksztatce-
niach, badanie rozwiazan naturalnego uktadu mechanicznego sprowadza si¢ do badania potoku
geodezyjnego w ujeciu hamiltonowskim. Przypomnijmy, ze przez naturalny uktad mechaniczny
rozumiemy rownania Hamiltona, gdy hamiltonian H = T + U, jest suma energii kinetycznej

T =T(q,p) i energii potencjalnej U = U(q).
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Ustalmy warto$¢ H(q, p) = hg i ograniczmy rozwazania do obszaru przestrzeni Q, w ktérym
zachodzi nieré6wno$¢ U < hg. Stosujac zasad¢ najmniejszego dziatania Maupertuis mozna
pokazaé, ze trajektorie pola Xy sa geodezyjnymi metryki § (nazywanej w literaturze metrykq

Jacobiego, zob. [AKNO6]), powstalej przez przeskalowanie wyjSciowej metryki:

8ij=2(h—U(q))8ij-

Oznacza to réwniez, ze trajektorie hamiltonowskich pol wektorowych Xy, X5 z funkcjami

hamiltona, odpowiednio:

n n
H= %i’;l g/pipj+U(q) oraz H= mi’; g'pip;
pokrywaja si¢ na rozpatrywanym obszarze.

Doktadniejszy opis zastosowania Zasady Maupertuis do problemu catkowalnosci potokéw
geodezyjnych mozna znalez¢ w artykule [BKF95], gdzie autorzy wykorzystali zasade Mau-
pertuis do konstrukcji uktadéw catkowalnych w sensie Liouville’a na dwuwymiarowe;j sferze,

ktére odpowiadaja catkowalnym przyktadom uktadu mechanicznego bryty sztywne;.

2.3 Klasyczne przyklady calkowalnych potokow geodezyjnych

Historycznie znane byto niewiele przyktadéw catkowalnych w sensie Liouville’a potokéw
geodezyjnych, po krétce oméwimy trzy najbardziej znane.

Pierwszy nietrywialny przyktad znalazt A. Clairaut okoto roku 1733 (opublikowany w
zbiorze prac [Cla]), dowodzac zachodzenie réwnosci zwanej dzi$ relacjq Clairaut. Rozpa-
trzmy ruch swobodny punktu po powierzchni obrotowej S C R? o osi symetrii OZ. Przyjmujac
uktad wspétrzgdnych walcowych (7, ¢, z) powierzchnia zadaje si¢ wykresem funkcji r = r(z), a
hamiltonian dany przez energie kinetyczna wyrazony w lokalnych wspétrzednych (¢,z, py, p;)

przyjmuje postac

2 2

1 Po P
H=—-|—+% < .
2<r2 +1—|—r’§>

Zauwazmy, ze funkcja H nie zalezy w spos6b jawny od wspétrzednej ¢, stad z rownan Hamil-

tona (py = —g—g) otrzymujemy prawo zachowania momentu pedu py = 0 wzgledem osi obrotu
OZ. W konsekwencji wartoS¢ py: = r>¢ pozostaje stala wzdhuz rozwiazai uktadu, a co

za tym idzie jest dodatkowa (oprécz hamiltonianu) calka pierwsza, czyniac uktad zupetnie
catkowalnym. Oznaczajac przez o kat migdzy v wektorem stycznym do trajektorii i potud-
nikami powierzchni, mamy r¢ = |v|sina, wtedy korzystajac z otrzymanej réwnosci r*¢ = 0

otrzymujemy dodatkowa catke zwana relacja Clairaut: rsin o0 = const.
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Kolejny przyktad catkowalnego potoku geodezyjnego pochodzi od L. Eulera. W pracy
[Eul65] wykazat, ze trajektorie uktadu mechanicznego bryly sztywnej swobodnie obracajace;j
si¢ wokot srodka masy (taki uktad nazywamy bgkiem Eulera), sa krzywymi geodezyjnymi
lewoniezmienniczej metryki okreSlonej na grupie obrotéw tréjwymiarowej przestrzeni
euklidesowej SO(3). W podrozdziale 3.5 oméwimy bak Eulera w terminach geometrii
Poissona, natomiast w nastgpnym podrozdziale przedstawimy ogdlna konstrukcje potokow
geodezyjnych na dowolnej grupie Liego.

Do klasycznych przyktadéw nalezy réwniez problem catkowalnosci potoku geodezyjnego
na elipsoidzie z trzema nieréwnymi osiami, C. G. Jacobi [Jac39] wyrazil calki pierwsze
przez funkcje hipereliptyczne, stosujac metod¢ rozdzielenia zmiennych w eliptycznym uktadzie
wspotrzednych. Pézniej, metody geometryczne zastosowane w artykutach [Mos80a, Mos80b],
postuzyly do znalezienia wymiernych catek pierwszych w inwolucji dla potoku geodezyjnego
na n-wymiarowej elipsoidzie. ~Wspomniane geometryczne wtasno$ci kwadryk wspoétog-
niskowych opieraja si¢ na Twierdzeniu Chaslesa: jeSli prosta jest styczna do n wspdtog-
niskowych kwadryk w R"*! to w punktach stycznosci proste normalne do kwadryk sa parami
prostopadte.

Dalsze przyktady naleza do wspoéiczesnych osiagnie¢ matematyki. W latach siedemdziesia-
tych dwudziestego wieku rozwdj metod catkowalnosci uktadéw dynamicznych, spowodowat
wzrost zainteresowania poszukiwaniem przykladéw catkowalnych potokéw geodezyjnych.
Naturalnymi kandydatami na przestrzenie konfiguracyjne catkowalnych potokéw geodezyjnych
sa rozmaitosci z dostatecznie duza grupa symetrii. Takimi przestrzeniami sa grupy Liego oraz
zwiazane z nimi przestrzenie ilorazowe, jak na przyktad przestrzenie jednorodne. Wynika to
z istnienia niezmienniczych toruséw (na podstawie Twierdzenia Liouville’a), ktére wymuszaja

regularnos$¢ ewolucji uktadu dynamicznego, i ,,prostot¢” wewngtrznej geometrii.

2.4 Potoki geodezyjne na grupach Liego

Kluczowym aspektem rozpatrywania ewolucji stanu uktadu opisujacego bryte sztywna jako
ruch wzdtuz linii geodezyjnych na grupie Liego SO(3,R), jest lewoniezmienniczo$¢ metryki
Riemanna, pozwala to przenies¢ konstrukcj¢ na inne grupy Liego. Na podstawie [Arn78]
oméwimy ruch uogolnionej bryty sztywnej w przestrzeni n-wymiarowej, gdzie za przestrzen
konfiguracyjna przyjmiemy dowolng ustalong grupe Liego G. W mechanice klasycznej
ksztalt bryly sztywnej jest okreSlony przez energi¢ kinetyczna, a zatem przez forme¢ kwadra-
towa tensora metrycznego.

Niech G begdzie dowolna grupa Liego, g jej algebra Liego, ktéra bedziemy utozsamiaé z
przestrzenia styczna 7,G w elemencie neutralnym grupy, standardowo przestrzeni dualna do
g oznaczamy g*. Przez (-,-) bedziemy oznacza¢ parowanie migdzy elementami przestrzeni

wektorowej 1 przestrzeni dualnej, to samo oznaczenie wykorzystamy zaréwno dla parowania
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migdzy elementami algebry Liego g i przestrzeni dualnej g*, jak i parowania migdzy wektorami
przestrzeni stycznej Ty G i kowektorami z T, G.

Niech A: g — g* bedzie symetrycznym dodatnio okre§lonym operatorem, to znaczy dla
dowolnych &, § € g zachodzi (AE, ) = (AL, &) oraz (AE,E) > 0dla & # 0. Operator bezwtad-
nosci A wraz z parowaniem (-, -) okre§laja jednoznacznie iloczyn skalarny ma g. Miejmy jednak
na uwadze, iz dla pétprostych algebr Liego istnieje kanonicznie zadana forma Killinga, ktéra
mozna wykorzysta¢ do utozsamienia przestrzeni g i g*, tak tez bedziemy czyni¢ w kolejnych
rozdziatach.

Metryke Riemanna na grupie Liego G nazywamy lewoniezmienniczq, gdy jest za-
chowywana przez lewe przesunigcia Lg, dla wszystkich elementow g € G. A zatem
lewoniezmiennicza metryka jest jednoznacznie wyznaczona przez iloczyn skalarny okreslony
na g =T,G.

Istotnie, stosujac lewe przesunigcie Lg do operatora A otrzymamy operator Ag : T,G — T;°G,
dany wzorem A & = L;‘,IALgf 1 7*5, stad mamy iloczyn skalarny na T, G we wszystkich punktach
geG:

<§7C>g: = (A867C)7

a w konsekwencji otrzymujemy lewoniezmiennicza metryk¢ Riemanna g na G.
Krzywa t — 7(t) na grupie Liego G opisuje ruch bryty, stad wektor styczny ¥ rozumiemy
jako wektor predkosci katowej, a M: = Agy € T;°G jako moment pedu bryty. Energi¢ kinety-

czng okreslong przez wektor predkosci katowej ¥ i1 operator bezwtadnosci A:
L, .. 1 -
T=5(1Te =5 AV 7),
mozemy wyrazi¢ w zmiennych pedu, otrzymujac funkcj¢ Hamiltona na 7*G:
1 -1
H= E(M Ag 'M).

A zatem ruch bezwtadny uogdlnionej bryly sztywnej o przestrzenii konfiguracyjnej G jest
krzywa geodezyjna lewoniezmienniczej metryki na grupie G.

Dzigki okresleniu operatora bezwtadnosci i niezmienniczosci metryki, mozemy ograniczy¢
badanie réwnan ruchu do przestrzeni g i g*, odpowiednio predkosci katowych i momentéw

pedu. Dokonujac lewych przesunigcia wektorow predkosci katowej ¥ € T, G otrzymamy krzywa

t () =Ly V€ g,
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opisujaca predkosci katowe w ukladzie odniesienia stowarzyszonym z bryla. Dzialajac
prawymi przesunigciami dostaniemy krzywa predkosci katowych w spoczynkowym uktadzie

odniesienia:
t 0s(t) =R,1 7€ 9.

Analogicznie dla momentu pedu M: = A,y € Tg*G mamy dwie krzywe:
t>M(t)=L,Meg" oraz te Mt)=RMeg" (2.5)

Roéwnania rézniczkowe, ktorych rozwigzaniami sa krzywe (2.5) nazywamy rownaniami Eu-

lera uogdlnionego ciata sztywnego:

dM, 0 dM,
d 7 dr

= adg, M..

Zauwazmy, ze pierwsze z rOwnah wyraza prawo zachowania momentu pedu w spoczynkowym
uktadzie odniesienia, sktadowe wektora My sa catkami pierwszymi uktadu. Z relacji My =
Ad;MC wynika, ze orbity reprezentacji kodotaczonej w g* sa niezmienniczymi rozmaitoscia-
mi potoku okreSlonego przez réwnania Eulera. Dowodzi si¢, ze rownania Eulera na kazdej
orbicie reprezentacji kodotaczonej w g*, ktdra jest rozmaitoscia symplektyczng z kanonicznie
zadang struktura symplektyczna Kirillova—Kostanta—Suriau, sa tozsame rownaniom Hamiltona
z funkcja Hamiltona H = %(MC,A’IMC).

Réwnania Eulera mozna przenie$¢ z przestrzeni sprzezonej g* do algebry Liego g, stosu-
jac odwrotnos$é operatora bezwtadnosci A~!: g* — g oraz odwzorowanie B : g X g — g zdefi-

niowane przez tozsamosc:

([@C]ﬂ”e = <B(7175),C>e dla dowolnego C c€g.

Operator B jest forma antysymetryczna, o wzorze B(n,&) =A~! ad} (A&). Orbity reprezen-
tacji kodotaczonej przechodza na rozmaitoSci niezmiennicze réwnan Eulera, jednak przeci-
wnie niz w przypadku réwnan na g*, rozmaitosci niezmiennicze zaleza rowniez od operatora
bezwtadnosci A. Wéwcezas wektor predkosci katowej w ciele spetnia rownanie Eulera dla pred-

kosci kqtowej:

dw,
dr

=B(o;, o).
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2.5 Potoki geodezyjne na nieskonczenie wymiarowych grupach dyfeo-

morfizmow

W artykule [Arn66] autor pokazat, jak konstrukcja potokéw geodezyjnych na grupach Liego
przenosi si¢ na nieskoficzenie wymiarowe grupy dyfeomorfizméw. I tak réwnania Eulera
ruchu bryly sztywnej odpowiadaja w hydrodynamice rownaniom Eulera ruchu cieczy dosko-
nalej (niescisliwej 1 bez lepkosci) z grupa G bedaca grupa dyfeomorfizméw obszaru przeptywu
zachowujacych element objgtosci. Nieskoiczenie wymiarowa grupa G oczywiscie nie jest roz-
maitoScia w zwyklym sensie, jednakze poprawnos¢ przedstawionych konstrukcji zostata for-
malnie pokazana w artykule [EM70] w sposéb niezalezny od teorii nieskonczenie wymia-
rowych rozmaitoSci rézniczkowych.

Niech D bedzie ograniczonym obszarem zawartym w rozmaitosci Riemanna (M,g). Oz-
naczmy przez SDiff(D) grupe dyfeomorfizméw D, zachowujacych ustalony element objgtosci
du. Przeptyw jednorodnej, doskonalej cieczy w obszarze D, opisuje krzywa ¢ — ¥(t) na
SDiff(D).

Algebra Liego g sktada si¢ z p6l wektorowych o znikajacej dywergencji w D i stycznych do

brzegu obszaru D (o ile brzeg jest niepusty). Na g mozemy okresli¢ iloczyn skalarny:

(v1,v2) = /D g(vi,v2)dpt

Z Zasady Maupertuis przeptywy ¥ sa geodezyjnymi prawoniezmienniczej metryki na grupie
SDiff(D), zdefiniowanej przez formg kwadratowa (energi¢ kinetyczna) T = %(v, V).

Dla tr6jwymiarowego obszaru D zachodzi wzor:
B(u,v) =rotu x v+ grad o,

gdzie o jest funkcja dobrang (jednoznacznie z dokiadnoscig do stalej addytywnej) tak, aby
B(u,v) € g, to znaczy divB(u,v) = 0 oraz B(u,v) bylo styczne do brzegu dD. Wéwczas réw-
nania Eulera dla predkosci katowej przyjmuja postac¢ taka sama jak w przypadku skorncze-
nie wymiarowym: v = —B(v,v). Przeciwny znak wynika stad, ze rozpatrujemy metryke
prawoniezmiennicza, w przeciwienstwie do metryki lewoniezmienniczej rozpatrywanej w
poprzednim podrozdziale.

Dla grupy SDiff(R?) otrzymujemy z powyzszej konstrukcji réwnania ruchu w postaci

Bernoulliego:

d
_a_::vxrotv—l—gradoc, divv =0.
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Réwnanie Eulera dla momentu pgdu zostaje wyrazone przez rGwnanie wirowosci przeptywu:

drotv

v

= [v,rotv].

W artykule [KMO3] autorzy wykorzystali opisana powyzej konstrukcj¢ do pokazania, ze
rownanie Kortewega—de Vriesa 1 rownanie Camassy—Holma maja ta sama przestrzen konfigu-
racyjna, tak zwana grupe Virasoro (nakrycie uniwersalne grupy dyfeomorfizméw S' zachowu-
jacych orientacjg). Co wigcej, oba rdwnania mogag by¢ rozumiane jako potoki geodezyjne na

tej samej grupie wzgledem réznych metryk prawoniezmienniczych.
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3 Struktury Poissona

Przejdziemy teraz do wspdtczesnego opisu uktadéw hamiltonowskich, wykorzystujac po-
jecie struktury Poissona, rownowazne nawiasowi Poissona (Definicja 1.2.2). Wprowadzimy
definicjg¢ struktury Poissona, uktadu catkowalnego w sensie Liouville’a oraz sformutujemy wer-
sj¢ Twierdzenia Liouville’a o catkowalnoSci dla struktur Poissona. Catkowalno$¢ zaprezentu-
jemy na przyktadzie uktadu mechanicznego baku Eulera.

Zrédtem dla przedstawionych pojeé dotyczacych struktur Poissona sa pozycje [Vai94,
dSW99]. Opis uktadu baku Eulera, jak i wiele innych interesujacych przyktadéw uktadow
mechanicznych, mozna znalez¢ w [MR99].

Omawiane w tym i kolejnych rozdziatach obiekty naleza do kategorii obiektow anali-
tycznych w sensie rzeczywistym lub zespolonym. Ustalmy pewne oznaczenia, niech M
bedzie rzeczywista lub zespolong rozmaitoscia analityczna, wéwczas przez & (M) rozumiemy
przestrzeni funkcji analitycznych na M odpowiedniej kategorii. Uzywamy oznaczenia I'(E) dla
przestrzeni cig¢ wiazki wektorowej E. Przez K bedziemy rozumie¢ odpowiednie ciato liczb,

rzeczywistych lub zespolonych.

3.1 Struktury Poissona jako uogolnienie form symplektycznych

Przypomnijmy, ze pole dwuwektoréw! IT € I'( /\2 T M) okreslone na gtadkiej rozmaitosci M,
mozemy interpretowac jako skos$nie-symetryczny morfizm migdzy wiazka kostyczna i wiazka
styczna IT: T*M — TM.

Definicja 3.1.1. Dwuwektor nazywamy strukturq Poissona, jesli dziatanie {f,g}!! :=I1(f)g

zadaje nawias Poissona na przestrzeni funkcji & (M) w sensie Definicji 1.2.2.

Przez I1(f) := I1(df) oznaczamy hamiltonowskie pole wektorowe odpowiadajace funkcji
Hamiltona f € &(M).

Definicja 3.1.2. Rzgdem dwuwektora IT na rozmaitoSci M nazywamy maksymalny wymiar
obrazu im IT morfizmu I1: T*M — TM:

rankIT := maxdimI1(7;M).
xeM

Korzqd dwuwektora definiujemy jako corankIT := dimM — rankIT.

Definicja 3.1.3. Oznaczmy zbior punktow regularnych dwuwektora IT:

RM:={xcM | dimII(T;M) = rank T},

Dla uproszczenia bedziemy uzywaé terminu dwuwektor.
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oraz zbi6r punktéw osobliwych: SingIT:= M \ R™.

Z ciaglosci dwuwektora I1, zbiér punktéw regularnych R'! jest zbiorem otwartym w M.
SkoSna-symetria struktury Poissona wskazuje, ze rankII jest liczba parzysta. Jesli rzad
jest réwny wymiarowi rozmaito$ci, woéwczas strukturg Il nazywamy niezdegenerowang.
Kazda niezdegenerowana struktura Poissona jest odwrotnoScia pewnej formy symplektycznej
okreslonej na rozmaitoSci M. Strukture Poissona odwrotng do kanonicznej formy symplekty-

cznej na wigzce kostycznej, nazywamy kanoniczng.

3.2 Foliacje i dystrybucje

Foliacjq (uogdlnionq) F rozmaitosci M nazywamy pokrycie M = UgcpFp, spojnymi
1 roztacznymi podrozmaitosciami immersyjnymi (tzn. dowolny Fjg jest obrazem pewnego
gladkiego odwzorowania, ktérego odwzorowanie styczne jest roznowartosciowe w dowolnym
punkcie). Podrozmaito$¢ Fg € .7 nazywamy lisciem foliacji. Jesli wszystkie liscie foliacji sa
tego samego wymiaru to foliacj¢ nazywamy regularng (lub po prostu foliacja). W przeciwnym
przypadku foliacje nazywamy uogdlnionq.

Dystrybucjq (uogolnionq) D okreSlong na rozmaitoSci M nazywamy zbidr D = |J,cps Dy,
podprzestrzeni liniowych D, C ToM. Jesli we wszystkich punktach x € M wymiary pod-
przestrzeni D, s takie same wowczas dystrybucje nazywamy regularng (lub po prostu dys-
trybucja). W przeciwnym przypadku dystrybucj¢ nazywamy uogdlnionq. Dystrybucj¢ lokalnie
rozpigta przez skonczony zbidr gtadkich (analitycznych) pdl wektorowych Vi, ..., V,, nazwiemy
gtadkq (analityczng). Pola te sa liniowo niezalezne we wszystkich punktach, lub w przypadku
dystrybucji uogélnionej w przynajmniej jednym punkcie.

Kazda (uogdlniona) foliacja zadaje (uogdlniona) dystrybucje, wystarczy przyjac jako Dy
podprzestrzenie styczne do lisci Fg € %, we wszystkich punktach x € Fg. Gladka uogél-
niona dystrybucje D nazywamy catkowalng, jesli jest styczna do pewnej uogdlnionej folia-
cji. Jednakze, nie kazda dystrybucja jest catkowalna. Naturalnym warunkiem koniecznym
do catkowalnosci dystrybucji jest jej inwolutywnoS$¢. Dystrybucje D nazywamy inwolutywng,
jesli dla dowolnych pdl wektorowych X, Y € I'(TM) stycznych do D (tzn. X (x),Y (x) € Dy dla
wszystkich x € M) komutator [X,Y] réwniez jest styczny do D. R6wnowaznie, lokalnie istnieja
rozpinajace D pola wektorowe Vi, ..., V,, € ['(TM) i funkcje fl’j, dla ktérych [V;,V;] = fi’;Vk.

Okazuje sig, ze dla gladkich regularnych (Twierdzenie Frobeniusa [Fro77]) oraz anality-
cznych uogdlnionych dystrybucji (Twierdzenie Nagano [Nag66]) do catkowalnosci dystrybucji
potrzeba 1 wystarcza, aby byla ona inwolutywna.

Dla uogdlnionych dystrybucji zalozenie analitycznosci jest istotne, o czym Swiadczy
nastgpujacy przyktad. Niech ¢(x) bedzie gtadka funkcja na R taka, ze @(x) =0 dla x <0

oraz @(x) > 0 dla x > 0. Rozwazmy uogdlniong dystrybucje rozpigta przez pola wektorowe
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X = g—x, Y = (pg—y na R?. Poniewaz komutator [X,Y] = ‘Z—fg—y moze by¢ wyrazony przez kombi-

nacj¢ liniowa X, Y, wigc dystrybucja jest inwolutywna. Zauwazmy, ze w punktach lezacych na
osi Y nie istnieja podrozmaito$ci immersyjne styczne do dystrybucji - proste réwnolegle do osi
X przechodza w dwuwymiarowg potptaszczyzne.

Po przeglad wynikéw catkowalnosci dystrybucji (rowniez dla gtadkich dystrybucji uogoél-
nionych) odsytamy czytelnika do artykutu [Lav18].

3.3 Geometria Poissona

Tozsamos$¢ Jacobiego bedaca czescia Definicji 1.2.2 nawiasu Poissona pociaga za soba
réwnosé TTI({ f,g}) = [II(f),I1(g)]. Stad odwzorowanie:

(EM),{,-}) = (O(TM),[]), f—=TI(f)

jest homomorfizmem algebr Liego. Zatem (uogdlniona) dystrybucja Dy := im I jest inwolu-
tywna. Jesli Dy jest gladka, a rzad struktury IT jest staty lub Dy jest analityczna, woéwczas
Dy jest dystrybucja catkowalng styczna do pewnej (uogdlnionej) foliacji. W ogdlnosci tez i
w przypadku gladkim (niekoniecznie regularnym) dystrybucja Dry tez jest catkowalna, fakt ten

zostat udowodniony w [Kir76].

Definicja 3.3.1. Dystrybucjq charakterystycznq Dyy struktury Poissona IT na rozmaitoSci M

nazywamy (uogélniona) dystrybucje zadana przez obraz morfizmu im IT C TM.

Definicja 3.3.2. Foliacje¢ (uogélniona) rozmaitosci M styczng do dystrybucji charakterystyczne;j
D1 nazywamy foliacjq charakterystyczng (lub symplektyczng). PodrozmaitoSci foliacji charak-

terystycznej nazywamy lis¢mi symplektycznymi.

Nastgpujace rozwazania podaja uzasadnienie powyzszej terminologii. Ustalmy iS¢ sym-
plektyczny S, stycznos$¢ hamiltonowskiego pola wektorowego IT(f) do S powoduje, ze nawias
Poissona { f, g} zalezy tylko od ograniczenia g|s funkcji g do liscia S. Stad { fls,g|s} ={f,&}|s>
czyli ograniczenie Il|g jest dobrze okreslong niezdegenerowana struktura Poissona. Zatem
(S, (IT|g)~") jest rozmaitoscia symplektyczna. Z definicji, zbiér punktéw regularnych, R jest
suma teoriomnogosciowa wszystkich lisci symplektycznych maksymalnego wymiaru. Liscie

symplektyczne nizszych wymiaréw zawarte sa w zbiorze SingIl.

Definicja 3.3.3. Funkcje f € &(U) okreslong na pewnym otwartym zbiorze U C M nazywamy
funkcjq Casimira struktury Poissona I1, jesli I1(f) = 0. Zbiér wszystkich funkcji Casimira

struktury T1, okreslonych na zbiorze U bedziemy oznaczaé przez Z'\(U).

Zauwazmy, ze zbiér Z(U) stanowi centrum algebry Liego (&(U),{,}'). Poniewaz

funkcje Casimira sg state na lisciach symplektycznych, wigc dla niezdegenerowanych struktur
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Poissona zbiér ZI(U) sktada sie wytacznie z funkcji statych na U. Z drugiej strony, dla zde-

generowanych struktur mozemy znaleZ¢ co najwyzej corank I niezaleznych funkcji Casimira.

Dowodzi si¢, ze kazda liniowa struktura Poissona na przestrzeni wektorowej, to jest taka,
ktorej wspotczynniki sa funkcjami liniowymi, jest zwiazana z pewna algebra Liego, takie linio-
we struktury Poissona nazywamy strukturami Liego—Poissona, ponizszy przyktad prezentuje

ich konstrukcje.

Przyklad 3.3.1 (Struktura Liego—Poissona). Niech (g,[-,:]) bedzie dowolna algebra Liego,
na przestrzeni dualnej g* istnieje struktura Poissona zadana przez nawias Liego wzorem

{X,Y}(a) := a([X,Y]), dla dowolnych X,Y € g, a € g*. Oznaczmy przez ey,...,e, baze
k

przestrzeni g, przez cifj oznaczmy stafe strukturalne, to znaczy liczby takie, Ze [e;,e;] = c; eks
dlai,j,k=1,...,dimg. Wowczas struktura Poissona przyjmuje postaC Ilg+ = cf?jxk% A %,

gdzie x; = e traktujemy jako funkcje liniowe na przestrzeni dualnej g*. Zauwazmy, ze rank Iy

jest réwny maksymalnemu wymiarowi orbity dziatania kodotaczonego ad*: g — gl(g*).

Przyklad 3.3.2. W szczegdlnosci, dla algebry Liego s0(3) otrzymujemy strukturg Poissona na
przestrzeni s0(3)* we wspétrzednych x, y, z:
Jd d Jd Jd d

N =—+2x—

H50(3)* :225/\8—)]4—2)1; 9z Iy /\a—z.

Poniewaz jedyna funkcja Casimira jest F = x? 4 y? + 72, stad liScie symplektyczne sa sferami o
wspdlnym Srodku w punkcie 0 € so(3)*, oraz sam punkt {0} jest réwniez liSciem symplek-
tycznym. Zatem zbiér punktéw regularnych to R = g*\{0}. Zbiér punktéw osobliwych
Sing g* := SingIly = {0} sktada si¢ z jednego punktu, stad codim Sing g* = 3.

3.4 Calkowalnos¢ ukladu hamiltonowskiego w ujeciu poissonowskim

Moéwimy, ze funkcje f,g € & (M) sa niezalezne w punkcie x € M, jesli w tym punkcie
ich rézniczki d, f,d,g sa liniowo niezalezne. Dla dowolnego podzbioru .# C & (M) oznaczmy
przez ddim, .# maksymalna ilo§¢ parami niezaleznych funkcji ze zbioru .# w punkcie x € M.

Oznaczmy ddim . := max ddim, .Z.
xe

Definicja 3.4.1. Zbior funkcji .# C & (U) okreSlonych na zbiorze U C M nazywamy inwolu-
tywnym ze wzgledu na strukture Poissona IT, jesli { f, g}!! = 0 dla dowolnych funkcji f,g € .%

(méwimy wtedy, ze funkcje f 1 g sa w inwolucji).

Definicja 3.4.2. Inwolutywny zbiér .# C & (U) nazywamy zupetnym ze wzgledu na IT, jesli ist-
nieje doktadnie s = dimM — %rankH funkcji fi,..., fs € 7, niezaleznych w dowolnym punkcie

pewnego otwartego i gestego podzbioru U 4 C U.
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Jesli zbiér .# funkcji okre§lonych na rozmaitosci M, jest zbiorem zupelnym i inwoluty-
wnym, wowczas wsirdd nich zawiera si¢ corank Il = dimM — rankII funkcji Casimira struk-
tury I'l. Dowolny taki zbior .# sktada si¢ z funkcji statych na lagranzowskiej foliacji wymiaru
%rankH, okreslonej na otwartym i gestym zbiorze R!! (tutaj przez foliacje lagranzowska
rozumiemy foliacje, ktérej ograniczenie do dowolnego liscia symplektycznego maksymalnego
wymiaru jest lagranzowskie w sensie podrozdziatu 1.2).

Wprowadzona powyzej terminologia pozwala zaadaptowa¢ Definicje 1.3.1 uktadu

catkowalnego na przestrzeni symplektycznej do ogdlniejszej klasy rozmaitosci Poissona.

Definicja 3.4.3. Niech II bgdzie analityczng struktura Poissona na rozmaitoSci M. Mdéwimy,
ze hamiltonowski uklad jest zupetnie catkowalny w sensie Liouville’a, gdy jego ograniczenie
do dowolnego liscia symplektycznego maksymalnego wymiaru zawartego w ustalonym z géry

zbiorze otwartym gestym U C M jest uktadem catkowalnym w sensie Liouville’a.

W powyzszych terminach zupelna catkowalno$¢ oznacza, ze hamiltonian uktadu moze by¢

wlaczony do zupetnej rodziny .# funkcji w inwolucji (przy tym U = U ).

3.5 Bak Eulera

Przyktadem ukiadu mechanicznego, ktérego zupetna catkowalno$¢ byta intensywnie
badana, jest swobodny ruch obrotowy tréjwymiarowej bryty sztywnej. Oznaczmy przez I,l>,13
momenty bezwtadnosci bryly wzgledem osi gtéwnych, w tak dobranym uktadzie wspotrzed-
nych, aby tensor bezwtadnosci byt diagonalny I = diag(l;,>,13). Gdy Srodek masy pozostaje
nieruchomy oraz momenty bezwtadnos$ci sg parami rézne I # I, # Iz # I}, wowczas taki ruch
nazywamy bgkiem Eulera.

Przestrzen konfiguracyjna stanowi grupg obrotow rzeczywistej przestrzeni tréjwymiarowe;j
SO(3,R) = {x € gI(3,R) | xx” = 1d}. Pokazemy catkowalnos¢ w sensie Liouville’a réwnan
baku Eulera, interpretowanych jako potok geodezyjny na przestrzeni fazowej M = T*SO(3,R).
Energia kinetyczna uktadu 7' (x, 0) = % (lo) + Loy + I;@3) jest okreslona przez wektor pred-
kosci katowej @ = (my, @y, @3). Z Zasady Maupertuis metryka g na SO(3,R) jest zadana przez
odpowiadajaca energii kinetycznej funkcje Hamiltona na 7*SO(3,R):

1/J% J2 J?
Hx.J)=— L4223
(x,7) 2<11+12+13>’

gdzie J oznacza moment pedu, zwiazany z predkosScia katowa @ przez tensor bezwladnosci 1
rownaniem J = Iw. Z postaci funkcji H wynika, ze metryka g zalezy od ksztattu bryty oraz jest
lewoniezmiennicza, to znaczy niezmiennicza wzgledem obrotéw x — yx, dla x,y € SO(3,R).

Zatem, mozemy rozpatrywaé uktad w punkcie neutralnym grupy e € SO(3,R). Dalej bedziemy
utozsamiac przestrzen kostyczng 7,°SO(3,R) z przestrzenig dualng do algebry Liego so*(3,R).
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W ten spos6b problem znalezienia catek pierwszych sprowadzimy z wigkszej rozmaitoSci sym-
plektycznej T7*SO(3,R) do mniejszej rozmaitosci Poissona s0*(3,R).

Oznaczmy przez (-,-) symetryczng forme¢ dwuliniowa na so(3,R) (forme Killinga), przez
b(-,-) odpowiadajaca jej form¢ dwuliniowa na przestrzeni dualnej so*(3,R), po utozsamie-
niu s0(3,R) = s0*(3,R) przy wykorzystaniu formy Killinga. Wtedy réwniez (I-,-) jest forma
symetryczna, gdzie I : so(3,R) — so(3,R), I = diag(l;,»,13) jest operatorem bezwtadnosci,
niech b; bedzie odpowiadajaca (I-,-) forma dwuliniowa na s0*(3,R). Ograniczenie h := H,
funkcji Hamiltona H do przestrzeni kostycznej 7,°SO(3,R) = s0*(3,R), jest forma kwadra-
towa formy dwuliniowej b;. Wykorzystujac strukture Liego—Poissona na przestrzeni so0*(3),

mozemy sprowadzi¢ réwnania Hamiltona na 7*SO(3,R) do réwnaii:

J = o 3r) (h)- 3.1)

Ze skosnej-symetrii nawiasu Poissona wynika, ze Hamiltonian H zawsze jest calka pierwsza
uktadu. Jako dodatkowa catke pierwsza, mozemy przyjaé catkowity moment pedu f =J 12 +J22 +
J2, ktéry jest funkcja Casimra struktury Liego—Poissona na so*(3,R). Zatem para niezaleznych
funkeji h, f tworzy zbiér zupetny ze wzgledu na Il (3 g)-

Trajektorie réwnan (3.1) to przecigcie sfery f =J 12 —i—J% + J32 i elipsoidy 2h = i—f + %2 + 5—‘;2,
stad po wyznaczeniu J,,J3 i wstawieniu do réwnan ruchu otrzymujemy rownanie rézniczkowe
Ji=/a+BJ 12 + }/Jf, pozwalajace obliczy¢ J; w postaci funkc;ji eliptyczne;.

Podsumowujac, hamiltonian H oraz F — lewoniezmiennicze rozszerzenie funkcji f do
T*SO(3,R) sa dwoma niezaleznymi catkami pierwszymi potoku geodezyjnego na przestrzeni
fazowej. Do zbudowania uktadu catkowalnego w sensie Liouville’a potrzebujemy wskazac
jeszcze jedna niezalezna catke pierwsza. W tym celu wystarczy wybraé funkcje na so*(3,R),
np. skladowa momentu pedu J; i rozszerzy¢ w sposéb prawoniezmienniczy do funkcji na
T*SO(3,R). Jest tak poniewaz, lewo i prawoniezmiennicze funkcje na T*SO(3,R) sa w
inwolucji wzgledem kanonicznego nawiasu Poissona. Istotnie zauwazmy, ze na poziomie
hamiltonowskich pdl wektorowych zachodzi réwnosé I1({f;,g,}) = [TI(f;),I1(g,)] = 0 dla
dowolnych funkcji f,g: s0%(3,R) — R, gdzie f; jest lewoniezmienniczym, a g, prawoniezmie-
nniczym rozszerzeniem do 7*SO(3,R).

Biorac pod uwage izomorfizm algebry Liego so(3,R) z przestrzenia R? wyposazona
w iloczyn wektorowy, réwnania (3.1) mozemy zapisaé w zmiennych predkosci katowych

o1, @y, 03, otrzymujac klasyczne réwnania Eulera:

Loy = (hL—h)mos,
Loy =(L—1)m w3,
Loy = (I, —L)wm.
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4 Wprowadzenie do struktur bihamiltonowskich

W tym rozdziale oméwimy korzysci wynikajace z istnienia dodatkowej (poza kanoniczna)
struktury Poissona na rozmaitosci. W oparciu o artykuty [Mag78, GZ89, Bol92] wprowadzimy
definicj¢ struktury bihamiltonowskiej, kroneckerowskosci tejze struktury, oraz zaprezentujemy
dwie metody konstrukcji catek pierwszych. Rozdziat zakoficzymy rozwazaniami nad redukcja
struktur bihamiltonowskich wzgledem dziatania grupy Liego G, sformutujemy i udowodnimy
Twierdzenie 4.3.1 wskazujace warunki jakie musi spetnia¢ pek struktur Poissona, do znalezienia

zupetnej rodziny calek pierwszych w inwolucji.

4.1 Struktury bihamiltonowskie

Definicja 4.1.1 ([Mag78]). Dwie struktury Poissona II; i Il na rozmaitoSci M nazywamy
zgodnymi, jesli kombinacja liniowa I1; := #1I1; 4,11, jest struktura Poissona dla dowolnych
wartoscit = (t1,t) € K2. Dwuwymiarowa rodzing struktur Poissona (w przypadku, gdy I1; i I,
sq liniowo niezalezne) {II;}, k> nazywamy strukturg bi-Poissona, strukturq bihamiltonowskq,

lub pekiem Poissona.

W artykule [GZ89] 1. Gelfand i 1. Zakharevich sprowadzili analiz¢ struktur bihamiltono-

wskich w ustalonym punkcie do badania pgku zespolonych operatoréw liniowych.

Twierdzenie 4.1.1 ([GZ89]). (Rozktad Jordana—Kroneckera pary form skosnie-symetrycznych)
Niech A, B bedq skosnie-symetrycznymi formami dwuliniowymi na zespolonej przestrzeni linio-
wej V. Wowczas, przy odpowiednim wyborze bazy V, ich macierze mogq by¢ jednoczesnie

sprowadzone do kanonicznej postaci blokowej:

gdzie pary odpowiednich blokow A; i B; sq jednej 7 trzech postaci:
* bloki Jordana dla A € C:

0 JA) 0 Id
—J)T o0 )’ —1d 0 )’

* bloki Jordana dla A = oo:

0 Id 0  J(0)
—1d 0 )’ —J0r o )’



e bloki Kroneckera:

0 K 0 K>
-kl o )7 \ -kl 0 )’

gdzie J(A) oznacza klatke Jordana dla wartosci wtasnej A € K, a Ky i K, sq tak zwanymi

klatkami Kroneckera:

Al 0 0
1 0 0 A 10
Ky = Ky = J(A) =
00 Al
00 10 000 1 0 0 0 A

Aby mozna bylo opieraé si¢ na powyzszej klasyfikacji obiekty rzeczywiste musimy pod-
daé kompleksyfikacji. Proces kompleksyfikacji opisujemy w dodatku B, teraz jedynie podamy
podstawowe oznaczenia. Dla rzeczywisto analitycznej rozmaitosci M przez M€ bgdziemy oz-
nacza¢ pewna jej kompleksyfikacje. Majac zadany tensor T na M, jego kompleksyfikacja
TC jest holomorficznym tensorem na M¢. Dla rzeczywistej struktury bihamiltonowskiej
{IT; = I} + I },cpe na M, przez H;C oznaczamy kompleksyfikacje dowolnej struktury
Poissona z pgku. W ten sposéb otrzymujemy holomorficzng strukture bihamiltonowska
ME =10t + 6005 | t = (f1,12) € C?} na M¢. W przypadku, gdy M i {I;},.c2 sa obie-
ktami holomorficznymi bgdziemy stosowaé powyzsze oznaczenia dla obiektéw zespolonych,

bez przeprowadzania procedury kompleksyfikacji.

Definicja 4.1.2 ([ZakOl1]). Struktura bihamiltonowska {II;},.x> na M jest typu Kronecke-
ra w punkcie x € M, jesli rzad rankc(#1I1; + £,I1)|, jest staly ze wzglgdu na parametr
(t1,15) € C*\ {0} (w przypadku rzeczywistym rozpatrujemy (IT;), jako sko$nie-symetryczng
forme dwuliniowa na kompleksyfikacji wiazki kostycznej (T,;"M)*). Méwimy, ze {I1,},cx2 jest
typu Kroneckera, jesli jest typu Kroneckera w dowolnym punkcie pewnego otwartego i gestego

podzbioru rozmaitosci M.

Terminologia w powyzszej definicji jest umotywowana tym, ze struktura bihamiltonowska
typu Kroneckera ma wylacznie klatki Kroneckera w rozktadzie Jordana—Kroneckera pary form
(IL)y, i = 1,2.

W ogdlnosci pek Poissona moze naleze¢ do jednej z trzech klas, w zaleznos$ci od blokéw
wchodzacych w sktad rozktadu Jordana—Kroneckera:

* typ symplektyczny (rozktad z Twierdzenia 4.1.1 zawiera wytacznie bloki Jordana), wtedy

rankIT, = dimM dla prawie wszystkich wartosci 1 € K2,
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* typ Kroneckera (wystgpuja wytacznie bloki Kroneckera), w konsekwencji dla wszystkich
parametréw ¢ € C2\ {(0,0)} rzad kompleksyfikacji struktur Poissona wchodzacych w
sktad peku jest staty, rankc I1l; = const nad zbiorem otwartym gestym w M,

* typ mieszany (zawiera zarOwno bloki Kroneckera, jak 1 bloki Jordana).

Dla obu podstawowych typéw struktur bihamiltonowskich (typu symplektycznego i typu

Kroneckera) znane sa metody budowy rodziny catek pierwszych. Ponizej przedstawimy dwie z

nich, z czego w gtéwnej czgsci rozprawy wykorzystamy ta druga.

4.2 Metody konstrukcji calek pierwszych

Prawie wszystkie struktury Poissona wchodzace w sktad peku Poissona typu symplekty-
cznego sa niezdegenerowane. Wynika stad, ze struktura bihamiltonowska jest generowana przez
parg zgodnych struktur Poissona, bedacych odwrotnosciami form symplektycznych Iy = @, L
Ih =w, ! Rozwazmy (1,1)-tensor N :=Ilpow;: TM — TM. Okazuje si¢, ze funkcje wtasne
fi,-..,fn tensora N sa w inwolucji wzgledem dowolnego nawiasu Poissona z rozpatrywanego
peku, {fi, f j}nf =0, dla wszystkicht € K2 (IMCFP97, str. 245]). Czasami niezaleznych funkcji

wlasnych jest wystarczajaco wiele do zapewnienia zupelnej catkowalnosci.

W drugim przypadku, dla struktur bihamiltonowskich typu Kroneckera, zbiér sktadajacy
si¢ z funkcji Casimira wszystkich struktur Poissona wchodzacych w skiad peku jest zupetny i

inwolutywny - zapewnia o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.1 ([Bol92]). Niech {Il;},.x> bedzie strukturq bihamiltonowskq typu
Kroneckera okreslonq na rozmaitosci M. Wowczas dla dowolnego otwartego zbioru U C M
takiego, Ze dla dowolnego t € K*\ {(0,0)} zachodzi ddimZ' (U) = dim M — rankI1,, zbior:

zMH(U) := Span < U ZH’(U)) 4.1)
t#£0

jest zupetnym zbiorem funkcji w inwolucji ze wzgledu na dowolnq nietrywialng strukture
Poissona I, # 0.

Zauwazmy, ze aby zachodzita réwnos¢ ddimZ(U) = dimM — rankII, dla wszystkich
warto$ci t, zawsze mozemy dobra¢ dostatecznie maty zbiér otwarty U. Jednakze, istota
uktadéw catkowalnych jest ich globalnosé. Wymaga to wskazania zbioru otwartego i ggstego
w rozmaito$ci M, dla ktérego wspomniana rownos¢ zachodzi, tak tez postgpujemy w dowodzie

Twierdzenia 5.4.1.

Przyklad 4.2.1 (Metoda przesunigcia argumentu [MF78a]). Zgodnie z Przyktadem 3.3.1, na

przestrzeni dualnej g* do dowolnej algebry Liego g, istnieje kanonicznie zdefiniowany na-
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wias Poissona {f,g}(x) = c{?-xk%%. Ponadto, ustalajac element a = (a;) € g*, otrzymu-

j
jemy dodatkowa, stata struktur¢ Poissona, dana wzorem {f,g},(x) = cfjak%%.

pokazal, ze tak zdefiniowane nawiasy Poissona sa zgodne, w mysl Definicji 4.1.1, zatem

Mozna

generuja strukturg bihamiltonowska {-,-}, = {-,-} + A{-, -}, na g*, co wiecej, struktura ta jest
typu Kroneckera przy dodatkowym zatozeniu codimSingg* > 2 (zalozenie to jest spelnione
dla szerokiej klasy skonczenie-wymiarowych algebr Liego wtaczajacej wszystkie algebry re-
duktywne). Woéwczas konstrukcja z Twierdzenia 4.2.1, daje zbiér zupetny funkcji w inwolucji

{f(x+2La) | A € K, f jest niezmiennikiem dziatania kodotaczonego algebry Liego g}.

W przypadku peku Poissona typu symplektycznego nie zawsze odpowiedni zbidr funkcji
wlasnych tensora N jest zupelny. Skrajnie ,,oddalonym” od takiej sytuacji przypadkiem sa
przyktady struktur bihamiltonowskich typu symplektycznego, dla ktérych odpowiedni tensor
N:=1Ilpo H]_1 ma state warto$ci wlasne. Niemniej jednak nawet dla takiej struktury mozna zbu-
dowac rodzing funkcji w inwolucji pod warunkiem, ze wyjSciowa struktura bihamiltonowska
jest niezmiennicza wzglgdem dziatania pewnej grupy Liego, gdyz jej redukcja moze okazal
si¢ struktura typu Kroneckera. Przyklady takich sytuacji prowadzace do zupetnych uktadéw
funkcji w inwolucji byty rozwazane w [Pan03] (N jest potprosty) oraz w [MP04] (N jest suma
operatora skalarnego 1 nilpotentnego). W nast¢pnym podrozdziale rozpatrujemy szczegétowo
taka redukcje przy okreslonych zatozeniach, z ktérych bedziemy mogli skorzysta¢ w dalszej

czgSci pracy.

4.3 Redukcja niezmienniczej struktury bihamiltonowskiej

Niech G bedzie grupa Liego dziatajaca na rozmaitosci M. Oznaczmy przez & (M)
przestrzen wszystkich funkcji G-niezmienniczych ze zbioru & (M). Przez p(&) oznaczamy
fundamentalne pole wektorowe dziatania grupy G odpowiadajace & € g. Méwimy, ze struk-
tura bihamiltonowska {IT;}, x> jest G-niezmiennicza, jesli kazdy z dwuwektoréw II; jest
G-niezmienniczy, jest to rownoznaczne z tym, ze pochodna Liego £, ¢\ I1; = 0, zanika dla
dowolnego & € g.

Zalézmy, ze dziatanie grupy Liego G na M jest wlasciwe. Jest tak w przypadku gtadkiego
dziatania zwartej grupy Liego. Ustalmy podgrupe izotropii H C G zadajaca gtowny typ orbit, to
znaczy dla dowolnego punktu x € M stabilizator Gy jest sprz¢zony z H lub wymiar stabilizatora
G, jest wigkszy niz wymiar podgrupy Liego H. Zatem wsréd wszystkich orbit dziatania G na M
te o stabilizatorze G, sprzezonym z H charakteryzuja si¢ najwigkszym mozliwym wymiarem.

W tym przypadku zbi6r:

My = {x EM: Gy = gHg_] dlapewnego g € G},
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sktada si¢ z sumy wszystkich orbit G - x izomorficznych z przestrzenia jednorodna G/H.
Z pracy [DKOO, Twierdzenie 2.8.5] wiadomo, ze dla stabilizatora orbity typu gtéwnego, zbioér
Mp jest otwartym i gestym podzbiorem w M, a ponadto, ze przestrzeii orbit My, := My /G jest
gtadka rozmaitoscia. Istnieje naturalne utozsamienie przestrzeni funkcji ¢ (My) z p*& (M),
gdzie p: My — M}, = My /G jest kanonicznym rzutowaniem, w szczeg6lnosci ddim, &6 (M) =
ddim &% (M) dla x € My. Ponadto, jesli na M mamy zadana G-niezmiennicza strukturg bi-
hamiltonowska {Ht}teKZ’ wowczas ograniczenie I1;|y,, do My dowolnej struktury Poissona
z peku moze by¢ przeniesione na My /G przy uzyciu rzutu p. To znaczy, istnieje poprawnie
okreslona struktura bihamiltonowska {IT;}, x> na My /G taka, ze II; = p.II, oraz rzutowanie

p jest odwzorowaniem Poissona - zachodzi réwnoS¢:

p{f,e¥ =" f,p e}, fee E(My).

Zaktadajac, ze zredukowana struktura bihamiltonowska {IT} },ck jest typu Kroneckera, mozemy
zastosowaé Twierdzenie 4.2.1 do odpowiednio dobranego zbioru U C M},. Wéwczas otrzy-
mamy inwolutywna rodzing funkcji Z{m} (U), zupetna ze wzgledu na dowolng strukturg
Poissona IT]. W pewnych przypadkach inwolutywny zbiér funkcji p*Z(U) okreslonych na
p~'(U) € M, moze by¢ rozszerzony do zbioru zupetnego. Taki przypadek opisuje Twierdze-
nie 4.3.1 ponizej. Twierdzenie wskazuje rowniez metod¢ dowodu kroneckerowskosci struktury
bihamiltonowskiej {IT;}, k2, sprowadzajac problem do obliczenia rzedu skoriczone;j ilosci zre-
dukowanych struktur Poissona. Metoda ta byta uzyta w [MPO4, Pan03], ale ponizsze twierdze-
nie jest bardziej precyzyjne, w szczeg6lnosci doktadnie opisuje zbior U, na ktérym odpowiedni

uktad funkcji jest zupetny.

Twierdzenie 4.3.1 ([LP19]). Niech G bedzie grupq Liego 7 algebrq Liego ¢ dziatajacq w
sposob wtasciwy na rozmaitosci M i niech {I1;},.p2 bedzie G-niezmienniczq strukturq bi-
hamiltonowskq. Zatézmy ponadto, ze
(a) odpowiednie dziatanie p: g — U'(TM) algebry Liego g grupy G na M, moze by¢ rozsze-
rzone do holomorficznego dziatania p°: g& — [(TM¢) kompleksyfikacji aC algebry
Liego g na pewnej kompleksyfikacji M¢ rozmaitosci M oraz struktura bihamiltonowska
{IIf },cc2 na M€ (zob. dodatek B) jest oC-niezmienniczym holomorficznym rozszerzeniem
peku {I1; }, 2 zdefiniowanym na M¢;
(b) dziatanie grupy G na zbiorze My jest lokalnie swobodne;
(¢) codimSingg* > 2;
(d) dla prawie wszystkich wartosci t € C? dwuwektor IIf jest niezdegenerowany oraz dzia-
tanie p€ jest hamiltonowskie ze wzgledu na TI¢, to znaczy, istnieje zbior E C C? bedacy
sumq skoriczonej ilosci jednowymiarowych podprzestrzeni liniowych (ty), ..., (ts) taki, zZe

rankIIf = dimM, t € C? \ E, oraz istnieje odwzorowanie (momentu) U : M€ — (g(c)*,
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t € C?\ E, bedagce odwzorowaniem Poissona z rozmaitosci Poissona (M€, TI¢) na roz-
maitos¢ Liego—Poissona ((gc)*,H(g«:)*) takie, Ze dowolne fundamentalne pole wek-
torowe p€(&), & € aC, jest hamiltonowskim polem wektorowym ¢ (Hté) z funkcjq Hamil-
tona Hy (x) = (1 (x).&):

(e) ograniczenie Wy = Uf|y, t € R?, przyjmuje wartosci w g* C (gC) * w szczegdlnosci dzia-

tanie p jest hamiltonowskie ze wzgledu na I1;, t ¢ R NE, to znaczy p(E) =TI, (H,Jg M),
geg.
Wtedy:

1. zbior

U:=My\ (| 1" (Singg"))
teR?
jest G-niezmienniczy, otwarty i gesty w My;
2. redukcja struktury bihamiltonowskiej {I1;}, g2 na My, = My /G jest typu Kroneckera w
punkcie X' € p(U) wtedy i tylko wtedy, gdy*:

corankIT; | = ind g, i=1,...,8

3. jesli {I1;},cp2 jest typu Kroneckera oraz F jest zbiorem zupetnym inwolutywnym
funkcji wielomianowych na (g*,Ilg+) (taki zbior istnieje na podstawie Twierdzenia
Sadetova [Sad04)), to zbior funkcji:

S = p* (2" M) s 7 4.2)

Jjest zupetny na My ze wzgledu na strukture Poissona I, dla dowolnego ty & EN R?;
4. ponadto:

p*(zMhe (p(U))) = Span (| i (2N (w (0)))).
t#0

Tu ind g, oznacza indeks algebry Liego g, to jest kowymiar orbity kodotqczonej maksymalnego

wymiaru, indg := dimg — rank ITg-.

Dowdd: Niezmienniczo$¢ zbioru U wzgledem dziatania grupy Liego G wynika z faktu, ze
odwzorowanie momentu g jest odwzorowaniem Poissona, co jest rtOwnowazne temu, ze [, jest
G-ekwiwariantne (wzglgdem dziatania grupy Liego G na orbitach kodotaczonych w g*), gdyz

G-ekwiwariantno$¢ [, pociaga za soba G-niezmienniczo$¢ zbioru p," (Sing g*).

2W przypadku, gdy #; € C pod korzgdem H;,»|x’ rozumiemy warto$¢ dim M}, minus rzad macierzy zespolonej
H;I_ | w dowolnej bazie lokalnej, zob. tez dowod twierdzenia.
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Z Lematu C.6.3 o bifurkacji wynika, ze dla dowolnego x € My obraz odwzorowania sty-
cznego do odwzorowania momentu (t).(7,Mg) pokrywa si¢ z anihilatorem w g* algebry
Liego g, stabilizatora G, punktu x. Z zatozenia (b) algebra Liego stabilizatora zanika g, = {0},
stad rzad 1, (x) jest rowny dimg*, zatem obraz p,(Mp) zawiera otwarty podzbidr przestrzeni
g*. Zbiér elementéw osobliwych Sing g* jest zbiorem algebraicznym, jego dopetnienie w g*
jest zbiorem otwartym i ggstym, zatem zatozenie (c¢) gwarantuje otwartos¢ i ggstos¢ zbioru U.

Aby udowodnié punkt drugi zauwazmy, ze dla dowolnegor #¢;,i=1,...,s oraz dowolnego
x € My, wykorzystujac holomorficzng wersje Lematu o bifurkacji oraz Lemat 4.3.1 ponizej,

otrzymujemy réwnosc:
corank((IT7)’)x = corank (I 4e)- ) ye(x) -

Tu ((TIY)'), oznacza ograniczenie dwuwektora (II¢)y, rozumianego jako dwuliniowa forma
skosnie-symetryczna na 7,;"M¢, do anihilatora (7,0)° C T;M¢ przestrzeni stycznej 7,0 do
orbity ¢ dziatania g*, przechodzacej przez punkt x. Przypomnijmy, ze przestrzen T,0 jest
skosnie-ortogonalnym dopetnieniem do wiékna zawierajacego punkt x odwzorowania [ .

Ponadto, jesli x € U, wtedy corankg (IT) () = corankc ((ITf)’) () = ind g® =indg. Za-
tem poddana redukc;ji struktura bihamiltonowska jest typu Kroneckera w punkcie p(x) wtedy i
tylko wtedy, gdy w tym punkcie p(x) réwniez dla zdegenerowanych struktur Poissona korzedy
redukcji (IT;,)" sa réwne indeksowi ind g.

Punkt trzeci wynika z nastgpujacej obserwacji [Pan03, Propozycja 2.22] gdy dana jest para
submersji, bedacych réwnoczesnie odwzorowaniami Poissona: py: (M,IT) — (M;,I1;) oraz
pa2: (M,I1) — (M,,I1;) z wiéknami sko$nie-ortogonalnymi wzglgdem struktury Poissona IT
oraz dane sa zupetne rodziny funkcji %, %, odpowiednio na (M,I1;), (M,,I1,), wtedy rodz-
ina funkcji pj(.#1) U p5(.%2) jest zupetna na (M, IT).

Ostatni punkt wynika stad, iz przy powyzszych oznaczeniach zachodzi pokrywanie si¢ prze-
ciwobrazéw pj (ZHI) =p5 (ZHZ) [Pan03, Wniosek 2.19]. U

Lemat 4.3.1 ([LP19]). Niech V oznacza przestrzen wektorowq nad ciatem K, @: V x V — K
bedzie niezdegenerowanq skosnie-symetryczng formq dwuliniowq. Oznaczmy przez
IT1: V* x V* — K dwuwektor bedacy odwrotnosciq formy @. Niech Vi,Vy, CV bedq pod-
przestrzeniami wektorowymi, dopetniajqcymi sie wzgledem ®. Wowczas ograniczenie 11 do

podprzestrzeni Wy := V[ C V* oraz ograniczenie do W, :=Vy; C V* majq réwne korzedy.

Dowdd: Istotnie, poniewaz Wi i W, dopelniaja si¢ wzajemnie wzgledem IT w sposéb ortogo-

nalny, otrzymujemy ker (IT|w, xw, ) = Wi "W = ker (IT|w, xw,)- O
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5 Struktury bihamiltonowskie generowane przez tensor
Nijenhuisa

W tym rozdziale przedstawimy gléwne wyniki niniejszej pracy. Polegaja one na skon-
struowaniu struktur bihamiltonowskich na wiazce kostycznej T*(G/K) do przestrzeni jed-
norodnej G/K na podstawie niezmienniczych tensoréw Nijenhuisa N : T(G/K) — T(G/K), a
nastgpnie na badaniu kroneckerowskosci zredukowanych pekow Poissona. Wyniki te pozwola
na zbudowanie nowych catkowalnych potokéw geodezyjnych na przestrzeniach jednorodnych
w nastgpnym rozdziale.

Pierwszym krokiem ku osiagnigciu obranego celu jest Twierdzenie 5.1.1 wykazujace za-
chodzenie odpowiednio$ci migdzy G-niezmienniczymi pétprostymi tensorami Nijenhuisa na
przestrzeniach jednorodnych, a rozktadami odpowiednich algebr Liego na sumy podalgebr.
Nastepnie podajemy szereg przyktadéw rozktadow algebr Liego, pozwalajacych na kon-
strukcje tensoréw Nijenhuisa na przestrzeniach jednorodnych. Kolejnym etapem jest bu-
dowa pgkéw struktur Poissona przy wykorzystaniu tenora Nijenhuisa oraz budowa relacji
migdzy obiektami geometrycznymi i algebraicznymi, pozwalajaca w kolejnym kroku na sfor-
mutowanie warunkéw na kroneckerowskos¢ zbudowanego peku Poissona w terminach algebr

Liego (Twierdzenie 5.4.1).

5.1 Niezmiennicze tensory Nijenhuisa na przestrzeniach jednorodnych

Definicja 5.1.1 ([Nij51]). Niech M bedzie spéjna rozmaitoscia. Pole (1,1)-tensor6w
N: TM — TM nazywamy tensorem Nijenhuisa, jesli jego tensor torsji Nijenhuisa zanika, to

znaczy dla dowolnych p6l wektorowych X,Y € I'(TM) zachodzi réwnosc:
Ty(X,Y) :=[NX,NY] - N[X,Y]y =0,

gdzie
[X,Y]y :=[NX,Y]|+[X,NY]-N[X,Y].

Zatézmy, ze mamy zadane dziatanie grupy Liego G na rozmaitosci M.

Definicja 5.1.2. Méwimy, ze pole (1,1)-tensorowe N: TM — TM jest G-niezmiennicze, jesli
dla dowolnego elementu g grupy Liego G, tensor N komutuje z odwzorowaniem stycznym

g«: TM — TM do dyfeomorfizmu g: M — M. Oznacza to przemienno$¢ nastgpujacego
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diagramu:

™ N TMm
18« g«

™ 5 TM™.
Dystrybucja sktadajaca si¢ z podprzestrzeni D, C T,M jest G-niezmiennicza jesli dla dowolnych
g € G, x € M zachodzi g (Dy) = Degy.

Dla uproszczenia, o obiektach G-niezmienniczych na przestrzeniach jednorodnych (ostanie
omawiamy doktadniej w dodatku C.5) bedziemy pisa¢ wprost, ze sa niezmiennicze.

Ponizsze lematy wyjasniaja relacje migdzy dystrybucjami generowanymi przez niezmien-
niczy tensor na przestrzeni jednorodnej (ktore w przypadku tensora Nijenhuisa sa inwolutywne,
na mocy Lematu 5.1.4) oraz podalgebrami Liego (Lemat 5.1.2). Lemat 5.1.3 opisuje liscie fo-
liacji przestrzeni jednorodnej, generowanej przez inwolutywng niezmiennicza dystrybucje.

Niech G bedzie dowolna grupa Liego, K domknigta podgrupa Liego grupy G, wtedy
przestrzeii jednorodna M = G/K jest gtadka G-rozmaitoscia.

Lemat 5.1.1 ([LP19]). Niech N: T(G/K) — T(G/K) bedzie pétprostym G-niezmiennczym

(1,1)-tensorem. Wowczas funkcje wiasne tensora N sq funkcjami statymi.

Dowdd:  Z G-niezmienniczosci tensora N wynika, ze réwniez jego funkcje wlasne sa
G-niezmiennicze, zatem z tranzytywnoS$ci dziatania grupy Liego G na przestrzeni jednorodnej

G/K takie funkcje sa funkcjami statymi. U

W dalszej czgsci pracy, funkcje wlasne G-niezmienniczego tensora na przestrzeni jednorod-
nej bedziemy nazywaé wartoSciami wlasnymi tensora.

Przypomnijmy, ze dla danej rzeczywistej rozmaitosci M, przez T®M oznaczamy kom-
pleksyfikacje wiazki stycznej rozmaitosci M oraz, dla rzeczywistej algebry Liego g, przez g©

oznaczamy jej kompleksyfikacje.

Lemat 5.1.2 ([LP19]). Niech G/K bedzie rzeczywistq przestrzeniq jednorodng. Wowczas za-
chodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy G-niezmienniczymi dystrybucjami
D C T%(G/K) i podprzestrzeniami d C g© takimi, ze £ C d oraz [E(C,d] Cd, (gdzieg,t Cg
sq algebrami Liego odpowiednio grupy Liego G oraz podgrupy Liego K C G). Dystrybucja
G-niezmiennicza D jest inwolutywna wtedy i tylko wtedy, gdy podprzestrzen d stanowi podal-
gebre Liego w gC. Ponadto, dystrybucja D jest rzeczywista, to znaczy, pokrywa sie ze swojq
sprezong D =D w TC(G/K) wtedy i tylko wtedy, gdy réwniez podprzestrzeri d = d, jest tozsama

ze swojq sprzezong w g& wzgledem formy rzeczywistej g.

Dowdd: Oznaczmy przez P: G — G/K kanoniczne rzutowanie, przez L, dziatanie lewostron-

nego mnozenia w grupie Liego G, dla g,h € G, Lg(h) = gh. Wpierw pokazemy, ze niezmien-
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nicza dystrybucja D na G/K zadaje G-niezmiennicza dystrybucje D:= P71 (D) c T®G. Za-
uwazmy, ze niezmienniczo$¢ D (przypomnijmy g« x(Dx) = Dgy), pociaga za soba Le-niezmie-

nniczos$¢ D, co wskazuje ponizszy diagram:

I,G Lﬂ' TG
1Py L Py gy
T(G/K) =% TulG/K),
tu L, oznacza przesunigcie elementu y € G takiego, ze P(y) = x.

Ponadto, dystrybucja D jest prawo K-niezmiennicza. Zauwazmy, ze P jest surjektywna
submersja. W otoczeniu punktéw g € G oraz P(g) € G/K istnieja lokalne uktady wspétrzed-
nych odpowiednio (x1,...,%m,¥1,...,5%) 1 (X],...,x;,), dla ktérych P(x1,...,%m,Y1,..., V%) =
(¥],..-,x),). Niech X;(x'),...,X;('), gdzie X,(+') = Xi(x],... ,x;n)a%;, beda lokalnie liniowo
niezaleznymi polami wektorowymi na G/K generujacymi dystrybucje D. Woéwczas dystry-
bucja D jest generowana przez pola wektorowe X,(x) = Xf(xl,...,xm)%, r=1,...,1, oraz
pola wektorowe Y1, ..., Y;. Te ostatnie sa to fundamentalne pola wektorowe prawego dziatania
podgrupy Liego K na grupie G, sa zatem styczne do widkien rzutowania P, lokalnie moga by¢
liniowo wyrazone przez aiyj, i odwrotnie pola aiy] moga by¢ lokalnie wyrazone przez Yy, ..., Y;.
Zauwazmy, 7e [V;,X;] = 7Y dla pewnych funkcji f7;, co razem z inwolutywnoscia uktadu pél
wektorowych {Y1,...,Y;} daje zawieranie [Yi,l/ﬂ c D.

Niech d := D, C Te(CG, gdzie e € G jest elementem neutralnym grupy. Po identyfikacji
Te(CG >~ g€ niezmienniczos¢ dystrybucji D wzgledem zaréwno lewego jak i prawego dziatania
podgrupy Liego K daje Ad(K)-niezmienniczo$é podprzestrzeni d C g, co na poziomie in-
finitezymalnym oznacza ad(£)-niezmienniczos¢, czyli [Ec,d] Cd, tu [-,-] jest nawiasem Liego
algebry Liego g©.

Jesli dystrybucja D jest inwolutywna, wéwczas rowniez dystrybucja D jest inwolutywna.
Istotnie, ukfad p6l wektorowych {X;}, a w konsekwencji réwniez {X;} jest inwolutywny, stad
inwolutywny jest rowniez uklad sktadajacy si¢ z pol {Yi,)/(\ j}. Infinitezymalnie oznacza to, ze
[d,d) Cd.

I odwrotnie, niech d C g(c = TeCG bedzie ad €-niezmiennicza podprzestrzenia. Zdefiniu-
jmy dystrybucje D c T€G wzorem ﬁg = Lg «d. Tak okreslona dystrybucja D jest niezmien-
nicza wzgledem lewego dziatania grupy G oraz prawego dzialania grupy K, zatem przez kom-
pleksyfikacje odwzorowania stycznego PC: TCG — T(C(G/ K), rzutuje si¢ na jednoznacznie
okreslona dystrybucje D € TC(G/K).

Jezeli podprzestrzeni d C g€ jest podalgebra, wéwczas dystrybucja D jest inwolutywna.
Ponadto, z lokalnego opisu wynika, ze uktad pdl wektorowych {5(\ j} jest inwolutywny oraz
P.X ;= Xj, co w konsekwencji powoduje, ze réwniez uklad {X;} jest w inwolucji. Zatem

dystrybucja D C TC(G/K) jest inwolutywna.
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Z wprowadzonej powyzej identyfikacji, wynika wprost ostatnia teza lematu, rtOwnowaznos§¢
D=D&d=d. O

Ponizszy lemat zachodzi zaréwno w przypadku obiektéw rzeczywistych, jak i zespolonych.

Lemat 5.1.3 ([LP19]). Niech D C T(G/K) bedzie G-niezmienniczq inwolutywnq dystrybucjq
na przestrzeni jednorodnej G/K, zadanq przez podalgebre Liego b w g, dla ktérej zachodzq
zawierania € C h C g. Niech H C G bedzie podgrupq Liego odpowiadajqcq podalgebrze Liego
h. Oznaczmy przez P: G — G/K kanoniczne rzutowanie. Wowczas:
1. liscie foliacji stycznej do D sq rzutami lewych warstw gH, g € G, ze wzgledu na P,
2. dla danego & € g, fundamentalne pole wektorowe X¢ dziatania grupy Liego G na G/K
jest styczne do liscia P(gH ) wtedy i tylko wtedy, gdy & € Adyh C g.

Dowdéd: Rozwazmy inwolutywna dystrybucje D skonstruowang jak w dowodzie Lematu 5.1.2.
Woéweczas foliacja styczna do D pokrywa si¢ z foliacja zadang przez lewe warstwy gH, g € G.
Poniewaz P, (13) = D, liScie odpowiednich foliacji sa rzutowane na siebie przez P, co dowodzi
punktu pierwszego.

Zauwazmy, ze prawoniezmiennicze pole wektorowe g na grupie Liego G, dla ktérego
Erle = &, jest styczne w punkcie gh € gH do gH wtedy i tylko wtedy, gdy Er(gh) € Tyn(gH),
czyli Ron«(8) € Ton(gH) = Lgn+b, a wiec & € Rigpy-1 Lon«h = Adgr b = Adgh (tu & € g =
T.G). Zatem fundamentalne pole wektorowe Xz = P.Eg jest styczne do liscia P(gH) wtedy i
tyko wtedy, gdy & € Adgb. O

Ponizszy lemat zachodzi dla dowolnej rozmaito$ci rézniczkowej M, bez konieczno$ci

ograniczenia rozwazan do przestrzeni jednorodne;.

Lemat 5.1.4 ([LP19]). Niech N: TM — TM bedzie péiprostym (1,1)-tensorem ze statymi i
réznymi wartosciami wtasnymi Ay, ..., As € C (lub Ay,. .., A € R) oraz niech D; C T°M (lub
odpowiednio D; C TM) bedq dystrybucjami wtasnymi odpowiadajqcymi wartosciom witasnym
Ai, i=1,...,s. Wowczas tensor N jest tensorem Nijenhuisa (Ty = 0) wtedy i tylko wtedy, gdy
dystrybucje Dj oraz D;+ D sq inwolutywne dla dowolnych i, j € {1,...,s}.

Dowdd: Zalézmy, ze dla tensora N zanika torsja Nijenhuisa, Ty = 0. Wéwczas, z rownosci
Ty = Ty_j;» zachodzacej dla dowolnych wartosci A € C wynika, ze réwniez N — A1, jest ten-
sorem Nijenhuisa, tu przez I oznaczamy odwzorowanie identycznoSciowe. W szczegdlnoSci
[((NC—AD)X, (N®=A1)Y] = (NC = A1) [X, Y]yc_;,; dla dowolnych p6l wektorowych X, Y.
Stad obraz odwzorowania N© — A;1: T®M — TCM jest dystrybucja inwolutywna. W konse-
kwencji dystrybucje, D; = (\;;im (N(C — M) oraz D;+Dj = ki, jim (NC — M) sa inwolu-
tywne.

Z drugiej strony, niech bedzie dany rozktad TCM = D| & --- @ Dy taki, ze dystrybucje

D;+ D;j sa inwolutywne dla dowolnych i, j € {1,...,s}. Poniewaz, tensor torsji Nijenhuisa jest
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dwuliniowy, wystarczy dowies¢ Ty(X,Y) = 0dladowolnych X € I'(D;), Y € I'(D;), 1 <i,j <n.

I istotnie:

Tn(X,Y) = [NX,NY] = N([NX,Y]+ [X,NY]) + N*[X,Y]
= Midj([X,Y]i+[X,Y];) = N(A([X,Y]i + [X,Y]))
+ A (X Y]+ [X,Y]5) + N(A[X, Y]+ 44X, Y] )
= ki (X, Y]i+ X, Y];) — (A7 [X,Y]i+ Lidj[X, Y]+ Aidj[X, Y]+ A7 (X, Y]))
+ (A XY+ A7 X, Y])) = 0;

przez [X,Y]; oznaczamy i-ta sktadowa komutatora p6l wektorowych [X,Y], ze wzgledu na
powyzszy rozktad. Dowdd w przypadku rzeczywistych warto$ci whasnych przebiega tak samo.
OJ

Niech G bedzie dowolnag grupa Liego, g jej algebra Liego, ustalmy K domknigta podgrupe
Liego w grupie G, o algebrze Liego €.

Twierdzenie 5.1.1 ([LP19]). Zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy
(i) G-niezmienniczymi pétprostymi tensorami Nijenhuisa N: T(G/K) — T(G/K) o parami
roZnych wartoSciach wtasnych {A1,...,As}, A1,..., 2, € C, A; = E dlai=1,...,p
oraz Mypii,..-, A €R,
oraz
(ii) rozktadami o€ = g1+ - + g, kompleksyfikacji algebr Liego g, na sume podprzestrzeni
spetniajqcych nastepujqce warunki:
1) Vi jeq1, shizj 00 g =EC,
2) indukowany rozktad przestrzeni ilorazowej gC / £C jest rozktadem na sume prostq:
0=/t = (01 /¢C) @ @ (9,/t%),
3) Vi je{l,...s} 8i t+ 8j sa podalgebrami Liego w a©,
4) gi=gitpdlai=1,...,porazg;=g;dla j=2p+1,...,s.
Rozktad (ii) zadaje rozktad TC(G /K) =D @®---® Dy na inwolutywne podwiqzki, a odpowiada-
jacy rozktadowi tensor N jest zadany przez ustalenie wartosci na dystrybucjach wtasnych
N|p, = A1dp,. Z drugiej strony, majqc ustalony tensor N jak w punkcie (i), mozna zbudowac
rozktad algebry z punktu (ii) przy wykorzystaniu rozktadu wigzki T®(G/K) = D\ @ --- ® D na

dystrybucje wtasne tensora N.

Dowdd: Niech N bedzie G-niezmienniczym pétprostym tensorem Nijenhuisa na przestrzeni
jednorodnej G/K, o wartoSciach wtasnych {A,...,A; A € C, A; # A4, dlai # j}. Z Lematu
5.1.4 wynika istnienie rozktadu T¢(G/K) = D1 @ - -- @ Dy na inwolutywne dystrybucje, ktére
jako przestrzenie wiasne G-niezmienniczego tensora, sa rowniez G-niezmiennicze. Na mocy

Lematu 5.1.2 zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy G-niezmienniczymi
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dystrybucjami D; oraz podalgebrami Liego g;, zawierajacymi podalgebre Liego €. Zatem ma
miejsce rozktad g€ = g; 4 --- + gy, dla ktérego g; N g i= £C, dla dowolnych i # j. Stosujac
Lemat 5.1.2 do sumy dystrybucji D; + D; wnioskujemy, ze jest ona inwolutywna wtedy i tylko
wtedy, gdy suma podalgebr Liego g; + g; jest podalgebra Liego.

Wtasnosé 3) rozktadu algebry Liego g© wynika réwniez z Lematu 5.1.2, uwzgledniajac, ze
Di=Djpdlai=1,...,porazD;=Djdla j=2p+1,...,s.

Dowdéd w przeciwnym kierunku wynika wprost z powyzszej argumentacji, biorac pod

uwage rownowaznosci w zastosowanych lematach. U

5.2 Przyklady rozkladow algebr Liego

Ponizej prezentujemy przyktady rozkladéw algebr Liego, spetniajacych warunki
Twierdzenia 5.1.1, a w konsekwencji generujacych niezmienniczy tensor Nijenhuisa na
odpowiadajacej przestrzeni jednorodne;.

Podobnie, do tensora Nijenhuisa (Definicja 5.1.2), wyrézniamy operator liniowy na dowol-
nej algebrze Liego (g,[,]) (por. [KSM90, GS00]), ktéry czasami moze by¢ rozszerzony do

tensora Nijenhuisa na przestrzeni jednorodne;.

Definicja 5.2.1. Liniowy operator n : g — g nazywamy algebraicznym operatorem Nijenhuisa,
jesli spetniony jest warunek T, (X,Y) := nX,n¥Y] —n([nX,Y]+ [X,nY] —n[X,Y]) =0 dla
dowolnych elementéw algebry Liego X,Y € g.

Pierwsza seria przykladow jest zwigzana z pOlprostymi algebraicznymi operatorami
Nijenhuisa n: g — g, ktére sa ad€-niezmiennicze dla pewnej podalgebry Liego £ C g, to
znaczy zachodzi rownos¢ n oadk = adk on, dla wszystkich elementéw k € €. Wowczas ad -
niezmienniczo$¢ pozwala rozszerzy¢ operator n do (1, 1)-tensora Nijenhuisa N na G/K.

W literaturze znane sa dwie gtowne klasy algebraicznych operatorow Nijenhuisa [KSMO0,
GSO00, Panl4]. Istnieje jeszcze jedna klasa algebraicznych operatorow Nijenhuisa zdefi-
niowanych na pelnej algebrze macierzowej wzorem n X = AXB + BAX, przy zalozeniu, ze
A? = B> =] [0S06], wtedy dla pewnych klas macierzy A, B odpowiadajacy im operator jest
potprosty, klasa ta pozostaje poza zakresem rozwazaf niniejszej rozprawy. Pierwsza z dwéch
gtéwnych klas jest zwigzana jest z rozkladem prostym algebry Liego g na dwie podalgebry
Liego, druga ma zwiazek z operatorem lewego mnozenia w peinej algebrze macierzowej gl(n).

Ponizej rozwazamy niektére przypadki tych dwoch klas.

Przyklad 5.2.1. Niech g bedzie p6lprosta algebra Liego z uktadem pierwiastkow R, zadanym
wzgledem podalgebry Cartana h C g. Wychodzac od rozktadu g = h+ Y go odpowiada-
jacemu uktadowi pierwiastkéw R, ustalmy zbiory Rt oraz R~ odpowiednic()x flls)datnich i ujem-
nych pierwiastkéw oraz niech S C Il bgdzie dowolnym podzbiorem prostych pierwiastkow do-

datnich. Oznaczmy przez [S] zbiér dodatnich pierwiastkéw generowany przez S. Rozwazmy
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rozktad g =p@®pt, gdziep:=h+ ¥ gu+ Y g« jest odpowiadajaca paraboliczng podalge-
OER™ o€lS]

bra Liego oraz p~ = Y g jest ortogonalnym dopetnieniem do p, ze wzgledu na forme
acR\[S]

Killinga, wéwczas p* jest réwniez podalgebra Liego. Operator liniowy n: g — g zadany
wzorem n |y, = A1 1dg,, nlg, = A2 1d|y,, gdzie g1 = p oraz gr = p* z dowolnym wyborem
wartoSci wlasnych A1, A, jest algebraicznym operatorem Nijenhuisa (por. [GS00, Pan06]). W
tym przykladzie £ = 0, a sam operator n mozna rozszerzy¢ do niezmienniczego tensora Nijen-
huisa, okres§lonego na grupie Liego G.

Modyfikujac powyzszy przypadek mozemy otrzymac inny rozktad. Wybierajac podalgebre

Liego £ = pNpoPPosit® odzje poPPOsie — 1y g, + Y go. WOwczas operator liniowy
oce—[S]CR~ oERT
n bedzie ad £-niezmienniczy, zatem bedzie generowal G-niezmienniczy tensor Nijenhuisa na

przestrzeni jednorodnej G/K, gdzie G, K C G sa odpowiednimi grupami Liego. Rozktad z
Twierdzenia 5.1.1 jest nastepujacy: gj := p, oraz g, := p°PP°si®_ Dla algebry Liego g = s[(3,R)

mozemy schematycznie przedstawi¢ rozktady:

* 00 0 % =« * k% * 0 0
p=|*x * x|, pt=10 0 o, poPPOsite — gy | E=10 * x|,
* k% 00O 0 * x* 0 * *

tu odpowiedni zbidr S sktada si¢ z jednego pierwiastka e, — e3, gdzie e;(H ) jest i-tym elementem

diagonalnym macierzy H € b.

Przyklad 5.2.2. Niech g = gl(n,K), K € {R,C}, rozwazmy operator n = L4, lewego mnoze-
nia przez macierz A € g. Wéwczas n jest algebraicznym operatorem Nijenhuisa. Wybiera-
jac A = diag(Ay,...,Ay), A # Aj, i # j, otrzymamy pélprosty operator o podprzestrzeniach
wiasnych ker (n —A;1d), sktadajacych si¢ z macierzy majacych jedynie i-ty wiersz niezerowy.
Operator n jest ad £-niezmienniczy dla podalgebry Liego bgdacej centralizatorem elementu A,
t =Z(A), sktadajacym si¢ z macierzy diagonalnych. Wéwczas, rozktad z Twierdzenia 5.1.1 jest
nastgpujacy g = i i, gdzie g; = ker (n —A;1d) + ¢ sktada si¢ z macierzy o elementach réwnych
Zero prawie wsz;llzie by¢ moze z wyjatkiem elementéw na diagonali oraz i-tego wiersza.
Powyzszy przyktad mozna uogdlni¢ do przypadku dopuszczajacego powtarzajace si¢
wartosci na diagonali macierzy A. Ponadto zamiast algebry gl(n,KK) mozna rozpatrywac al-

gebre Liego macierzy bezsladowych sl(n, K).

Nastepny klasyczny przyktad, nawiazuje do doktadnie opisanego w literaturze operatora
struktury zespolonej, na orbicie dotaczonej zwartej grupy Liego. Ponizej prezentujemy go,

uzywajac wprowadzonych wczesniej poje€ - inny opis mozna znalez¢ w [Bes87, Rozdziat 8.B].
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Przyklad 5.2.3. Niech g bedzie zespolong pétprosta algebra Liego z forma Killinga (-,-).

Ustalmy h C g podalgebre Cartana oraz g = h+ ) go rozktad pierwiastkowy. Dla dowol-
aEeR

nego pierwiastka a € R wybierzmy wektor Ey € gq taki, ze (Eq,E_y) = 1 oraz niech Hy :=

[Eq,E_q]. Wtedy zwarta forma rzeczywista algebry Liego g jest postaci u = Y, R(iHy) +

Y R(Eg—E o)+ Y R(i(Eq+E_q)) C g, gdzie RT C R jest podzbiorem g(e)ﬁgtnich pier-
gveiggtkéw ([HelO1, T\gieeliilzenie 6.3, Rozdziat III]). Z [GOVY94, Twierdzenie 1.3, Rozdziat 6]
wiadomo, ze centralizator Z,(a) dowolnego (niekoniecznie pétprostego) elementu a € u jest

postaci Zy(a) = Y R(iHg)+ ¥ R(Eq—E_o)+ Y R(i(Eqx+E_q)), gdzie S C RT jest
oERT o€[S] oc(S]
podzbiorem zawartym w zbiorze dodatnich pierwiastkow (jak w Przyktadzie 5.2.1). Rozwazmy

liniowy operator j: ut — ut, gdzieut:= ¥ R(Ex—E_ o)+ Y R((Eq+E_q)),
oERT\[S] aERT\[S]
zadany nastepujaco: j(Eq —E_q) = i(Eq + E_q«), jU(Eq +E_¢)) = —(Eq —E_q). Za-

uwazmy, ze wtedy jC(Eq) = iEq, jS(E_o) = —iE_4. Ponadto, podprzestrzenie wtasne

gj:= Y C(Eq)orazg,:= Y C(E_q) sa podalgebrami Liego, tak samo jak pod-
acR\[S] acR\[S]

przestrzenie g; := g\ ® £C, £ = Z,(a). Zatem na podstawie Twierdzenia 5.1.1 operator j zadaje
niezmiennicza catkowalng strukture prawie zespolona na U /K, gdzie U, K C U sa grupami
Liego algebr Liego u, £, odpowiednio. Co prawda, powyzej przedstawiony operator j, nie jest
algebraicznym operatorem Nijenhuisa, jednakze przedstawiony rozktad algebry Liego pokrywa
si¢ z rozktadem z Przyktadu 5.2.1.

Wiadomo (zob. [Wan54, Twierdzenie 1V]), ze na przestrzeni jednorodnej bgdacej orbita
dziatania dotaczonego istnieje skonczona liczba nie réwnowaznych struktur zespolonych.
Przedstawiony wyzej operator j zadaje jedna z nich, ktéra w podrozdziale 6.5 zostanie wyko-
rzystana do konstrukcji struktury bihamiltonowskiej na 7*(U/K), gdy K jest maksymalnym
torusem w U (przypadek S = 0).

Ponizej przedstawimy serie przyktadéw innej natury, nie zawsze zwiazanych z
ad £-niezmienniczym algebraicznym operatorem Nijenhuisa na algebrze Liego g. Rozktad
przedstawiony w Twierdzeniu 5.1.1 w dalszym ciagu bedzie sktadat si¢ z dwoch sktado-
wych, ale niekoniecznie symetrycznych wzgledem inwolucji odwzorowujacej g na g_q. To
znaczy bedziemy rozwaza¢ dowolny rozklad g = g + g, algebry Liego g na dwie podalgebry
Liego (wtedy € = g; Ngy). Jednym z mozliwych uogdlnien Przyktadu 5.2.1 jest rozwazenie
,hiesymetrycznych” parabolicznych podalgebr Liego, wowczas ich czg$ci wspdlne nazywaja

si¢ podalgebrami wodorostow (ang. seaweed subalgebras).

Przyklad 5.2.4. Niech g bedzie pétprosta algebra Liego, R uktadem pierwiastkéw wzgle-
dem ustalonej podalgebry Cartana h C g. Niech g=b+ Y g¢ bedzie odpowiednim rozkta-
QER

dem pierwiastkowym. Wybierzmy zbiory R™ oraz R~ odpowiednio dodatnich oraz ujem-

nych pierwiastkéw, oraz niech S,8" C IT beda dowolnymi podzbiorami zawierajacymi jedynie
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proste pierwiastki dodatnie. Wowczas mozemy rozwazaé paraboliczne podalgebry Liego

gi=b+ Y go+ Y gqoraz g2 =H+ Y ga+ Y gq- Ponizej przedstawiamy
O0ER™ o€lS] oERT ac—[Y

schematyczny przyktad rozktadu g = sl(3,R) na paraboliczne podalgebry Liego, gdzie zbiory

S oraz S sktadaja sie z elementéw odpowiednio e; — e3 oraz e — e;, (zob. Przyktad 5.2.1):

*x 00 * kX% *x 00
gr=|* * x|, go= [x *x x|, E=|x x x
¥ % ok 0 0 x 0 0 =

W artykule [Oni62] A. L. Onishchik sklasyfikowat wszystkie rozktady g = g; + g» zwartych
prostych algebr Liego g, ponizej w Tabeli 1 przedstawiamy ich liste.

Przyklad 5.2.5. Niech g bedzie zwarta prosta algebra Liego. Tabela 1 zawiera wszystkie pary
podalgebr Liego (g1,92), dla ktérych g = g1 + g2, wraz z mozliwymi wlozeniami i': g; — g,
i": go — g, danymi z doktadnoscia do sprzezenia. Ponizej W oznacza reprezentacje try-
wialna, ¢; sa reprezentacjami wskazanymi w artykule [Oni62], natomiast 7" jest oznaczeniem

jednowymiarowej algebry Liego.

Tabela 1: Klasyfikacja rozktadéw zwartych prostych algebr Liego

g | e | 7] 92 | " Je=ging | Zal |
A1 | Gy ¢ A2 oLty Cu-1 n>1
A1 | Gy Q1 |Ap28T | ¢i+y | G BT | n>1

B3 G, 2 B o1 +2y Ay

B; G () BT | o +2y | A DT

Bj G ) Ds oty As
Dyyr | By |1 +yW Ap 01+ Pn An—1 n>2
Dy By o +y AT O1+¢, | Ay 1 ®T | n>2
Dy, | By | 1+ VY Cy 01+ ¢ Cn1 n>1

Dy, | By |1 +v | C®T | ¢1+¢ | Cu1®T | n>1
Dy, | By | i +y | C,DA; o1+¢1 | Coo1 DA | n>1
Dy B | o1+ By 04 B3

Dy B3 03 B 01+ 3y Ay
Dy B3 03 BdT | o +3y | AdT
Dy Bj 3 By®A; | ¢1+3y | A DA
Dy Bj 3 D3 o1 +2y Az
Dy B3 3 D3;®dT | o1 +2y | ADT
Dy Bs 03 Bj O+ Gy

5.3 Struktury bihamiltonowskie zwiazane z tensorem Nijenhuisa

Przejdziemy teraz do opisu konstrukcji dodatkowej (poza kanoniczna) struktury Poissona na

wiazce kostycznej zwiazanej z pewnym tensorem Nijenhuisa. Zbadamy wtasnosci powstatego

54



peku Poissona, ze szczegdlnym uwzglednieniem relacji migdzy geometrycznymi obiektami
generowanymi przez zdegenerowane struktury Poissona z peku, a zwigzanymi z nimi obiektami
algebraicznymi. Wykorzystujac odwzorowanie momentu obliczymy wymiary liSci symplekty-

cznych.

Definicja 5.3.1. Niech Q bedzie rozmaitoscia rézniczkowa oraz niech X € I'(T Q). Wéwczas
podniesieniem kostycznym pola wektorowego X nazywamy hamiltonowskie pole wektorowe
X € T(TT*Q) dane wzorem X :=I1(X), gdzie [1 = 0! = a% A aip jest kanoniczna niezde-
generowana strukturg Poissona na 7*Q odwrotng do kanonicznej formy symplektycznej @ =
dp Adg, a przez X oznaczamy funkcje liniowa okreslong na T*Q odpowiadajaca polu wek-

torowemu X.

Lokalna charakteryzacja podniesienia kostycznego pola wektorowego X w kanonicznym
uktadzie wspétrzednych (g, p) jest nastgpujaca: jesli X = X "(q)a%i, wtedy X = X'(q)p; oraz

v TN 9X’(q) 9
X =X"(q) 37 —Pj ,;q(iq)a—pi-

Uwaga 5.3.1. Zauwazmy, ze funkcje X, petniaca role hamiltonianu, mozna przedstawié bez
wykorzystania uktadu wspoétrzednych jako ewaluacje 6 (X ) kanonicznej 1-formy Liouville’a

6 = p;dg’ na polu wektorowym X.

Uwaga 5.3.2. W szczeg6lnosci, jesli grupa Liego G o algebrze Liego g dziata na rozmaitosci Q,
oraz Xg jest fundamentalnym polem wektorowym tego dziatania odpowiadajacym elementowi
& € g, wtedy 5(% jest fundamentalnym polem wektorowym dziatania grupy Liego G na T*Q,

bedacym rozszerzeniem kostycznym dziatania G na Q.

Niech (M,®) bedzie symplektyczng rozmaitoscia, @; bedzie inng formag symplektyczna
okreslong na M. Wéwczas formy m, m; sa zgodne w sensie Poissona (to znaczy, odpowiada-
jace im struktury Poissona IT:= o~ !, I1; := 0, !'sq zgodne) wtedy i tylko wtedy, gdy (1,1)-
tensor N :=Il; ow: TM — TM jest tensorem Nijenhuisa (zob. [MCFP97, Propozycja 7.1]).
Ustalmy A € K, zdefiniujmy strukture Poissona IT* := IT; — AIT, wtedy IT* = (N — AI)TI, stad
imIT* = im (]V — Al )H =1im (ﬁ — 7LI) , poniewaz II jest niezdegenerowang struktura. Otrzy-
maliSmy relacje pomigdzy dystrybucjami charakterystycznymi struktur Poissona oraz dystry-

bucjami wiasnymi tensoréw Nijenhuisa. W szczegdlnosci udowodniliSmy ponizszy lemat.

Lemat 5.3.1. Podtrzymujqc powyzsze zatozenia, dodatkowo przyjmijmy, Ze tensor N:=Tlow
jest potprosty oraz ma state wartosci wtasne® Ay,..., Ay, Ai # Aj, i # j. Niech Dii=1,....s

oznaczajq dystrybucje witasne odpowiadajqce wartosciom wtasnym A;. Wowczas foliacja F;

3 Gléwne zastosowanie wynikéw tego rozdziatu odbywa si¢ w ramach kategorii rzeczywisto analitycznej i
zaktada rzeczywiste wartosci wlasne. Niemniej jednak ze wzgledu na wyniki podrozdziatu 6.5 dopuszczamy
réwniez zespolone warto$ci wlasne. W ostatnim przypadku, nie zaznaczajac to w sposéb jawny przechodzimy do
kompleksyfikacji wszystkich obiektéw (por. zalozenie (a) Twierdzenia 4.3.1 oraz jego dowdd).
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styczna do dystrybucji ). D ;i pokrywa sie z foliacjq symplektyczng zdegenerowanej struktury
JF
Poissona ITh,

Zauwazmy, ze inwolutywnos$¢ dystrybucji Y, D i wynika z Lematu 5.1.4.
J#i

Nastepna definicja wskazuje metode konstrukcji tensora, okre§lonego w sposéb jedno-

znaczny, na wigzce kostycznej T*Q, wychodzac od tensora zadanego na rozmaitosci Q.

Definicja 5.3.2 ([Tur92]). Niech K: TQ — TQ bedzie (1,1)-tensorem okre§lonym na Q.
Podniesieniem kostycznym tensora K nazywamy (1, 1)-tensor K: TM — TM, M := T*Q,
zdefiniowany w sposéb nastepujacy. Niech K': T*Q — T*Q bedzie odwzorowaniem
transponowanym do K, rozumianym jako gtadkie odwzorowanie M — M, niech ® oznacza

1

kanoniczna forme symplektyczng na 7*Q, przyjmijmy @ := (Kt )*co. Witedy K=o 'ow.

Jesli {¢'} jest lokalnym uktadem wspétrzednych na Qi K = K;(q) a%i ®dg’, to w odpowie-
dnich wspétrzednych (qi, pi) na 7" Q otrzymujemy wzor:

oK* k .
J 8I{l ) a ®dql

- . 0 .0
— K 2 wddd + -2 . _
K =Kj(q) (8(]" ®dq’ + r; ®sz) + Di ( 4 9q) | dqi

Gdy po ograniczeniu do dowolnego widkna wiazki stycznej tensor K jest odwracalny, wtedy

ma miejsce réwnosé K—1 = K1,

Lemat 5.3.2 ([Tur92]). Niech K bedzie tensorem okreslonym na rozmaitosci Q, K jego pod-
niesieniem kostycznym. Wowczas K jest tensorem Nijenhuisa wtedy i tylko wtedy, gdy K Jjest

tensorem Nijenhuisa. W skrocie:
Tx =0 <~— TE =0.

W szczegblnosci prawdziwy jest nastgpujacy lemat.

Lemat 5.3.3 ([LP19]). Niech N: TQ — TQ bedzie (1,1)-tensorem Nijenhuisa odwracalnym
po ograniczeniu do dowolnego wtokna wiqzki T Q, 11 := o~ kanoniczng strukturq Poissona na
T*Q odwrotnq do kanonicznej formy symplektycznej @ na T*Q, oraz niech Iy := NoIl Wtedy

para dwuwektorow (I1,I1}) stanowi pare zgodnych struktur Poissona na T*Q.
Dowéd: Poniewaz NoTl=Now~ ' = (0o N1 " = (@woN-1)"" = (N"1)) @) =
N!w~! = N1, wigc IT; jest struktura Poissona, jako popchnigcie przez dyfeomorfizm standar-

dowej struktury Poissona. Z poprzedniego Lematu 5.3.2 wynika, ze N jest tensorem Nijenhuisa,

a zatem I 1 Il; s zgodnymi strukturami Poissona. U

Od teraz bedziemy zaktadac, ze tensor N jest odwracalnym pétprostym tensorem Nijenhuisa

o statych warto$ciach wtasnych Ay, ..., As, A; # A}, i # j (rzeczywistych, jesli pozostate obiekty

56



naleza do kategorii rzeczywistej) o krotnosciach odpowiednio k1, ..., ks. Niech D; C T Q bedzie
dystrybucja wtasna odpowiadajaca wartoSci wtasnej A;. Przez D;iCTM oznaczamy dystrybucje
whasng (1, 1)-tensora N odpowiadajaca wartoSci wtasnej A; (o krotnosci 2k;).

Niech L(N) oznacza algebre Liego pol wektorowych na Q, zachowujacych tensor N, to
znaczy V € L(N) wtedy i tylko wtedy, gdy zanika pochodna Liego -ZyN = 0. Dodatkowo
niech 6 = 0; + --- + 6, bedzie rozktadem kanonicznej 1-formy Liouville’a 6 na M := T*Q
odpowiadajacym rozktadowi TM = D; & - - - & Dy, to znaczy, 6] 5= 0| B, 1 6; ( ;5 i) =0.

JF

Lemat 5.3.4 ([LP19]). Przy zachowaniu powyziszych zatozen zachodzq nastgpujace
stwierdzenia.

1. Dla dowolnego i € {1,...,s} wszystkie liscie foliacji symplektycznej %; struktury
Poissona TT% :=I1; — AI1 sq tego samego wymiaru, kowymiar lisci wynosi 2k;. Dla
dowolnego liscia F obraz n(F) wzgledem kanonicznego rzutowania n: T*Q — Q jest
lisciem foliacji stycznej do dystrybucji D; := Y. D . Lis¢ w(F) jest kowymiaru k; w Q.

j#i
Dla dowolnego liscia Fy foliacji stycznej doﬁébi, zbior = (Fy) jest podrozmaitosciq
Poissona w rozmaitosci Poissona (T*Q,H;Li )

2. Pola wektorowe nalezqce do L(N), styczne do dystrybucji D; stanowiq ideat L; algebry
Liego L(N), zachodzi rozktad L(N) =Ly & - -- & L.

3. Dla ustalonych i € {1,... s} oraz pola wektorowego V € L(N) o podniesieniu kosty-
cznym V, funkcja fi=6 (G) € &(T*Q), jest funkcjq Casimira struktury Poissona T
W szczegolnosci, f", zalezy w sposob liniowy od V € L(N), zatem dla dowolnego liscia F
foliacji F; przyporzadkowanie V — ®%.(V) := fi | zadaje liniowy funkcjonat na L(N).

4. Jesli pole V € L(N) jest styczne do n(F), gdzie F jest lisciem symplektycznym struktury
Poissona 1%, wtedy ®%.(V) = 0.

5. Dla ustalonego liscia Fy C Q foliacji stycznej do dystrybuciji Dy, pole wektorowe V € L(N)
jest styczne do Fy wtedy i tylko wiedy, gdy V jest styczne do m~! (Fy).

Dowéd: Przypomnijmy, ze przez k; oznaczamy krotno$¢ wartosci wiasnej A;, i = 1,...,s.
Na mocy Lematu 5.1.4 w otoczeniu dowolnego punktu rozmaitoSci Q istnieje lokalny

. -1 .5 -5 .
uktad wspétrzednych (qf%,...,qj"l,...,qfl,...,qjks), gdzie (j%,...,j,ll,...,j{,...,j,ix) =

(1,...,dimQ) taki, ze dystrybucje wtasne D; sa rozpigte przez pola wektorowe L, e

aqjll ’ aqjlici
Wtedy podniesienie kostyczne tensora Nijenhuisa przyjmuje postac:

il

Jn

Z Lematu 5.3.1 wynika, ze przestrzen styczna do foliacji symplektycznej zdegenerowanej struk-

tury Poissona IT% jest rozpieta na polach wektorowych aiq,, %, dlal,m & {ji,..., J; }- Funk-
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cjami Casimira sg qjil, pji,n=1,... k. Z drugiej strony dystrybucje ), D; sa rozpiete przez
" J#
pola wektorowe aiq/’ 1€ {ji,--Ji }- Dowodzi to pierwszego punktu lematu.

d
EpA
réwnosé £y N = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy [V,NX] = N[V, X]| dla dowolnego pola
wektorowego X. Przyjmujac X = -2 otrzymujemy réwnosé A;[V, -%-] = N[V,=2-], co oz-

aqln aqln aan
nacza, ze [V, %} jest wektorem wtasnym tensora N dla wartosci wtasnej A;. Stad [V, 8%}
g’ dgin
wyraza si¢ przez kombinacje liniowa &‘97,..., aji , zatem wspGtczynniki V71, ... V' za-
g’ dq'ki

Aby pokazaé punkt drugi zauwazmy, ze dla danego pola wektorowego V = V/(g)

leza wylacznie od wspétrzednych ¢' := (qjli o ,qj’l‘i), dla dowolnego ustalonego wskaznika
ie{l,...,s}.
ki

Do dowodu punktu trzeciego zauwazmy, ze 6; = ). p;i dqu?, w zadanym wyzej lokalnym
n=1 ""
uktadzie wspétrzednych, a wigc ewaluacja f"} formy 6; na podniesieniu kostycznym:

_ 9 Vi) 9

—_vii 2

5.1

pola wektorowego V € L(N), wynosi:

ki A
fr=Y Vi (d)py
n=1

Poniewaz, dowolny li§¢ Fy foliacji stycznej do D; jest zadany w tym uktadzie wspétrzednych
rOwnaniami qjit = cjit, n=1,...,k;, natomiast dowolny li§¢ symplektyczny F C 7~ (Fy) foliacji
Z; jest zdefiniowany réwnaniami qjit = ij;, pji =Cji,n=1,... ki, gdzie po prawych stronach
rownosci sa pewne state, prawdziwa jest teza sformutowana w punkcie trzecim.

Zat6zmy, ze pole wektorowe V € L(N) jest styczne do pewnego liscia 7(F) foliacji D;,

wtedy:

il

an(ci):O, dlan=1,... k;,

gdzie ¢’ = (cjli,...,cj’ii), w szczegblnosci warto§é funkcjonatu @' na stycznym polu wek-
torowym wynosi @ = fi,|r = 0.

Ostatni punkt lematu wynika ze wzoru (5.1), na podniesienie kostyczne pola wektorowego
V € L(N). O

W nastgpnym lemacie wyznaczymy odwzorowania momentu dziatania algebry Liego g na
rozmaitosci Q, wzgledem zaréwno generycznych (punkt 2) jak i zdegenerowanych (3) struktur

Poissona z peku {IT; — AIT}, ck, generowanego przez odwracalny tensor Nijenhuisa. Z kon-

58



strukcji relacji miedzy liSémi symplektycznymi F oraz liniowymi funkcjonatami (pl’; w punkcie
7, wynika rownos$¢ algebr Liego stabilizatoréw obu obiektow.

Zauwazmy, ze lewe dziatanie p: g — I'(TQ) jest antyhomomorfizmem, natomiast
przeksztatcenie V — v jest homomorfizmem, stad podniesienie kostyczne p jest rOwniez anty-

homomorfizmem, czyli jest lewym dzialaniem.

Lemat 5.3.5 ([LP19]). Podtrzymujqc zatozenia poprzedniego lematu, dodatkowo przyjmijmy,
Ze dane jest tranzytywne lewe dziatanie p: g — I'(TQ), & — Vg, ktdre zachowuje tensor
Nijenhuisa N, to znaczy p(g) C L(N). Oznaczmy przez p rozszerzenie kostyczne dziatania,
p(&) = ;;(xé/) & € g. Dla ustalonego liscia F foliacji symplektycznej F;, i € {1,...,s},
niech (p}}: = CI)j'F op € g" oznacza funkcjonat liniowy na g, indukowany przez funkcjonat
@i € (L(N))*, okreslony w Lemacie 5.3.4(3), oraz niech gr oznacza algebre Liego stabilizatora
liscia F, to znaczy zbior elementow & € g, dla ktorych pole wektorowe p (&) jest styczne do F.
Niech p;: T'(TQ) — I'(D;) oznacza rzutowanie zadane przez rozktad TQ = D @ - - - @ Dy, oraz
0 bedzie kanoniczq 1-formq Liouville’a na T*Q. Wtedy:
1. dla dowolnego i € {1,...,s} odwzorowanie L(N) — L; indukowane przez rzutowanie p;,
Jest homomorfizmem algebr Liego, w szczegdlnosci pi: g — I'(TQ), gdzie p; := piop,
Jjest lewym dziataniem algebry Liego g,
2. dziatanie p jest hamiltonowskie wzgledem dowolnej generycznej struktury Poissona IT*,

A # N, i €{1,...,s}, odwzorowanie momentu W, : T*Q — g* wyraza si¢ wzorem:

(2 (x),6) = (w(2)"0)(p(§))(x),  Se€g, (5.2)

gdzie y(A) = ((N — ?LI)’)fl jest dyfeomorfizmem T*Q (przez (-)' oznaczamy od-

wzorowanie transponowane); réwnowaznie, zgodnie 7 definicjq f{, w Lemacie 5.3.4(3):

s f! & (x)
(0.8) = ¥ 5
ponadto:
My = Hean© W(A), (5.3)

gdzie Ucan jest odwzorowaniem momentu wzgledem kanonicznej struktury Poissona 11,

3. dla danego liscia F foliacji symplektycznej #;, ograniczenie dziatania p do dziatania
algebry Liego stabilizatora gr na lisciu F jest dziataniem hamiltonowskim wzgledem
ograniczenia struktury Poissona IT% do F, odwzorowanie momentu /.Lfl_ : F — g* dane

jest wzorem:

(3,(0,8) = (W) 0)(p(E))(x),  &Eeur,
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gdzie y(A;) jest gtadkim odwzorowaniem T*Q — T*Q zdefiniowanym przez W(A;)| D =
(N=N1)") - ps, j# i W(Ai)|pr =0, tuT*Q =D ®- - & D jest rozktadem odpowiada-
jacym rozktadowi TQ =D & - - ®D,,*

4. rozszerzenie kostyczne p;, pi(E) = p/,-(E/), dziatania p; zdefiniowanego w punkcie 1
jest dziataniem hamiltonowskim wzgledem kanonicznej struktury Poissona 11, z od-
wzorowaniem momentu V;: T*Q — g*, danym wzorem (v;(x),E) = f;')( é)(x),

5. dla dowolnego liscia Fy C Q foliacji stycznej do dystrybucji D; algebra Liego stabiliza-
tora gr, wzgledem dziatania p, to znaczy zbior elementow & € g, dla ktérych pole p(§)
jest styczne do Fy, pokrywa sie z algebrq Liego stabilizatora podrozmaitosci m~"(Fy)
wzgledem dziatania p, to znaczy zbiorem elementow & € g dla kidrych p(&) jest styczne
do n~ ' (Fy),

6. zachodzi nastepujqce zawieranie: v;(n~1(Fy)) C gFO = (g/9r,)"

7. relacja F — @ = Vi|F jest g, -ekwiwariantnq wzajemnie jednoznaczq odpowiedniosciq
pomiedzy lisémi symplektycznymi F zdegenerowanej struktury T1% takimi, ze n(F)=F
oraz liniowymi funkcjonatami okreslonymi na k;-wymiarowej podprzestrzeni liniowej w
(9/9r,)* (ktora pokrywa sie z (9/9r,)*, patrz Lemat 5.3.6(4)),

8. algebra Liego stabilizatora g C g liscia F C n~'(Fy) wzgledem dziatania p pokrywa sig
z algebrq Liego stabilizatora funkcjonatu @\ € (g/9r,)* wzgledem dziatania g,.

Dowdd: Pierwszy punkt wynika z Lematu 5.3.4(2), gdyz kazdy zbidr L; jest ideatem w L(N).
Do dowodu dwéch kolejnych punktéw uzyjemy wspoirzednych uzytych w dowodzie poprzed-

niego lematu. Lokalnie, struktury Poissona przybieraja nastgpujaca postac:

n-yy ;.- W= Y02 )

i n=1 apj an i n=1 apji 8qj’il

HI—ZA Zap, 8qJ I = ¥ (% =)

)

Dla pola wektorowego V =V =} Z V]”( ) T podniesienie kostyczne V= Vg wyraza si¢
dg/n

i n=1
wzorem:
_ ki o) ki oV (d') o
V:Z V]n(ql) _Z Z ng——
it Jn jl .
~ &t dgh T dgin  dpji
s f
4Réwnowaznie: <u£ (x),8) = X % ”<5 ( (zauwazmy, ze i-ty sktadnik sumy jest poprawnie zdefiniowany

poniewaz f;) © zanika dla & € gF, patrz Lemat 5.3.4(4).
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~ ki ~
Zauwazmy, ze przyjmujac He = 6 (V) =) ) ng " (q’) pji spetniona jest rownos¢ V = [I(He),
i n=1 "
zatem jest to hamiltonowskie pole wektorowe wzgledem kanonicznej struktury Poissona IT (por.

Uwaga 5.3.1). Réwnoczesnie V = IT (H é), dla hamiltonianu danego wzorem:

Ponadto, funkcje Hg sa globalnie i poprawnie okreSlone (niezalezne od wyboru lokalnego
uktadu wspétrzednych), gdyz H é = (y(1)*0) (\N/g) Alternatywnie mozemy przedstawi¢ H g“
wykorzystujac funkcje f"‘,5 zdefiniowang w Lemacie 5.3.4(3):

B

i=Li 7

Uwzgledniajac wlasno$¢ Vig ¢ = [V, V] otrzymujemy:

I (H2) HE — HE VJ ng(qi) P,
§)H —Hig = ZmZ_ dah A A

ki 3V]" (ql) ji

ki .
. 5 n l p]n -
L X pi g Vel ;; VEg(d) g, 2 =0,

i nm=1

co dowodzi, ze IT* (H Q)H é = H[’}; g> & Zatem dzialanie p jest hamiltonowskie wzgledem struk-
tury Poissona IT#, dla A # A,.

Wz6r (5.3) wynika z réwnosci (5.2), poniewaz (Uean(x),E) = 0(p(§))(x).

Zat6zmy, ze pole wektorowe V = Vg jest styczne do liScia symplektycznego F* okreslonego
w lokalnym uktadzie wspétrzednych réwnaniami qui = const, p; =const, dlan=1,....k.

Woéwczas z réwnania (5.1) otrzymujemy:

b
p) ki d Vg " (ql )

d
V|r = vir(g - py———— = =Y (He) | .,
d ;Z a i ;mzl I 9gh dpy ol
gdzie teraz:
K Vi (d)p;
4 Jn
H =
l;r;l Al_ll
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Poprawnos¢ okreslenia funkcji Hg oraz ich globalnos¢ dla dowolnego & € g, wynika z przed-

stawienia

fv,;

I Y v

1#£i

oraz rOwnosci:

avjfn(ql) 'y
1% (H: )H vi(g)—= =
(He)Hy —Hyg g = §m21 dgh  M—Ai

k aVJ" (q )

pn
_Z Z pjn [ ng )L ZZVJn l ]Ai:()'

l#in,m=1

Poniewaz 1is¢ F foliacji symplektycznej .%; jest podrozmaitoScia Poissona wzglgdem struktury

Hlf, zatem:
{H§|F7HC|F}H ilp {Hé’HC}H’Ile :H[g,(:]‘F-

ki i
Aby udowodniC punkt 4 zauwazmy, ze jesli Ve =) 1 ng " (q’) %, & € g, jest fundamen-
i n=1 q’n

talnym polem wektorowym dziatania p, to p;(§) = ng Vg n (qi ) a%ﬁ jest fundamentalnym polem
wektorowym dziatania p;. Stad podniesienie kostyczne Pi(&) jest hamiltonowskim polem wek-
torowym wzgledem II z funkcja Hamiltona H f f‘ifg = ngl VéjfZ (qi) pji. Wystarczy
zatem skorzystac z wlasnosci p;([€, C]) = [pi(é),pi(é‘ )], aby uzyska¢ wymagang réwnos¢:

ki . av]m ql) ki avfn (ql) . .

1 1 C é m 1

M(HH —Higg = X Ve'ld)—5 —pi— L Py 5~ V" (@)
ki

Punkt 5 jest konsekwencja punktu 5 Lematu 5.3.4. Natomiast punkt 6 wynika z punktu
4 i punktu 1 Lematu 5.3.4, przy uwzglednieniu, ze podrozmaito§é n~!(Fy) sktada si¢ z
symplektycznych liSci zdegenerowanej struktury Poissona 1% oraz korzystajac z réwnosci

O (pi(€)) := f;')'( ¢) |F, zachodzacej dla dowolnego liscia F foliacji 7;.
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Aby udowodni¢ punkt 7 zauwazmy, ze gg,-ekwiwariantnoS¢ wynika z g-ekwiwariantnosci

odwzorowania momentu V;. Przypomnijmy (z dowodu Lematu 5.3.4):
. ki 0P
0hE)= Y Vi(e)C,  Eea
n=1

gdzie ¢!, C ;i sa wartosciami statymi jednoznacznie okreslajacymi wybor liscia symplekty-
cznego F, a Véj n sg wspétczynnikami fundamentalnego pola wektorowego p (&) = Vé (q)aiq,.
Ustalmy lis¢ Fy foliacji stycznej do dystrybucji D;, to znaczy ustalmy wartosci stalych (ci).

Dla dowolnego £ € g otrzymujemy liniowe odwzorowanie: °

(Cjis--- ’Cf/’éi) = ) V() Cy,

wyrazajace przyporzadkowanie F — @%L (&), tu k; = corank D;. Jednoznaczno$é tego przy-

porzadkowania jest rtOwnowazna stwierdzeniu, ze ponizsza macierz jest niezdegenerowana:

ji j ];ﬁ |
Véll (Cl) cte Vgl (Cl)
ji j j;{, |
Vi) v
dla liniowo niezaleznych &;,..., &, € g spoza gr,. Natomiast, niezdegenerowanie tej macierzy

wynika z faktu, ze algebra Liego g dziala tranzytywnie na Q, a w konsekwencji réwniez na
zbiorze sktadajacym sie z lisci foliacji stycznej do dystrybucji D;.

Ostatni punkt wynika wprost z poprzedniego. U

Zastosujmy powyzsze rezultaty do przestrzeni jednorodnych Q = G/K. Niech
N: T(G/K) — T(G/K) bedzie G-niezmienniczym pétprostym tensorem Nijenhuisa na G/K,
o wartosciach wtasnych {A;,..., A, }5. Z Twierdzenia 5.1.1 istnieje rozktad g = g1 + - - - + g, na
sume podprzestrzeni, o nastgpujacych wiasnosciach:

D) Vijeq1,..shizj 808 =8¢,

2) \V/i,je{l,...,s} gi + g, sa podalgebrami Liego w g,

3) powyzszy rozktad zadaje rozktad T(G/K) = Dy @ --- @ Dy na inwolutywne podwiazki,

oraz N|p, = A;1dp,.

Przez P: G — G/K oraz n: T*(G/K) — G/K begdziemy rozumie¢ kanoniczne rzutowania.

Przez p;: T(G/K) — D; oznaczmy rzutowanie zwiazane z rozktadem T(G/K) =D & - - - @® D;.

Chociaz zakres wartosci wspétczynnikéw ¢! jest ograniczony przez lokalny uktad wspétrzednych ¢, to
state C;; moga przyjmowac¢ dowolne wartosci.
6Zob. przypis 3 na stronie 55.
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Z konstrukcji wykorzystanej w dowodzie Lematu 5.1.3 wynika, ze dystrybucje wtasne D;
tensora N pokrywaja si¢ z P.D;, gdzie D; sa lewoniezmienniczymi dystrybucjami na grupie
Liego G, generowanymi przez podprzestrzenie g; C g = T,G. W szczeg6lnosci, poniewaz ker P,
jest lewoniezmiennicza dystrybucja generowang przez podalgebre Liego £ C g; C g = T,.G, za-

tem rzad dystrybucji D;, (réwny krotnosci k; wartosci wiasnej A;), wynosi dim(g; /).

Oznaczmy §; := ): g, (z punktu 2 powyzej jest to podalgebra Liego w g), oraz niech G
bedzie odpowiadajachﬁji podgrupa w G. Z Lematu 5.1.3 wynika, ze liScie foliacji stycznej do
dystrybucji D; 1= ;D ; sa rzutami lewych warstw gGi, g € G, ze wzgledu na rzutowanie P.
j

Lemat 5.3.6 ([LP19]). Niech N: T(G/K) — T(G/K) bedzie odwracalnym G-niezmienniczym
potprostym tensorem Nijenhuisa na przestrzeni jednorodnej G/K, o wartosciach wtasnych
{A1,..., A}, natomiast N: T(T*(G/K)) — T(T*(G/K)) jego podniesieniem kostycznym.
Przez 1 oznaczmy kanoniczng strukture Poissona na T*(G/K) oraz niech I} = N oIl bedzie
dodatkowq strukturq Poissona (patrz Lemat 5.3.3). Wtedy:

1. dla dowolnego liscia symplektycznego F struktury Poissona Y .= II; — AI0 istnieje
element g € G taki, ze n(F) = P(gGV,-), taki element g jest wyznaczony z doktadnosciq
do prawego mnozenia przez h € G;,

2. algebra Liego stabilizatora gy C g liscia n(F) = P(géi) z foliacji stycznej do dystry-
bucji Dj, wzgledem dziatania grupy G na G/K pokrywa sig z Adg §;,

3. algebra Liego stabilizatora gr C g liscia F wzgledem rozszerzonego dziatania grupy
Liego G na T*(G/K) pokrywa sig g‘PIiF C Adg §;, algebrq Liego stabilizatora funkcjo-
natu @ € (g/Adg §;)* zbudowanego w Lemacie 5.3.5 przy uzyciu p: g — I(T(G/K)),
naturalnego dziatania algebry Liego g na G/K,

4. jesliustalimy Fy C G/K lis¢ foliacji stycznej do dystrybucji D, Fy= P(géi) (dla pewnego
g € G), wowczas przyporzqdkowanie F +— (p} Jjest Ad, §;-niezmienniczq wzajemnie jed-
noznaczng odpowiedniosciq pomiedzy lisémi symplektycznymi F struktury TI* takimi, ze

nt(F) = Fy oraz liniowymi funkcjonatami (g/ Adg §;)*.

Dowdd: Punkty 1 i 2 wynikaja z zastosowania Lematu 5.1.3 do podalgebry h = g;. Punkt 3
jest konsekwencja punktu 2 i Lematu 5.3.5(8). Punkt 4 wynika z Lematu 5.3.5(7), poniewaz

krotno$¢ wartosci wlasnej A; jest rowna k; = dimg; — dim¢ = dim(g/ Ad, §;)*. O

5.4 Algebraiczne warunki kroneckerowskosci redukcji peku Poissona

Gtéwnym wynikiem zawartym w niniejszej pracy jest ponizsze twierdzenie wskazujace al-
gebraiczne warunki rownowazne kroneckerowskosSci pgku struktur Poissona, generowanego

przez G-niezmienniczy pOtprosty odwracalny tensor Nijenhuisa na przestrzeni funkcji

7Zob. przypis 3 na stronie 55.
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G-niezmienniczych. Zauwazmy, ze odwracalnos¢ tensora moze by¢ zawsze uzyskana poprzez
dodanie operatora identyczno$ciowego, poniewaz nie zmienia to otrzymanej struktury bi-

hamiltonowskiej.

Niech G bedzie zwarta grupa Liego, K jej domknieta podgrupa Liego. Zaldézmy, ze natu-
ralne dziatanie G na M = T*(G/K) jest generycznie lokalnie swobodne, to znaczy stabilizator
odpowiadajacy orbitom typu gtéwnego jest zbiorem dyskretnym. Ustalmy taki stabilizator H.
W takim przypadku podzbiér:

My = {x EM: G :gHg*1 dla pewnego g € G}

rozmaitosci M, sktada si¢ z sumy wszystkich orbit G -x w M izomorficznych z G/H, jest to
otwarty i gesty podzbiér w M, ponadto przestrzeii orbit My, := My /G jest gladka rozmaitoscia.

Przez p: My — My /G oznaczamy kanoniczne rzutowanie.

Twierdzenie 5.4.1 ([LP19]). Niech N: T(G/K) — T(G/K) bedzie G-niezmienniczym
odwracalnym potprostym tensorem Nijenhuisa na G/K o wartosciach wtasnych {A1,..., Ag}S,

to znaczy, (z Twierdzenia 5.1.1) istnieje rozktad
g=g1+-+gs (5.4)

na sume podprzestrzeni takich, Ze:

* Vije{l, )it 8iNG =1t

* Vije(l,..s) 9i+ ) sq podalgebrami Liego w g,

* rozktad powyzej indukuje rozktad T(G/K) = D1 @ --- ® Dy na inwolutywne podwiqzki

oraz N|p, = A;1dp,.

Niech (I1,11y) bedzie parq Poissona sktadajqcq sie z kanonicznej struktury Il na T*(G/K) oraz
struktury Poissona I1; = NoIl, gdzie N jest kostycznym podniesieniem tensora N.

Wowczas struktura bihamiltonowska na My /G generowana przez zredukowanq pare
Poissona (p.I1, p.I1y) jest typu Kroneckera w dowolnym punkcie zbioru p(W), gdzie W C My
jest otwartym i gestym zbiorem (okreslonym doktadnie w dowodzie) wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnego i € {1,... s} mozna znalez¢ element a; € (g/§;)" taki, ze:
indg“ + codim g /5.1« O, = ind g, (5.5)

gdzie §; = Y. g; oraz g“ i O, sq odpowiednio algebrq Liego stabilizatora i orbitq elementu a;
J#i
wzgledem dziatania kodotqczonego ad™: §; — gl((g/8:)").

8Dopuszczamy tak rzeczywiste jak i zespolone wartosci wiasne, por. przypis 3 na stronie 55 oraz poczatek
dowodu Twierdzenia 5.4.1.
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Warunki (5.5) sq rownowazne rownosciom:

ind(g; x (¢/8:)) = indg, (5.6)

gdzie czynnik po lewej stronie rownosci jest sumq potprostq algebry Liego §; i przestrzeni wek-

torowej (g/8i), wzgledem dziatania dotqczonego ad: §; — gl((g/8i))-

Dowdd: Na mocy Lematu 5.4.1, podanego ponizej, warunki (5.5) oraz (5.6) sa r6wnowazne.

Oznaczmy zbiér U = My \ (U Ay I(Sing g*)), uzyskany przy pomocy odwzorowania mo-
mentu U, okreslonego w Lemacie 5.3.5(2).

Zauwazmy, ze wszystkie wykorzystywane obiekty poddaja si¢ naturalnemu procesowi kom-
pleksyfikacji (zob. dodatek B): zwarte grupy Liego G oraz K sa wiozone w ich kompleksy-
fikacje Chevalley’a G¢ oraz K¢, tak samo przestrzen jednorodna Q = G/K jest witozona w ze-
spolong przestrzen Q° = G°/K°. Ponadto, rozktad (5.4) implikuje rozktad g€ = g(lc + g(sc,
ktéry w konsekwencji zadaje rozktad TQ° = D & - - - @ D holomorficznej wiazki stycznej do
Q°, na inwolutywne zespolone analityczne dystrybucje, z ktérego otrzymujemy zespolony ana-
lityczny (1,1)-tensor N¢ przez okreslenie N¢|pc = A;Idpe. Z Lematu 5.3.5(2) wynika spetnienie
zatozen Twierdzenia 4.3.1 (wiadomo, ze dla reduktywnych algebr Liego codimSing g* > 3).
Zatem redukcja struktury bihamiltonowskiej {(H’I)l = pll; — lp*H} sec Jest typu Kro-
neckera w punkcie X’ € p(U) wtedy i tylko wtedy, gdy corank p,IT%|, = indg, i = 1,...,s,
gdzie i = IT; — AIT (zob. Twierdzenie 4.3.1(2)). Nastepnym krokiem bedzie wyrazenie
corank p*HAi | W terminach réwnowaznych, zob. wzor (5.7).

Z Lematu 5.3.5(3) wynika, ze ograniczenie dziatania kostycznego p: g — I'(T(T*G/K)) do
algebry Liego stabilizatora gr dowolnego liScia symplektycznego F' struktury Poissona 1% jest
dziataniem hamiltonowskim wzgledem tej struktury, z odwzorowaniem momentu ufi F— g*.
Ograniczenie dziatania do algebry Liego gr jest dziataniem lokalnie swobodnym, wigc na pod-
stawie Lematu C.6.3 o bifurkacji (zob. dowd6d Twierdzenia 4.3.1), korzad (H}”" |F )/ redukcji
struktury Poissona ograniczonej do liScia symplektycznego 1% |F, W punkcie X’ = p(x), dla
x € F, jest rowny indeksowi algebry Liego gr, przy zatozeniu /,Lfi (x) & Singgp. Zbior Singgp
jest algebraiczny i nigdzie gesty w g}, stad zbiér Up = (FNU) \ (Ui, (uﬁ)_l)(SinggF) jest
otwarty i gesty w F, ponadto V = |y UF jest otwarty i gesty w My. Dalej bedziemy rozwazaé
wylacznie punkty x’ nalezace do zbioru p(V).

Pokazemy prawdziwos$¢ réwnosci:
corank y,, /G) (H’l");/ = coranky /g, (1" | );, + codim g G - F.

Przez Gr oznaczmy podgrupe Liego zawarta w G odpowiadajaca podalgebrze Liego gr.
Niech . oznacza przestrzen lisci symplektycznych struktury Poissona IT4. Na .% in-

dukowane jest naturalne dziatanie grupy Liego G przez dziatanie G na M = T*(G/K) (dzigki
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G-niezmienniczos$ci dwuwektora H)“i). Niech G - F bedzie orbita w .; zawierajacg 1iS¢ sym-

plektyczny F € .; wzgledem tego indukowanego dziatania. Przypomnijmy (Lemat 5.3.4(1)),

ze przestrzefi .#; sklada sig z podrozmaitosci postaci 77! (Fy), gdzie Fy C G/K jest lisciem fo-

liacji stycznej do dystrybucji D; = Y. D ;. Poniewaz dziatanie G jest tranzytywne na G/K, a
J#i

w konsekwencji réwniez na przestrzeni lisci foliacji stycznej do dystrybucji D;, otrzymujemy

rownos¢ kowymiaréw:

codimy, G- F = codimyl.|ﬂ71(ﬂ<F Grry-F,

)

gdzie Gp(r) jest podgrupa odpowiadajaca algebrze Liego stabilizatora gy (r), ktory na mocy
Lematu 5.3.5(5) pokrywa si¢ z algebra Liego stabilizatora rozmaitosci 7~ !(7(F)) wzgle-
dem rozszerzenia kostycznego dziatania, natomiast . | ;1 (z(F)) OzZnacza podrozmaitos¢ w .%;
sktadajaca sie z lisci zawartych w podrozmaitosci Poissona 7~ !(7(F)). Wykorzystujac
Lematy 5.3.5(7), 5.3.5(8) oraz 5.3.6(4) otrzymujemy odpowiednio$ci migdzy podrozmaitoscia
8% |n71(n( F)) 1 przestrzenia (9/8z(r))", orbitami Gyp) - F i ﬁfp}; oraz algebrami stabilizator(’)w
or i g%, gdzie @k € (g/ 9x(r))" jest funkcjonatem przyporzadkowanym do F, dla ktérego g%
i ﬁq); oznaczaja odpowiednio algebrg stabilizatora i orbitg wzgledem dziatania algebry Liego
9 (F) N2 (8/87(r))"
WykazaliSmy zatem, ze:

corank 7, /G) (Hl" );, = corankr /G, (Hk" |F );, +codimy, G- F

:indgF+codim%|fl(n(F Gar) - F

)
= ind g% + codim(g/q_ )+ i -

Korzystajac z Lematu 5.3.6(2), otrzymujemy dodatkowo rownos¢ g r) = Ad, §; dla pewnego
elementu g € G, a zatem:

corank (I’I’l") , = indg‘PfV +codimg) agd, 5,)* O

/
! oL (5.7)

Do ukonczenia dowodu zatézmy, ze pek Poissona {(Hl)/} aec Jest typu Kroneckera w
punkcie x'. Wéwczas z Twierdzenia 4.3.1 mamy réwnos¢ ind Gy T codimg, Ad, §i)* ﬁ(pf; =indg,
dlai € {1,...,s}. Dzialajac operatorem Ad,-1 otrzymujemy warunki (5.5).

Odwrotnie, zakladajac prawdziwos$¢ warunkéw (5.6), ze wzoru (5.8) (Lemat 5.4.1 ponizej)
otrzymujemy ind g = ind g“ +codim gy /5, O, dla a; € R((g/§:)*). Zatem dla dowolnego g € G
mamy indg = ind g*“ + codim(g/ aq, )+ Og-a; dla g-a; € R((g/ Adg §;)*), wzgledem dziatania
kodotaczonego g - a; := Ade_l a;. Ustalmy g € G, niech F; bgdzie liSciem symplektycznym

struktury Poissona 1% odpowiadajacym elementowi g - a;, jak w Lemacie 5.3.6(4) (przyjmujac
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n(F;) = P(Ad, G;)). Zauwazmy, ze dla parami réznych i, j € {1,...,s}, liscie F}, F; sa wzajem-
S
nie transwersalne, oraz ), codimF; = dimM, wigc ich przecigcie (), F; jest pewnym punktem,

i=1
oznaczmy ten punkt przez x.

Przypomnijmy (Lemat 5.3.5(6), (7) oraz Lemat 5.3.6(4)), ze odwzorowanie:
V= Vi|7rl(n(F,-))5 n ! (n(F)) — g#(F,») = (g/Adgdi)"

jest epimorfizmem, wigc zbidr (vl'.g)fl(R((g/Adg §:)%) jest otwarty i gesty w ! (n(F})), stad

réwniez zbior W =V N (UgeG Ne—y (V) 1) (R((g/Adg §i)*)) jest otwarty i gesty w Mp.

Dla dowolnego i € {1,...,s}, ustalajac element a; taki, ze g-a; € Vi (W N~ (n(F))),
otrzymujemy przynalezno$¢ x € W. Dla punktu x' = p(x) ze wzoru (5.7) wynika réwnos¢
ind g% +codimg, Adg§i)* O4.q; = corank pITh | . Ostatecznie, na mocy Twierdzenia 4.3.1 pod-

dany redukcji pek Poissona {(IT})'}; < jest typu Kroneckera w punkcie ¥’ € p(W). O

Lemat 5.4.1. Niech g bedzie algebrq Liego oraz ) C g podalgebrq Liego. Wowczas istnienie

elementu a € (g/h)*, dla ktérego zachodzi réwnosé
indh“ + codimg 4y O, = ind g, (5.8)

gdzie h* i U, sq odpowiednio algebrq Liego stabilizatora i orbitq elementu a wzgledem dziata-

nia kodotqczonego ad™: b — gl((g/h)*), jest réwnowazne nastepujqcemu warunkowi:

ind(h < (g/h)) = indg, (5.9)

tu algebra Liego b x (g/h) jest sumq pdtprostq algebry b i przestrzeni wektorowej (g/bh)
wzgledem dziatania dotqczonego ad. Ponadto, jesli jeden 7 warunkow zachodzi, wowczas
réwnosé (5.8) jest spetniona dla dowolnego punktu a € (g/h)* nalezacego do otwartego i
gestego podzbioru

R((g/b)") :={a € (g/h)"|3B € (hx (g/h))"\Sing((hx (g/h))"): &= Bl(g/m)} C (8/h)".
Dowéd: Z artykutu [Rai78, Propozycja 1.3(i)] wiemy, ze dla a € R((g/h)*) mamy:
ind(h x (g/h)) = indh® + codimg /p)- .
Zatem réwnosé (5.9) pociaga za soba (5.8). Z drugiej strony, dla dowolnego punktu a:

indh“ + codimg /gy« O = corank Ly (4/5))<|g = ind(bh x (g/h)),
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gdzie € Sing(h x (g/h))* jest dowolnym elementem, dla ktérego a = fB(4/y) (zob. [Pan07a,
Twierdzenie 1.1]). Ponadto poniewaz b x (g/h) jest kontrakcja algebry Liego g, wigc:

ind(h x (/b)) > indg.
Zatem, jesli ind b + codim g /)« O, = ind g dla pewnego a, wtedy ind(h x (g/h)) =indg. [

Uwaga 5.4.1. Gdy K = {e} jest trywialng podgrupa Liego w G, warunek (5.5) pokrywa
si¢ z warunkiem koniecznym i wystarczajacym na kroneckerowskosci peku Liego—Poissona
zwigzanego z algebraicznym operatorem Nijenhuisa przedstawionym w [Pan06, Twierdze-
nie 2.5].

Uwaga 5.4.2. Powyzsze twierdzenie zostalo sformutowane w artykule [LP19] dla rzeczy-
wistych warto$ci wlasnych. Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jeSli wszystkie rozpatrywane

obiekty sa obiektami zespolono analitycznymi.

W dowodzie Twierdzenia 5.4.1 bardzo dokladnie uwzgledniliSmy budowe zbioru W, dla
ktérego powstajaca po redukcji struktura bihamiltonowska jest typu Kroneckera w dowolnym
punkcie zbioru p(W) (oraz nie jest typu Kroneckera w dopetieniu do tego zbioru). Jest to
wazne z punktu widzenia analizy jakoSciowe] potokéw geodezyjnych, poniewaz poza tym

zbiorem foliacja lagranzowska zawiera osobliwosci (zob. [BI14]).
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6 Calkowalnos¢ pewnych potokéw geodezyjnych

Rozdziat jest poSwigcony zastosowaniom wynikOw poprzedniego rozdziatu do wykaza-
nia catkowalno$ci potokéw geodezyjnych pewnych metryk na okreslonych przestrzeniach jed-
norodnych. W tym celu najpierw oméwimy w podrozdziale 6.1 metryki normalne oraz
te, powiazane z operatorem bezwtadnosci generowanym przez operator Nijenhuisa, a potem
sformutujemy i udowodnimy Twierdzenie 6.1.1 dajace warunki wystarczajace do zupelnej
catkowalnosci takich metryk w klasie funkcji analitycznych, wielomianowych wzgledem zmi-
ennych pedu. Nastepnie w dalszych podrozdziatach wykazemy spetnienie wspomnianych
warunkow dla czterech serii konkretnych przyktadéw sposrdd sklasyfikowanych w Tabeli 1

oraz, w przypadku metryki normalnej, na przestrzeniach flag zupeinych.

6.1 Warunki zupelnej calkowalnosci potoku geodezyjnego metryki nor-

malnej i metryki indukowanej przez tensor Nijenhuisa

Pokazemy teraz, ze spetnienie warunkéw sformutowanych w Twierdzeniu 5.4.1 pociaga za
soba zupetng catkowalno$¢ pewnych potokéw geodezyjnych dwdéch klas metryk na przestrze-
niach jednorodnych. Pierwsza klasa metryk sktada si¢ z tak zwanych metryk normalnych.
Metryke G-niezmiennicza b na przestrzeni G/K, nazywamy metrykq normalng, jesli jest
indukowana przez pewna dwuniezmiennicza metryke na G, to znaczy przez pewna AdG-
niezmiennicza form¢ dwuliniowa B na g. Do drugiej rozwazanej klasy naleza metryki by na

G/K, generowane przez tensor Nijenhuisa N: T(G/K) — T(G/K), zdefiniowane wzorem:
by(X,Y) :=b((N+N")X,Y), X,Y € (T(G/K)). 6.1)

Metryki by odpowiadaja symetrycznemu (1, 1)-tensorowi N + N*, gdzie N* jest sprzezeniem
tensora Nijenhuisa N wzgledem metryki normalnej, b(N*X,Y) = b(X,NY).

Twierdzenie 6.1.1 ([LP19]). Podtrzymujqc zatoZenia Twierdzenia 5.4.1 dodatkowo zatoimy
spetnienie jednego z rownowazinych warunkow (5.5), (5.6). Niech b bedzie G-niezmienniczq
metrykq normalng na G/K. Wtedy G-niezmiennicza metryka by na G/K generowana przez
tensor Nijenhuisa oraz metryka normalna b posiadajq zupetnie catkowalne potoki geodezyjne.
Ponadto, catki pierwsze nalezq do klasy funkcji analitycznych, wielomianowych wzgledem

zmiennych pedu.

Dowdd: Niech pean bedzie odwzorowaniem momentu dziatania grupy Liego G na T*(G/K),
wzgledem kanonicznej struktury Poissona I1, natomiast f dowolnym wielomianem okreslonym
na g*, wtedy funkcje postaci (1, f sa funkcjami analitycznymi i wielomianowymi wzgledem

zmiennych momentu. Analityczno$¢ wynika wprost z zalozenia, ze f jest wielomianem. Fakt,
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ze Wi, f sa wielomianami wynika z nastgpujacej argumentacji. Potraktujmy & € g jako funkcje
liniowa na g*, wtedy He = uk & jest hamiltonianem odpowiadajacym fundamentalnemu polu
wektorowemu Vg, ktore z kolei moze by¢ traktowane jako funkcja liniowa na kazdym wi6knie
wiazki kostycznej T*(G/K) (zob. Definicja 5.3.1 i Uwaga 5.3.2). Zatem, jesli f jest wielomia-
nem wzgledem &, to . f po ograniczeniu do dowolnego widkna jest funkcja wielomianowsa,.

Z Twierdzenia 4.3.1(3) inwolutywny zbiér funkcji
7 = p" (2 ) Uy 7

jest zbiorem zupelnym wzgledem II;, = II. Nalezy zatem pokazac, ze formy kwadratowe
q(X) :==b(X,X) oraz gn(X) := bn(X,X), X € I'(T*(G/K)), sa zawarte w tym zbiorze, po
utozsamieniu 7(G/K) z T*(G/K) przy uzyciu metryki b. Niech Q(x) = B(x,x), x € g, bedzie
forma kwadratowa Ad G-niezmienniczej formy dwuliniowej B na g. Stad Q € Z'%s*, to znaczy
Q jest funkcja Casimira na g*, po utozsamieniu przestrzeni g z g* przy pomocy B. Zatem z
Twierdzenia 4.3.1(4) funkcja uk,,Q nalezy do zbioru .#. Pokazemy, ze ug,,Q pokrywa si¢ z q.
Jest tak, poniewaz metryka normalna b nalezy do klasy tzw. metryk submersji otrzymanych
z prawoniezmienniczych metryk na G, przez kanoniczng submersj¢ G — G/K. Wiadomo, ze
(zob. [BJ0O4b, Sekcja 7]) formy kwadratowe wszystkich metryk submersji sa postaci Uz, f,
gdzie f jest odpowiadajacym wielomianem kwadratowym na g = g*.

Aby udowodnié przynaleznos¢ gy € .# przypomnijmy, ze z Twierdzenia 4.3.1(4) do zbioru
# naleza funkcje postaci uj f, dla A # A; oraz f € ZMe* | Z réwnania (5.3) wynika réwnosé
Uy, = Hean© (N —AI) 1), zatem do .# naleza funkcje postaci:

b((N=AD"YX,(N=AD"YX) =b((N-AD) (N=AD) ") X, X),

dla X € I'(T*(G/K)). Ponadto, zbiér .# zawiera wszystkie wsp6tczynniki rozwinigcia Lau-

renta:

_ PR 1 1 .
b((N=AD N (N=2D)" )X, X) = b (X X) + b (N HND)X X) + - (6.2)
odpowiadajacego rozwinigciu (N — A1)~ = — (%I + %N +-0).
Ostatecznie, poniewaz ((N — ll)‘l)t jest odwzorowaniem liniowym we widknach, wigc
funkcje postaci yy f sa wielomianami wzglgdem wspétrzednych pedu, dla f bedacej wielomia-

nowa funkcja Casimira kanonicznej struktury Poissona ITg-. U
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6.2 Calkowalnos¢ potokow geodezyjnych dla rozkladow
(A2y—-1,CysA2p2®T) oraz (Dy41,B,,A,®T)

Jako zastosowanie wynikéw poprzedniego rozdzialu oraz poprzedniego podrozdziatu, w
szczeg6lnosSci Twierdzenia 6.1.1, pokazemy zupelna catkowalno$¢ potokéw geodezyjnych me-
tryk normalnych oraz metryk zwigzanych z pewnymi operatorami Nijenhuisa dla dwdéch serii
przyktadoéw przestrzeni jednorodnych, ktére nie byty badane wczesniej pod katem catkowal-
nosci potokéw geodezyjnych. W tym celu bgdziemy musieli udowodnié, ze zalozenia
Twierdzenia 6.1.1 sa spetnione.

W Tabeli 1 z Przyktadu 5.2.5, sposrdd tréjek (g, g1,92) zwartych algebr Liego, dla ktérych
g = g1+ 9o, rozpatrzmy dwie serie przyktadow: (Az,—1,Cp,A2y—2®T) oraz (Dy41,Bn,Ap @
T). Dla obu tych serii pary (g,¢;), i = 1,2, sa parami symetrycznymi, to znaczy, algebra Liego
gi jest punktem statym automorfizmu rzg¢du drugiego algebry Liego g (por. [HelO1, Tabele II,
III, Sekcja 6, Rozdziat X]).

Ponizej przytoczymy Twierdzenie Brailova z [FT95, Twierdzenie 5, Sekcja 37] (zob.
tez [Pan07b, Wniosek 9.4]), ktére zapewnia spetnienie warunkéw (5.6) dla rozpatrywanych

przyktadow.

Twierdzenie 6.2.1. Niech g bedzie polprostq algebrq Liego zawierajqcq symetryczng podalge-
bre go C g. Wtedy:

indg = ind (go % (g/g0)),

gdzie go X (g/90) jest Zo-kontrakcjq algebry Liego g, to znaczy sumq potprostq algebry Liego go
i przestrzeni wektorowej g/go wzgledem naturalnej reprezentacji dotqczonej algebry Liego go

w g/ do-

W  szczegélnoSci, obie serie rozkladow g = g; + g» spetniaja warunki (5.6)
Twierdzenia 5.4.1. Pozwala to na sformutowanie nastgpujacego twierdzenia, w ktérym do

wykazania pozostaje, ze dziatanie grupy Liego G na T*(G/K) jest lokalnie swobodne.

Twierdzenie 6.2.2 ([LP19]). Niech G/K bedzie jedng z wymienionych niZej przestrzeni jed-
norodnych:
(@) SU(2n)/(S(U(2n—1) x U(1))NSp(n)),
(b) SO(2n+2)/(SO(2n+1)NU(n+1)).
Wowczas potok geodezyjny:
1. metryki normalnej b na G/K oraz
2. metryki G-niezmienniczej by na G/K, odpowiadajqcej G-niezmienniczemu tensorowi

Nijenhuisa N: T(G/K) — T(G/K) o rzeczywistych wartosciach wiasnych Ay,A;,
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M # A, A # 0, ktory zgodnie 7 Twierdzeniem 5.1.1 odpowiada rozktadowi g = g1 + g,
t=gi1Ng,
sq zupetnie catkowalne w klasie funkcji analitycznych, wielomianowych wzgledem zmiennych
pedu.

Tu g oraz ¢ sq algebrami Liego grup G oraz K, trdjki algebr (g,91,92) to odpowiednio
(A2p—1,Cp,A2n—2®T) oraz (Dpy1,Bn,An®T). Jawne wyrazenie wltozen g; C g oraz rozktadu
bl =& © €, przestrzeni dopetniajqcej do € odpowiadajqcej rozktadowi g = g1 + g, jak rowniez
“operator bezwtadnosci” ny +ng, = (N +N”)|7 G/x)=e. (8dzie 0 = P(e)) prezentujemy w
dodatku A.

Dowdd: Nalezy pokazal, ze spelnione sa warunki Twierdzenia 6.1.1, zatem wykazemy, ze
dziatanie grupy Liego G na T*(G/K) jest lokalnie swobodne (co jest istotnym zatozeniem
Twierdzenrh 5.4.1 oraz 6.1.1). Jest to rownowazne trywialnosci algebry Liego stabilizatora
B = stab, (E) wektora w potozeniu ogélnym E € t!, wzgledem dziatania izotropowego
p:t— g[(EL). Przez £+ oznaczamy ortogonalne dopetnienie do £ wzgledem (niezdegene-
rowanej) formy Killinga na g, oraz utozsamiamy dzialanie izotropowe i koizotropowe przy
wykorzystaniu formy Killinga ograniczonej do €. Innymi stowy, ¢£ pokrywa sie z centraliza-
torem Z¢(E) w £ elementu E € £-. W szczeglnosci, poniewaz dim€F jest funkcja péiciagta
z dotu wzgledem zmiany wektora E, wystarczy wskazac jeden element E, dla ktérego algebra
Liego stabilizatora zanika, £ = {0}. Dodatkowo zauwazmy, ze wystarczy wskazanie takiego
elementu po dokonaniu kompleksyfikacji rozpatrywanego dziatania. Ponizej przedstawiamy w
sposOb jawny kompleksyfikacje (g(c, g(lc, gg) dla rozpatrywanych tréjek algebr (g,g1,92), jak
rowniez podprzestrzeni (E(C)L dopehiajacej do € = g‘lc N géc w g¢, wzgledem formy Killinga.
Ponadto, wskazujemy element E € (EC)L, dla ktérego stab, (E) = {0} oraz dowodzimy ostat-
nig réwno$¢. Przypadki (a) i (b) rozpatrujemy osobno. W dalszej czgsci bedziemy stosowac

notacj¢ algebr Liego wykorzystujaca czcionke gotycka.
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Przypadek (a): (az,—1,¢n, 02p—2 D t).

C C 4 D T
g =sl(2n,C), g = Zy=2,,Z3=273 ) =sp(n,C),
7z —Zi"
zZ 0 Zegl(2n—1,C)
C N
= = gl(2n—1,C),
8 { 07 —¢ ‘ t=TrZ o )
(|40 B 0 A,B,C € gl( 1@)\
3y € n—1, 9
c Jlor e om0 et
= . . B=B' C=C", ~sp(n—1,C) b,
cC 0 AT 0 c
t e
([0 0 oF ¢ )
( [ 3\
Alvi| B |v
T 1 T 2 vi,u; € C L
COREE fl B MR T e
C V3 AT V4 7 ’
a=—TrA,b,ceC
ol e [l | a

Dziatanie izotropowe p: £ — g[({?i) moze by¢ roztozone na sum¢ dwdch niezmienniczych

podprzestrzeni
A0 B |0 O0(vi| 0 |w
oflo|0” |b u |0 w0
Vl _ ) V2 - )
C|0|AT |0 0 (vi| 0 |vsg
o7 |c|l0T |0 w0 |w|O

oraz trywialnej 1-wymiarowej reprezentacji, ktéra pominiemy.
Niech p: ¢ — gl(V) @ V,) oznacza reprezentacje¢ koizotropowa o niezmienniczych pod-
przestrzeniach V; oraz niech E; € V;. Wtedy staby (E1 + E») = stabp (E2), gdzie P := P b, (£, )-

Wybierzmy element:

A1 |0 0 |0
. 0] 0 |1 01
- oE = ) Anil: )
0AL |0 !
00| 0|0
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tu A,; jest standardowa macierza nilpotentng wymiaru (n— 1) X (n— 1). Wtedy algebra Liego

stabilizatora stab,, (E;) sktada si¢ z macierzy postaci:

AlO| B |0
v 0|0 0 |0 |
clo|-AT |0
ojol 0 |0
gdzie:
-al a an—l-
A= @ w
a
L a1 _

Dobierzmy teraz E, € V, taki, ze u; = v

0 010
vi 0 |w|O0
[Ey.Y) = 2,
0 W1 0
00 0
gdzie:
ap+---+ap-—2+dn-1
ay+---+ap—2
u= |
ai
cpt+ca+t- - +cpi
24+ Cp—i
Wi = — .
i Cn—1

by

bn—2
bnfl

T

aj
ar+ap
V=—
a1+a2+
bi+by+---
by+--
Wy =

1 =
zerowymi. Wowczas, dla dowolnego ustalonego Y € stab, (E;) otrzymujemy:

by by c
by C= C1 2
| a1 @ Cn—1|
(1,...,1) a pozostate v;, u;, i > 1 sa wektorami

Zatem, jesli Y € stabs(E3),toa; =0,b; =0,0razc; =0dlai=1,...,n—1, co pociaga za soba
stabp(E) = {0} dla E := E|{+ E».
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Przypadek (b): (0,41,b,,0, D).

Z 7| Zi € gl(n+1,C),
= 7 € olln ) =s0(2n+2,C),
Zy —"|| L=-7],73=-7]
0 [ul'| 0| v
vV | W | —v| W Wo =W W3 =—-WI,
of = : = ? 207 378 ~50(2n+1,C),
0 |ul | 0| vF vueCr
—u | W3 | —u | -W[
A o] .
C_ ~
g5 = { [O —AT_ A Eg[(n—l—l,(C)} =gl(n+1,C),
( [0[0" [0]| O
0/A 0] O
tC={y:= A €gl(n,C) 3 = gl(n,C),
olom Tol o (n,C) (n,C)
{ | 0] 0|0 AT
( B T
a u
Z Z,=-723,Zy = -Z3,
((5) =4Z:= - u,veC,
—a | Vv
Z3 acC
L i —u| 0

Ustalmy dowolny ¥ € £C oraz wybierzmy Z € (EC)L taki, ze:

0 sz
Z2 — ) Z3
—W) B

nastgpujacej postaci:

|

przy czym macierze B 1 C s3 skoSnie-symetryczne, wymiaru n X n. Wtedy, komutator Y i Z jest

0

W3

T

Y

C

0 —u’A 0 (Awy)T
Av 0 —Aw, | AB+ BAT
V.2 = L
0 —wlA 0 —(Av)T
ATw;y | —(ATC+cCA) | ATu 0

Pokazemy teraz zanikanie algebry Liego stabilizatora elementu:

E =

0|J
ett, J=
J|0

0
-1

1

g
-10

] |
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Zauwazmy, ze warunki Aw, =0, ATws =0 dlawy, = w3 = (1,0,... ,O)T wymuszaja zanikanie
elementéw a; ; =0, a;,; =0, macierzy A = (q; J')ijl' Czyli, dla dowolnego Y € stab, (E) C €°,
w podmacierzy A pierwszy wiersz 1 pierwsza kolumna sa wypetnione zerami:

0] O
0 Ani

A=

b

gdzie teraz A, € gl(n—1,C). Element Y z takim blokiem A, nalezy do algebry Liego stabi-
lizatora stab,, (E) wtedy i tylko wtedy, gdy jednoczesnie:

0 0O 0 o0 O

0
0 0 az daz ... dp2
0 —a 0 * * *
AB+BAT = > —0
0 —ap =+ 0« *
0 * *
0 —a,n = * * 0
oraz
0o 0o 0 0 0 0]
0 az dazz ... dyn
—a 0 * * *
ATC+CA = 2 —0.

—ap3 % 0 = *

S O O O O O

—az, * * x 0

Zatem macierz A musi by¢ postaci:

0| O
0 An—2

gdzie tym razem A,_; € gl(n —2,C). Kontynuujac procedurg wnioskujemy, ze macierz A

Y

jest macierza zerowa, a to oznacza zanikanie algebry stabilizatora stab, (E) = {0}, co koriczy
dowdd. O
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6.3 Calkowalnos¢ potokow geodezyjnych dla rozkladow
(A2n— 15 CI’l7A2n—2) oraz (DI’H—l 9 Bl’l7An)

Rozpatrzymy teraz zupetna catkowalnos$¢ potokéw geodezyjnych zwiazanych z tréjkami al-
gebr (g,91,92) kolejnych dwéch serii przyktadéw z Tabeli 1, odpowiednio (Az,—1,Cy,A2,—2)
oraz (Dy+1,Bn,A,). W obu przypadkach pary (g, g;) sa parami symetrycznymi ([HelO1, Tabele
IL, III, Sekcja 6, Rozdzial X]), zatem z Twierdzenia Brailova 6.2.1 zachodzi réwno$¢ indg =
ind(g; % (g/g1)). Z drugiej strony, wiadomo, ze zaréwno (Az,_1,Az,—2) oraz (D,1,A,) nie
sa parami symetrycznymi, czyli nie mozemy wprost zastosowaé schematu z poprzedniego pod-
rozdziatu. Jednakze z klasyfikacji [Myk87, Tabela 2] wynika, ze (A2,—1,A2,,) oraz (Dy,11,An)
sa parami sferycznymi. Moéwimy, ze (G,H) jest parq sferyczna, jesli generyczna orbita pod-
grupy Borela B C G jest zbiorem otwartym w G/H. Oznaczmy, przez ¢(G/H) minimalny
kowymiar orbity dziatania podgrupy Borela B C G na przestrzeni jednorodnej G/H.

Twierdzenie 6.3.1 ([Pan07b], Propozycja 9.3(1)). Niech g bedzie potprostq algebrq Liego
oraz g = h @V sumq prostq algebry by i h-niezmienniczej przestrzeni wektorowej V, wzgledem

dziatania dotqczonego ad|y. Wtedy zachodzi rownosé:
ind (h x V) =indg+2¢(G/H).

W szczegdlnosci, ind (h x V) = ind g wredy i tylko wtedy, gdy H jest sferycznq podgrupq G.

Na mocy powyzszego twierdzenia, dla rozpatrywanych tréjek algebr spetnione sa warunki
(5.6) réwnosci indekséw ind (h x V) = indg. Aby skorzysta¢ z Twierdzenia 6.2.2, wystarczy
pokazad, ze dziatanie G na T*(G/K) jest lokalnie swobodne, istotnie jest tak. Dowdd prze-
biega analogicznie jak w Twierdzeniu 6.2.2, uwzglednienia wymaga drobna zmiana reprezen-

tacji algebr Liego g,. Zatem zachodzi nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.3.2. Niech G/K bedzie jednq z wymienionych nizej przestrzeni jednorodnych:
(a) SU(2n)/Sp(2n—2),
(b) SO(2n+2)/SU(n).
Wowczas potoki geodezyjne:
1. metryki normalnej b na G/K oraz
2. metryki G-niezmienniczej by na G/K, odpowiadajqcej G-niezmienniczemu tensorowi
Nijenhuisa N: T(G/K) — T(G/K) o rzeczywistych wartosciach wiasnych A1, A,
M # Ay, Ai # 0, ktory zgodnie 7 Twierdzeniem 5.1.1 odpowiada rozktadowi g = g1 + g,
t=g1Ngo,
sq zupetnie catkowalne w klasie funkcji analitycznych, wielomianowych wzgledem zmiennych

pedu.
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6.4 Pozostale serie rozkladow z listy Onishchika

W przypadku trzech serii tréjek algebr Liego (g,g1,92) z Tabeli 1: (Dy,,Bon—1,Cn),
(D2, Bop—1,C ®T), (D2y,Bop—1,C, @ Ay) warunki (5.6) Twierdzenia 5.4.1 nie sa spetnione,
jest tak z powodu zbyt duzej réznicy wymiaréw migdzy algebrami Liego g oraz g;. Istotnie,
oznaczmy przez V przestrzen wektorowa bedaca dopetnieniem do g, w g. Niech g, x V bedzie
suma potprosta wzgledem dziatania izotropowego p: go — gl(V). Na podstawie uogdlnionego

wzoru Raisa [Pan(07a], dla o € V* mamy:
ind (g2 Xp V) =ind (g%, Ya) + codimy- Op+(x),

gdzie ind(g,Yy) oznacza minimalny kowymiar lici symplektycznych afinicznej struktury
Poissona Iy, :=Ilg; + Yo na (g%)*, zadanej przy wykorzystaniu stalej struktury Poissona
zdefiniowanej przez 2-kocykl algebry Liego vy, € H 2(93‘) (tutaj g¥ oznacza stabilizator ele-
mentu o € V* wzgledem dziatania p*), oraz 0,+(0ot) oznacza orbite elementu o w V* wzgle-
dem dziatania koizotropowego V*. Poniewaz, codimy+ &+ (0t) = dimV* — (dimg, — dimg§),

wiec:
ind (g2 X, V) =ind (g5, %) + dimg$ + dimV* —dimg, > dimV* — dimg,

Przypomnijmy, ze indso(4n, C) = 2n, natomiast dla g = so(4n,C) oraz g, = sp(n,C) @sl(2,C)
mamy odpowiednio dimg = 8n% —2n, dim g = 2n? +n+3, oraz dimV* = 6n? — 3n— 3. Zatem
dimV* —dimg, = 4n?> —4n — 6 > 2n dla n > 2, podobnie w pozostatych przypadkach. Dla
kazdej z trzech serii (D2, B2n—1,Cr), (D2n, Bon—1,Co ®T), (D2n,Ban—1,Cn ® A1), przy n > 2:

ind (g2 X, V) > indg,

czyli wymagane do zastosowania Twierdzenia 6.1.1 algebraiczne warunki 5.6 nie moga by¢

spetnione.

6.5 Calkowalno$¢ potokow geodezyjnych na rozmaitoSci flag zupelnych

Dla dowolnej przestrzeni liniowej V wymiaru n, flagq nazywa si¢ ciag podprzestrzeni
liniowych {0} =Vy C V) C ... C Vi1 C Vi = V. Flaga jest zupetna, jesli dimV; = i (wéwczas
k = n), przez F,(C) oznaczmy zbiér flag zupetnych przestrzeni V = C". Rozpatrzymy Fy flage
zupelna generowang przez baz¢ standardowa ey, ..., e,, to znaczy, dla dowolnego i = 1,...,n
podprzestrzen V; jest generowana przez wektory ey, ..., e;. Grupa Liego GL(n,C) dziata tranzy-
tywnie na przestrzeni F,(C), a stabilizatorem flagi Fy jest podgrupa B odwracalnych macierzy

goérnotrojkatnych. Podgrupa U(n) C GL(n,C) réwniez dziata tranzytywnie na F,(C), w tym
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przypadku stabilizatorem Fj jest podgrupa T macierzy diagonalnych o elementach bedacych
liczbami zespolonymi o module jeden. A zatem przestrzen flag F,(C) jest przestrzenig jed-
norodna, ktéra moze by¢ utozsamiona z przestrzenia ilorazowa GL(n,C)/Blub U (n)/T.

Definicje przestrzeni flag mozna zaadoptowac (zob. [Ale97, CS09, Bes87]) na przypadek
zwartych grup Liego. Dla zwartej grupy Liego G, istnieje skoniczona liczba podgrup Liego
G;, 1 <i <k, takich, ze kazda orbita dotaczona jest izomorficzna z przestrzenia ilorazowa
G/G;. Przy czym, dla ustalonej maksymalnej abelowej podgrupy (maksymalnego torusa) T w
G, podgrupy G; moga by¢ wybrane tak, aby 7' C G; C G.

Jesli wybra¢ podgrupe Borela B C G° tak, zeby zawierala torus maksymalny 77 w G, to
dziatanie grupy G na G°/B jest tranzytywne, a stabilizator warstwy eB pokrywa si¢ z przecig-
ciem BNG =T ([Kir04, Rozdziat 1, Lemat 5]). Doktadniej, istnieje kanoniczny dyfeomorfizm
migdzy G/T i G°/B, ktdry jest opisany np. w [CS09, Propozycja 3.2.6]. W szczegblnosci na

kazdej rozmaitoSci flag istnieje kanoniczna struktura zespolona, ktérej uzyjemy nize;j.

Definicja 6.5.1. Przestrzen jednorodna G/T nazywamy rozmaitosciq flag zupetnych, gdy T jest
maksymalng abelowa podgrupa zwartej grupy Liego G.

Poniewaz rozmaitosci flag to szczegdlny przypadek orbit dziatania dolaczonego zwartej
grupy Liego G, wiadomo [BJO1, MPO04], ze na przestrzeniach flag metryka normalna ma zu-
petnie calkowalny potok geodezyjny. Prezentowana w rozprawie metoda konstrukcji catek
pierwszych zastosowana do przestrzeni flag zupeinych, daje dowdd catkowalnosci metryki nor-
malnej, rézny od przedstawionych w [BJO1, MPO4]. Skorzystamy tutaj ze struktury zespolonej

J na G/T, jako tensora Nijenhuisa, i z odpowiedniego szeregu naszych wynikéw.

Twierdzenie 6.5.1. Potok geodezyjny metryki normalnej na rozmaitosci flag zupetnych G/T
jest zupetnie catkowalny w klasie funkcji analitycznych, wielomianowych wzgledem zmiennych

pedu.

Dowdd: Wiadomo (zob. [MPO04]), ze dziatanie grupy G na T*(G/T) jest lokalnie swobodne,
zatem to podstawowe zatozenie Twierdzenia 5.4.1 jest spetnione.
Oznaczmy przez g, t algebry Liego grup G, T oraz przez g<, t€ odpowiednie kompleksy-
fikacje. Rozwazmy liniowy operator opisany w Przykfadzie 5.2.3: j: v — v, gdzie v :=
Y R(Eq—E_¢)+ Y R(i(Eq+E_q)), zadany nastepujaco: j(Eq —E_¢) =i(Eq+E—_q),

oERT oERT
J(Eq +E_ o)) = —(Eq —E_g). Wowczas jC(Eq) =iEq, jS(E_q) = —iE_q.

Operator j przez lewe przesunigcia zadaje G-niezmienniczy tensor Nijenhuisa (catkowalnag
strukturg zespolona) na rozmaitosci flag G/T, oznaczmy go przez J. Odpowiadajacy (wg.
Twierdzenia 5.1.1) operatorowi J rozktad kompleksyfikacji g* algebry Liego g na sume pod-

algebr wyglada nastepujaco: g€ = g1 + g2, gdzie g1 :=b, =tC+ ¥ CEq, gr:=b_ =
aERT
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tC+ Y CE_q,sadwoma przeciwnymi podalgebrami Borela w g€ zawierajacymi kompleksy-
oERT

fikacje maksymalnego torusa tC oraz g; N g, = C.

Na podstawie dowodu Twierdzenia 4.1 z [Pan06] (zob. tez [PY13, Twierdzenie 3.1])
wiadomo, ze indeks polprostej sumy algebry Liego by 1 przestrzeni wektorowe;j (g(c /b1),
wzgledem dziatania dotaczonego ad: by — gl(g®/b-) jest réwny indeksowi algebry Liego
g®: ind (bs x (g©/b+)) = ind g©. Zatem warunki algebraiczne (5.6) sa spetnione i na pod-
stawie Twierdzenia 6.1.1 otrzymujemy catkowalno$¢ potoku geodezyjnego metryki normalne;j

w klasie funkcji analitycznych, wielomianowych wzgledem zmiennych pedu. U

Uwaga 6.5.1. W przeciwiefistwie do wczesniej omawianych przyktadéw tensoréw Nijenhuisa,
symetryzacja struktury zespolonej zanika J +J* = 0, z tego powodu metryka zadana wzorem
(6.1) jest trywialna. Z drugiej strony zanikanie J 4 J* powoduje, ze uzyskana rodzina catek
pierwszych dla potoku geodezyjnego metryki normalnej b, oprécz formy kwadratowej b(X,X)
nie zawiera innych hamiltonianéw kwadratowych (gdyz szereg (6.2) trywializuje si¢). Ten fakt
pozwala stwierdzié, ze uzyskana rodzina catek pierwszych istotnie r6zni si¢ od tych uzyskanych
w [BJO1, MPO04] (przypomnijmy, ze potok geodezyjny metryki normalnej jest catkowalny w
sposéb nieprzemienny [BJO1], co oznacza, ze zupelne i przemienne rodziny catek pierwszych

moga by¢ budowane na rézne sposoby).
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7 Wnhnioski i dalsze perspektywy

Uwzglednione w Twierdzeniach 4.3.1 1 5.4.1 zalozenia zwartosci grup Liego G 1 K
zostaly uzyte w celu gwarancji istnienia kompleksyfikacji przestrzeni jednorodnej G/K, a
w konsekwencji rowniez innych zwiazanych z nia obiektéw, oraz zapewnienia istnienia
G-niezmienniczego otwartego i gestego zbioru My w M = T*(G/K) (tj. Mp) dla ktdrego,
przestrzeni orbit My/G jest gtadka rozmaitoscia. Zatozenie o zwartosci moze by¢ ostabione
(poniewaz powyzsze warunki moga by¢ osiagnigte w szerszej klasie grup Liego) zachowujac
wnioski twierdzenia. Dyskusje na ten temat pominiemy gdyz, gléwne zastosowanie (Twierdze-
nie 6.2.2) dotyczy klasy zwartych przestrzeni jednorodnych.

Warunek wymagajacy od dziatania grupy Liego G na T*(G/K), aby bylo lokalnie swo-
bodne, istotny w Twierdzeniach 4.3.1, 5.4.1 oraz 6.1.1 dajace warunki wystarczajace do zu-
petnej catkowalnos$ci, moze by¢ pominigty przy wykorzystaniu specjalnej metody redukcji,
przejscia z grup Liego G i K do odpowiednich mniejszych podgrup Liego, patrz [MP04]
oraz [Myk21].

Dalszych badan wymaga przypadek, gdy nie sa spetnione warunki (5.6) (por. 6.4). Wtedy
kanoniczny zbidr funkcji .# (zob. (4.2)), zwiazany z redukcja struktury bihamiltonowskiej nie
jest zupetny. Jednakze, bazujac na badaniach zamieszczonych w artykule [Pan09] opisujacym
struktury bihamiltonowskie zwiazane z pekami Liego (a wigc redukcjami (7*(G/K),I1,I1;)
z trywialng grupa Liego K) mozna spodziewac si¢ istnienia dodatkowych symetrii w takim
przypadku, a w konsekwencji, dodatkowych calek Noether. Wowczas mozna postawi¢ pytanie

o warunki wystarczajace na zupetnos¢ rodziny funkcji .# rozszerzonej o dodatkowe catki.
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A Formy rzeczywiste tréjek algebr

Ponizej prezentujemy realizacje macierzowa zwartych form rzeczywistych tréjek algebr
(9,91,92) wykorzystanych w Twierdzeniu 6.2.2, ich rozktadéw na podprzestrzenie £+ = €| © &,
dopelniajace do podprzestrzeni £ wzgledem formy Killinga, indukowanych przez rozktad
g = g1 + o, gdzie €; = g; N &, oraz wzory na ,,operator bezwtadnosci” n gl 1 Zi e
indukowany przez operator n . : I n, g, = A;Id;,. W obu przypadkach operatory
bezwtadnosci sa dodatnio okreslone, jesli zachodza ponizsze warunki:

0< A, 0< Ay, M <Az< M

(va+1)? (V2-1)"

Przypadek (azn,l ,Cny A2p—2 D t).

u(2n) = {Aes[(zn,C)‘ A:—ZT},

su
VAR
—22 Zl

Z = _ZI7Z2_ZZ } = sp(n),

[z 0 Zcul2n—1),
— ( ) =su(2n—1) i,
_0T —t t=TrZ
4 |02 0 Z e gl(n—1,C)
i € n—1, )
0" |ir| 07| 0 = -
E— _ il Zy=-Z1,Z, =75, p Zsp(n—1) @t
~2 021 0 teR
L[ o o7 | —ir
(
Z v Z | u —
- Zy=-7),2,=-17],
1 —VT a lllT Z
-=<¢X = — — V,u, Vi, Uy EC”_I, )
Zy | —up | —Z1| vy
— ——— z€C,a=-Trz
(T 0 0 |u Zy | vi | Zp |0
v u’ |z ~vI| a | ul |0
¢ = , & = — — a=—TrZz,
0 —-u 0 v 22 —up —Zl 0
| —u’ | —z| |0 0 0 0 |a
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B Kompleksyfikacja obiektéw analitycznych

Rzeczywista analityczna podrozmaito$¢ M, dimprM = n, zespolonej rozmaitoSci M€,
dimc M€ = n, nazywamy maksymalnq catkowicie rzeczywistq, jeSli w otoczeniu dowolnego
punktu M istnieje holomorficzny uktad wspétrzednych z = (z1,...,24), z; = X, +1y;, taki,
ze M jest lokalnie zadana przez y; =0, j = 1,...,n. Méwimy wtedy, ze M“ jest a kompleksy-
fikacjq rozmaitoSci M oraz M jest formq rzeczywistq M¢. Holomorficzny uktad wspétrzed-
nych jak powyzej nazywamy stowarzyszonym z M. Wiadomo, ze kompleksyfikacja M¢ istnieje
dla dowolnej rzeczywistej rozmaitosci analitycznej M (zob. [WB59]). Kompleksyfikacja jest
okreslona niejednoznacznie, ale kietek kompleksyfikacji wokot M jest okreslony jednoznacznie
z doktadnoscia do odwzorowania biholomorficznego (zachowujacego M).

Niech M oznacza rzeczywista rozmaito$¢ analityczna, a M pewna jej kompleksyfikacje.
Dowolny rzeczywisty analityczny tensor 7 zadany na M moze by¢ jednoznacznie rozsze-
rzony do holomorficznego tensora 7¢ zdefiniowanego w otoczeniu M w M€, przez rozszerzenie
wspotczynnikéw do funkcji holomorficznych oraz rozpatrywanie w stowarzyszonym uktadzie
wspotrzednych a%- i dz;, zamiast %j i dx;. I odwrotnie, jesli mamy holomorficzny tensor 7°¢
na M€ taki, ze w stowarzyszonym uktadzie wspétrzgdnych wspétczynniki ograniczone do M
sq rzeczywiste, wowczas T¢ holomorficznym rozszerzeniem pewnego rzeczywistego anality-
cznego tensora 7" na M.

Ponadto, jesli struktura bihamiltonowska {IT;}, g2, IT; = 1111 + 1,115, jest rzeczywista
analityczng strukturag na M, wowczas jest typu Kroneckera w punkcie m € M wtedy 1 tylko
wtedy, gdy jej holomorficzne rozszerzenie {I1°}, 2, IIf = #1T1{ + 111§ jest typu Kroneckera w
me M°.
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C Podstawowe pojecia dotyczace grup i algebr Liego

Ponizej przedstawiamy podstawowe definicje i1 twierdzenia zwiazane z algebrami Liego,
grupami Liego i ich dziataniami na rozmaitoSciach. Rozdzial zostat przygotowany w oparciu o
monografie [Hal15], [HelO1] oraz zbiér zadan [GMM13].

C.1 Algebry Liego

Definicja C.1.1. (Abstrakcyjnq) algebrq Liego nazywamy przestrzen liniowa g nad cialem K z
okreslonym dwuliniowym dziataniem [-,-] : g X g — g, nazywanym nawiasem Liego, spetniaja-

cym nastgpujace warunki, dla dowolnych x,y,z € g:

L [x,y] = —[yx] (skosna-symetria),

2. [[xy],2 + [ 2)sx] + [[z,4],5] =0 (tozsamos¢ Jacobiego).
Algebre Liego oznaczamy (g, [-,-]) lub krécej g, jesli okreslenie nawiasu Liego nie budzi wat-
pliwosci.

Definicja C.1.2. Algebre¢ Liego (g, [, ]) nazywamy abelowq lub przemienng, jesli [x,y] = 0 dla
dowolnych x,y € g.

Definicja C.1.3. Podalgebrq Liego algebry Liego (g, [, ]) nazywamy podprzestrzen liniowa b

zamknigta wzglegdem nawiasu Liego: dla dowolnych x,y € b, réwniez [x,y] € b.

Definicja C.1.4. Centrum 3(g) algebry Liego g nazywamy zbior wszystkich elementéw x € g

takich, ze zanika nawias Liego [x,y] = 0 dla dowolnego y € g.

Definicja C.1.5. Centralizatorem elementu x € g w algebrze Liego g nazywamy podprzestrzen
Z(x):={yecg|lxy =0}

Z tozsamosci Jacobiego, tatwo widaé, ze centrum oraz centralizator sg podalgebrami Liego.

Definicja C.1.6. Mowimy, ze symetryczna forma dwuliniowa (-,-) na algebrze Liego

(g,[,-]) Jest niezmiennicza, jezeli dla dowolnych x,y,z € g spetniony jest warunck
([, 3],2) + (3, [x,2]) = 0.

Nadal bedziemy uzywaé oznaczenia [U,V] := {[u,v] | u € U,v € V} dla dowolnych
podzbioréw U,V C g.

Definicja C.1.7. Ideatem a w algebrze Liego g nazywamy podprzestrzen liniowa w g, dla ktore;j

[a,g] C a.

Definicja C.1.8. Algebre¢ Liego g nazywamy prostq, jezeli nie zawiera idealu wtasciwego, to
znaczy réznego od {0} i g. Algebre Liego nazywamy pdiprostq , jesli nie zawiera przemiennego

ideatu wtasciwego.
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Definicja C.1.9. Niech g bedzie algebra Liego. Oznaczmy go := g, g1 = [g, go| i indukcyjnie
On = [0, 9n—1], dla kazdego n € N. Algebre Liego g nazywamy nilpotentng, jezeli g, = {0} dla
pewnego n € N.

Definicja C.1.10. Homomorfizmem (antyhomomorfizmem) algebr Liego (g1, [-,-]1) i (g2,[,]2)
nazywamy liniowe odwzorowanie p : g; — g spetniajace réwnos¢ p([x,y]1) = [p(x),p(¥)]2
(p(xyh1) = —[px),p(y)]2), gdzie x,y € g;.  Odwracalny homomorfizm nazywany

izomorfizmem algebr Liego.

Dla skonczenie-wymiarowej przestrzeni liniowej V, oznaczmy przez gl(V) zbiér wszyst-
kich endomorfizméw V, wyposazony w dwuargumetowe dziatanie [A,B] = AoB— BoA (gdzie
o oznacza sktadanie odwzorowari), czyni to z gl(V) algebre Liego. Biorac podalgebry Liego
w gl(V) otrzymujemy inne wazne przyktady (skoriczenie wymiarowych) algebr Liego. Na
przyktad algebry Liego sl(V') oraz o(V) sktadaja si¢ endomorfizméw zachowujacych odpowied-
nio forme objetosci oraz iloczyn skalarny na V. Sa to przyktady algebr prostych.

Definicja C.1.11. Lewym dziataniem (lub reprezentacjq) algebry Liego g na przestrzeni wek-
torowej V nazywamy homomorfizm g w gl(V).
Analogicznie prawym dziataniem (lub antyreprezentacjq) algebry Liego g na przestrzeni wek-

torowej V nazywamy antyhomomorfizm g w gl(V).

Innym bardzo waznym przyktadem jest algebra Liego I'(TM) gtadkich p6l wektorowych
na rozmaito$ci M z nawiasem Liego pdl wektorowych jako dziataniem [-,-]. Homomorfizmy

g — I['(TM) prowadza do dziatan algebry Liego g na rozmaitosci M (zob. podrozdziat C.4).

Definicja C.1.12. Dziataniem dotqczonym algebry Liego g na sobie nazywamy liniowe

odwzorowanie ad : g — gl(g), x — ad,, gdzie ad,(y) := [x,y], dla dowolnego y € g.

Definicja C.1.13. Dziataniem kodotqczonym algebry Liego g na przestrzeni dualnej g* nazy-
wamy odwzorowanie ad* : g — gl(g*), x — ad} ktdre elementowi x € g przypisuje endomorfizm

ad}:g* — g*, dany wzorem (adi) (y) := —o(ad,(y)), dlay € g.

Definicja C.1.14. Algebrq Liego stabilizatora elementu o € g* wzgledem dziatania
kodotqczonego nazywamy podprzestrzen g% := {v e g | a([x,v]) =0, Vx e g}.

Biorac pod uwage Przyktad 3.3.1 mozemy podaé definicj¢ indeksu algebry Liego,

rownowazna tej uzytej w Twierdzeniu 4.3.1.

Definicja C.1.15. Indeksem algebry Liego g nazywamy liczbe ind g := mingeg+ dim g%, gdzie

g% jest algebra Liego stabilizatora elementu o € g* wzgledem dziatania kodotaczonego.

Stwierdzenie C.1.1. Indeks poétprostej algebry Liego g jest réwny wymiarowi jej podalgebry
Cartana (zob. Definicja C.1.21).
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Definicja C.1.16. Sumq potprostq algebr Liego g1 i g wyznaczong przez homomorfizm
p g1 = gl(g2), a = pa taki, ze Pu([b1,b2]) = [Pa(b1),b2] + b1, pa(b2)], nazywamy iloczyn

kartezjanski g X go» wyposazony w nawias Liego

[(a1,b1), (az,b2)]p = ([(a1,a2], [b1,b2] + pa, (D2) — Pay (b1)),

gdzie ay,a; € g1, b1,bs € g2. Sumg potprosta oznaczamy przez gy Xp go.
Dla p = 0 otrzymujemy definicj¢ sumy prostej algebr Liego.

Definicja C.1.17. M6éwimy, ze algebra Liego g jest reduktywna, jesli jest suma prosta podalge-
bry pélprostej i podalgebry przemienne;.

Definicja C.1.18. Kompleksyfikacja rzeczywistej algebry (g, [-,:]) nazywamy algebra Liego
(a%,[-,-]%), gdzie g©* = g®@r C = {x+iy | x,y € g} jest kompleksyfikacja rzeczywistej
przestrzeni wektorowej g, a [x1 +iyy,x2 +iy2]C := [x1,x2] — [y1, 2] +i([x1,v2] + [y1, x2]). Alge-
bre Liego b nad cialem R nazywamy formq rzeczywistq zespolonej algebry Liego g, jesli g jest

izomorficzna z kompleksyfikacja hC algebry Liego b.

Definicja C.1.19. Formq Killinga algebry Liego g nazywamy symetryczng form¢ dwuliniowa
postaci:

B(x,y) :=Tr(adyad,), x,y€g.

Twierdzenie C.1.1 (Kryterium Cartana poétprostosci algebr Liego). Algebra Liego g jest
potprosta wtedy i tylko wtedy, gdy jej forma Killinga jest niezdegenerowana.

Twierdzenie C.1.2. Algebra Liego g jest potprosta wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumq prostq
g=91B - D g, swoich podalgebr prostych (bedacych rowniez ideatami).

Definicja C.1.20. Algebre Liego g nad R nazywamy zwartq, jesli forma Killinga algebry Liego

g jest ujemnie okreslona.

Twierdzenie C.1.3. Algebra Liego g jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumq prostq
3(9) + |9, 9], gdzie ideat [g, g| jest potprosty i zwarty.

Przyktadami zwartych prostych algebr Liego sa algebry so(n,R) oraz su(n) rzeczywistych
macierzy skosnie symetrycznych oraz zespolonych macierzy unitarnych o zerowym §ladzie

wymiaru n X n.

Definicja C.1.21. Podalgebre Liego b algebry Liego g nazywamy podalgebrq Cartana, jesli
jest maksymalng podalgebra abelowa (tzn. taka ze b jest abelowa oraz dla dowolnej abelowe;j
podalgebry £ D h mamy £ = b), oraz dla dowolnego x € f operator ad jest potprosty (diagona-

lizowalny).
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Twierdzenie C.1.4. Kazda zespolona potprosta algebra Liego g nad C posiada podalgebre
Cartana Y. Dla kazdych dwoch podalgebr Cartana by oraz b istnieje automorfizm algebry g
przeprowadzajqcy b na by.

C.2 Pierwiastki i podprzestrzenie pierwiastkowe

Niech § bedzie ustalong podalgebra Cartana w potprostej algebrze Liego g nad C. Dla

dowolnego o € h* oznaczmy:
g ={Xeg|adyX =a(H)X,VYH € b}.

Definicja C.2.1. Element o nazywamy pierwiastkiem g wzgledem b, jesli g* # {0}, wowczas

przestrzef g¢* nazywamy przestrzeniq pierwiastkowq.
Lemat C.2.1. Dla 0 € h* zachodzi g° = b, oraz jesli o, B € h* 1o [g*,gP] C g**B.
Oznaczmy R C h* zbidr niezerowych pierwiastkow.

Twierdzenie C.2.1. 1. Zachodzi rozktad na sume prostq podprzestrzeni g = b+ Y qcr 8%

2. Wymiar przestrzeni pierwiastkowej dimg®* = 1 dla dowolnego o € R.

3. Dla pierwiastkéw a.,3 € R takich, ze o+ B # 0 przestrzenie pierwiastkowe sq ortogo-
nalne wzgledem formy Killinga B(g®,gP) = 0.

4. Ograniczenie formy Killinga do podalgebry Cartana jest niezdegenerowane. Dla dowol-
nego a € bh* istnieje doktadnie jeden Hy € Y taki, Ze B(H,Hy) = a(H) dla wszystkich
Hen.

5. Jesli a € R to réwniez —ot € R oraz [g%, 9~ %| = CHy, przy czym a(Hgy) # 0.

Definicja C.2.2. Baza uktadu pierwiastkéw R to zbiér B C R, ktdry stanowi baze przestrzeni
liniowej h* oraz dowolny pierwiastek 8 € R moze by¢ zapisany jako B =Y ,cpna @, przy czym

wspélczynniki ny € Z sa wszystkie tego samego znaku.

Definicja C.2.3. Pierwiastek nazywamy dodatnim jesli wszystkie wspétczynniki ny sa nieu-

jemne. Jesli wspétczynniki ng < 0 to pierwiastek nazywamy ujemnym.

Definicja C.2.4. Pierwiastek dodatni nazywamy prostym, jeSli nie moze by¢ zapisany jako

suma dwoch innych pierwiastkéw dodatnich.

Jako przyktad mozemy rozwazy¢ algebre Liego sl(n,C) bezsladowych macierzy n x n o
wyrazach zespolonych z podalgebra Cartana b rowna podzbiorowi diagonalnych macierzy. Dla
macierzy H € b nich e;(H) oznacza i-ty element diagonalny oraz niech E;; bedzie standardowa
,jedynka macierzowa” majaca 1 na ij-tym miejscu, a na pozostatych zera. Wtedy [H,E;;] =

(ei(H) —ej(H))E;j, 9 = b+ Y;2;CE;j. Baza ukladu pierwiastkéw jest np. zbior e; — e;y1,
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1=1,...,n—1, pierwiastki dodatnie to ¢; — ¢, i < j, odpowiadajacy pierwiastkowi ot = e; —e;
wektor Hy, to Ej; — Ej;.

Definicja C.2.5. Podalgebrq Borela nazywamy podalgebre b =h @ P cp+ 9o W 9, gdzie b jest

ustalona podalgebra Cartana, a R™ zbiorem pierwiastkéw dodatnich.

Analogicznie do sytuacji z podalgebrami Cartana, kazde dwie podalgebry Borela sg izomor-

ficzne, a odpowiedni izomorfizm jest realizowany przez automorfizm algebry Liego g.

C.3 Grupy Liego

Definicja C.3.1. Grupq Liego G nad ciatem R (odpowiednio C) nazywamy rzeczywista (odp.
zespolong) rozmaito$¢ rézniczkowa wyposazona w strukturg grupy, dla ktérej odwzorowanie

G x G — G, (g,h) — gh~! jest gtadkie (odp. holomorficzne).

Dla grupy Liego G i ustalonego elementu g € G. Odwzorowanie Ly: G — G, Lg(h) = gh
nazywamy lewym przesunigciem, analogicznie R,: G — G, Rg(h) = hg nazywamy prawym

przesunigciem. Odwzorowania Lg, R, sa dyfeomorfizmami grupy Liego G.

Definicja C.3.2. Pole wektorowe X € I'(T'G) nazywamy lewoniezmienniczym, jesli dla dowol-
nego g € G zachodzi (Lg).X = X o L, to znaczy (L, ). ;X (h) = X(gh).

Algebrq Liego grupy Liego G nazywamy algebre Liego g lewoniezmienniczych pdl wek-
torowych na G. Zachodzi odpowiednio$¢ pomigdzy grupami Liego i algebrami Liego.

Lewoniezmiennicze pola wektorowe sa zadane przez wartoS¢ w elemencie neutralnym
grupy. Uzywajac izomorfizmu, g — 7,G, X — X, mozemy identyfikowaé przestrzen styczng
T.G z algebrg Liego g.

Definicja C.3.3. Grupg¢ Liego G nazywamy poiprostq (reduktywnq), jesli odpowiadajaca jej
algebra Liego g jest algebra potprosta (reduktywna).

Twierdzenie C.3.1 (Trzecie Twierdzenie Liego). Kazda skoriczenie wymiarowa rzeczywista

algebra Liego jest algebrq Liego pewnej jednospojnej grupy Liego.

Zatozenie jednospdjnosci jest istotne, gdyz struktura algebry Liego wyznacza si¢ matym
otoczeniem jedynki w grupie Liego i jedna i ta sama algebra Liego moze odpowiadaé réznym

grupom Liego (majacym rézna strukture topologiczna).

Definicja C.3.4. Podgrupe H w grupie Liego G nazywamy podgrupq Liego, jesli jest grupa
Liego wzgledem dziatania na G ograniczonego do H, oraz wlozenie H — G jest gladka

immersja.
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Twierdzenie C.3.2 (Kryterium Cartana dla podgrup domknigtych). Niech G bedzie grupa
Liego, H domknigtq podgrupg w G. Wowczas H ma jednoznacznie wyznaczonq strukture roz-

maitosci gtadkiej czyniqcq z H podgrupe Liego w G.

Twierdzenie C.3.3. Dla dowolnej podalgebry Liego §) C g, istnieje doktadnie jedna spojna
(niekoniecznie domknigta) podgrupa Liego H w G o algebrze Liego |.

Definicja C.3.5. Podgrupe Liego B w G nazywamy podgrupq Borela, jesli odpowiadajaca jej
podalgebra Liego b w g jest podalgebra Borela.

Zakoniczymy ten podrozdziat dyskusja o kompleksyfikacji rzeczywistej grupy Liego. Kom-
pleksyfikacjq rzeczywistej grupy Liego G z algebra Liego g nazywamy dowolna zespolong
grupe Liego G€ o algebrze Liego g€ zawierajaca G jako rzeczywista podgrupe Liego. Okazuje
sig, ze w og6lnosci kompleksyfikacja dla G nie istnieje [GOV94, Rozdziat 1, podr. 7.2].

Jednakze w przypadku gdy G jest zwarta, ma ona jednoznacznie okreslong kompleksy-
fikacje G° [GOV94, Rozdziat 4, podr. 2.5]. Ostatnia powstaje z wtozenia G w grupg GL(V) au-
tomorfizmow liniowych przestrzeni wektorowej V. Rozpatrujac algebraiczne réwnania okresla-
jace G C GL(V) i stosujac je do GL(V®), otrzymujemy G¢. Okazuje sig, ze grupa G€ nie zalezy
od wyjSciowej reprezentacji G w V 1 jest okreSlona jednoznacznie z doktadnos$cia do izomor-
fizmu zachowujacego wlozenie G. Alternatywne podejscie podat C. Chevalley w [Che46],
dlatego w literaturze do okreslenia kompleksyfikacji zwartej grupy Liego czesto uzywa si¢ ter-

minu kompleksyfikacja Chevalleya.

C.4 Dzialanie grupy i algebry Liego na rozmaitosci

Definicja C.4.1. Dziataniem algebry Liego g na rozmaito$ci M nazywamy homomorfizm alge-
bry Liego w algebre Liego pdl wektorowych p: g~ I'(TM), § = p (&) = X. Pole wektorowe

p (&) nazywamy fundamentalnym polem wektorowym.

Definicja C.4.2. Dziataniem grupy Liego G na rozmaitoSci M nazywamy homomorfizm
¥Y: G — Diff(M): g — gu przyporzadkowujacy kazdemu elementowi g € G dyfeomorfizm

gm: M — M, oznaczamy g-m := gy (m).

Odwzorowanie wyktadnicze exp: g — G definiujemy jako exp(X) = yx (1), gdzie yx jest

krzywa catkowa lewoniezmienniczego pola wektorowego X! na G, X!(e) = X.

Stwierdzenie C.4.1. Dziataniu grupy Liego G na rozmaitosci M, odpowiada dziatanie algebry

Liego algebra g na M, wyznaczone jednoznacznie: Xg(m) = % li=o0 exp(—t&) - m.

Twierdzenie C.4.1 (Lie-Palais). Niech M bedzie rozmaitosciq zwartq, wtedy dziataniu algebry
Liego g na rozmaitosci M odpowiada dziatanie jednospdjnej grupy Liego G.
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Niech bedzie dane ustalone dziatanie grupy Liego G na rozmaitoSci M.

Definicja C.4.3. Stabilizatorem (podgrupq izotropowq) punktu x € M nazywamy grupg Liego
Gy ={g € G; g-x=x}. Orbitq punktu x € M nazywamy zbiér G-x = {g-x; g € G}.

Stabilizator jest podgrupa Liego w G, o algebrze Liego gy := {§ € g; X¢(x) = 0}.

Definicja C.4.4. Dziatanie grupy Liego ¥: G — Diff(M) jest lokalnie swobodne, jesli dla
dowolnego punktu x € M stabilizator G, jest podgrupa dyskretna, r6wnowaznie algebra Liego

stabilizatora zanika g, = {0}.

Definicja C.4.5. Dziatanie grupy Liego ¥': G — Dif f(M) jest tranzytywne (przechodnie), jesli
dla dowolnych dwéch punktéw x,x’ € M istnieje g € G taki, ze g-x = x'.

C.5 Przestrzenie jednorodne

Niech G bedzie grupa Liego, H C G bedzie domknieta podgrupa. Oznaczmy przez
G/H = {gH,g € G} przestrzen ilorazowa sktadajaca si¢ z lewostronnych warstw. Z domknig-
tosci podgrupy H wynika, ze zbiér G/H jest gtadka rozmaitoscia. Dziatanie G na G/H zadane
przez g-aH = gaH jest tranzytywne.

Definicja C.5.1. Rozmaito$¢ M nazywamy jednorodng G-przestrzeniq, gdy dziatanie G na M

jest tranzytywne.

Jesli M jest przestrzenia jednorodna wzgledem dziatania grupy G, to dla ustalonego x € M
odwzorowanie ewaluacji ev, : G — M: ev,(g) = g - x, zadaje dyfeomorfizm 8 : G/H — M,
B(aH) = a-x gdzie H = G, jest stabilizatorem punktu x € M. Stad majac wyszczegdlnione
dziatanie grupy Liego G uzywamy oznaczenia przestrzeni ilorazowej G/H dla przestrzeni jed-
norodnych.

Dana rozmaito$¢ moze by¢ utozsamiona z przestrzeniami ilorazowymi na rézne sposoby, Na
przyktad sfera §"~! ¢ R” dopuszcza zaréwno dzialanie tranzytywne grupy SO(n) z podgrupa
izotropii SO(n — 1), jak i dziatanie grupy O(n) ze stabilizatorem O(n — 1). Ponadto §?'*! =~
SU(n+1)/SU(n) oraz $*"~! = Sp(n) /Sp(n—1).

Definicja C.5.2. Niech G dziala na M tranzytywnie, oznaczmy przez K stabilizator punktu
o € M, wtedy reprezentacjq izotropowq nazywamy dziatanie K — GL(T,M) : g — g« |o.

Reprezentacje dualng do reprezentacji izotropowej nazywamy koizotropowq.

C.6 Odwzorowanie momentu

Niech (M;,I1;), (M>,I1;) beda rozmaitoSciami rézniczkowymi z okre§lonymi na nich

strukturami Poissona.
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Definicja C.6.1. Odwzorowaniem Poissona (lub inaczej odwzorowaniem kanonicznym) nazy-
wamy p : (M,I1}) — (M;,,I1) takie, ze dla dowolnych funkcji f,g € &(M)) zachodzi
p{f.e 2 = {p*f,p*g}™, to znaczy p.I1; , = I, ,(y) dla wszystkich x € M.

Powiemy, ze podrozmaito$¢ L z okreSlong na niej struktura Poissona jest podrozmaitosciq

Poissona w (M,I1), jesli wtozenie j : L — M jest odwzorowaniem Poissona.

Lemat C.6.1 ([Wei83]). Podrozmaitos¢ L C M jest podrozmaitosciq Poissona wtedy i tylko
wtedy, gdy w dowolnym punkcie x € L zachodzi zawieranie IN(T; M) C T,L, réownowaznie wszys-

tkie Hamiltonowskie pola wektorowe sq styczne do L.

Lemat C.6.2 ([Wei83]). Niech p : M; — M,, p(My) = M, bedzie odwzorowaniem Poissona,
niech f € C*(M,). Wtedy trajektoria hamiltonowskiego pola wektorowego 1r(f) na M, jest
obrazem trajektorii pola T1;(f o p) na M.

Niech G bedzie spdjna grupa Liego, o algebrze Liego g, dziatajaca na rozmaitosci (M, I1),
mamy wtedy okre§lony homomorfizm algebr Liego p : g — I['(TM).

Definicja C.6.2. Dziatanie p: g — I'(TM) jest hamiltonowskie, jesli istnieje odwzorowanie
J:g—>EM): E— fe sprawiajace, ze ponizszy diagram jest przemienny:

g —1— &m)

N

[(TM)

Definicja C.6.3. Odwzorowanie y : M — g*: x — L, takie, ze dla dowolnego & € g: p(&)
jest hamiltonowskim polem wektorowym z funkcja Hamiltona fg(x) = ((&), nazywamy

odwzorowaniem momentu.

Tak zdefiniowane u jest odwzorowaniem Poissona (M,IT) — (g*,I14+), gdzie Iy« jest kano-

niczng struktura Liego—Poissona wprowadzona w Przyktadzie 3.3.1.

Przytoczymy tak zwany Lemat o bifurkacji, uzywany w dowodach Twierdzen 4.3.1, 5.4.1.

Lemat C.6.3 ([OR04], Lemat o bifurkacji). Niech dziatanie algebry Liego g na rozmaitos¢
Poissona (M,I1) bedzie dziataniem hamiltonowskim, z odwzorowaniem momentu | : M — g*.
Ustalmy punkt x € M, oraz oznaczmy przez F lis¢ symplektyczny przechodzqcy przez punkt x.
Wowczas Ty (T F) = (gx)°, gdzie (gx)° oznacza anihilator w g* algebry Liego stabilizatora g,.
Gdy M jest rozmaitosciq symplektyczng to im Tyt = (gy)°.
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