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Recenzja rozprawy doktdrskiej mgr Agnieszki Zigby “Infinitesimal Generators
of Quadratic Harnesses”.

Wstep

W rozprawie Pani Agnieszka Zigba zajmuje si¢ badaniem generatoréw infinitezymalnych tzw.
kwadratowych harneséw. Harnesy sa procesami stochastycznymi (X;)¢>0, dla ktérych warunkowa
wartogé oczekiwana X; wzgledem “przyszlosci” i “przesziosci” zalezy tylko od ostatniej znanej
wartodci w “przeszlodei” i pierwszej znanej w “przyszlodci”, przy czym zaleznoéé ta jest liniowa.
Sciglej méwiac zachodzi '
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dla dowolnych 0 < s < t < u, gdzie F,, = o(XT ir € [O, s] U [u,00)). Przyktadami harnes6w sg
np. procesy Levy’ego o skoniczone] wartosci oczekiwanej, ale ta klasa jest duzo bogatsza. Wezsza,
ale r6wniez obszerna klasa badana w rozprawie, to harnesy kwadratowe, gdzie oprocz (1) zaklada
sie takse, e drugi moment warunkowy E(X?|F; ) dla s,t,u jak wyzej, pisze si¢ jako pewien wie-
lomian drugiego stopnia dwéch zmiennych ewaluowany w (X, X,,). Wiadomo, ze wspétczynniki
tego wielomianu oraz rozklad kwadratowego harnesu sa jednoznacznie opisane przez pieé para-
metrow, dlatego uzywa sie oznaczenia zwigzanego z tymi parametrami QH(n, 9, 0,7, q).

Pojecie harnesoéw zostalo wprowadzone w 1967 roku przez Hammersleya. Harnesy i kwadra-
towe harnesy byly nastepnie badane przez wielu autoréw. W szczegdlnoéci nalezy tu wymienié
cykl prac Bryca, Wesolowskiego (Promotora obecnej rozprawy), a takze Matysiaka z ostatnich
20 lat.

Procesy badane w rozprawie sa procesami Markowa (na og6! niejednorodnymi), zatem na-
turalne jest dla nich badanie generatorow infinitezymalnych, gdyz pozwalaja one odczytaé wiele
wlasnosci proces6w Markowa, a takze, przy odpowiednich warunkach, wyznaczaja one operator
przejécia.

Zasadniczym zagadnieniem rozprawy jest opis generatoréw infinitezymalnych kwadratowych
harnes6w w mozliwie ogélnym przypadku. W pracy bada sie tzw. slabe generatory infinitezy-
malne. Slaby prawy generator infinitezymalny, definiowany jako punktowa granica
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gdzie P; ;4 jest operatorem przejécia procesu Markowa. Analogicznie definiuje sig staby lewy ge-
nerator infinitezymalny A;". Wiadomo, ze w przypadkach rozwazanych w rozprawie (w tym przy
zalozeniu istnienia wszystkich moment6w) prawy i lewy generator infinitezymalny zgadzaja sie na
wielomianach i uzywa si¢ wtedy oznaczenia A;. Wiadomo ponadto (Agoitia -Hurtado), ze ist-
nienie granicy punktowej w (2) 1mp11ku3e istnienie granicy w sensie normy w pewnej przestrzeni
Banacha wielomianéw.

W tych rozwazaniach istotne jest, ze kwadratowe harnesy sg, procesami wielomianowymi -
operator przejicia B ;1 przeksztalca wielomiany w wielomiany niewigkszego stopnia. Pozwala to
zastosowaé podejécie algebraiczne do badania operatoréw przejécia i generatoréw infinitezymal-
nych pojawiajace sie juz wezesniej w pracach Bryca i Wesotowskiego (np. [24] - odsytacze zgodnie
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z numeracja w rogprawie). Nalezy zaznaczy¢ jednak, ze w rozprawie te techniki zostaly znacznie
rozwiniete. Pojawiaja sie nowe warunki w terminach ciggéw wielomianéw ortogonalnych.

Struktura pracy

Rozprawa sklada sig z 10 rozdzialéw oraz dwoch dodatkéw. W pierwszym rozdziale przed-
stawione sa podstawowe definicje harnesu, harnesu kwadratowego i proceséw wielomianowych.
Zawiera on tez najwazniejsze twierdzenie rozprawy - Twierdzenie 1.6.1 opisujace generatory infi-
nitezymalne harneséw kwadratowych dla funkeji bedacych wielomianami. W rozdziale 2 przefor-
mulowano problem w jezyku algebraicznym oraz zredukowano go do przypadku 7 = 0. Nastepnie
udowodniono twierdzenie dla 7 = 0 z innymi zalozeniami (A1)-(A3). Sa to bardzo techniczne
zatozenia sformulowane w jezyku algebraicznym. W rozdziale 3 uog6lniono Twierdzenie 1.6.1 do
wickszej klasy funkcji. W rozdzialach 4-6 wykonano gtéwna techniczng prace dowodu Twierdze-
nia 1.6.1 polegajaca na wykazaniu, ze zalozenia (A1)-(A3) wynikaja z zalozet Twierdzenia 1.6.1.
W rozdzialach 7-9 uzywane wczesniej techniki zostaly zastosowane w konkretnych przyktadach.
Ponadto, w rozdziale 9 podano alternatywne podejscie algebraiczne do problemu generatora
infinitezymalnego harneséw kwadratowych w przypadku g = 1 —2/07. Rozdzial 10 zawiera dys-
kusje wynikéw. W dodatku A przestawiono elementy teorii wielomianéw ortogonalnych uzywane
w pracy. Dodatek B zawiera oznaczenia.

Najwazniejsze wyniki i ocena rozprawy

Najwazniejszymi wynikami rozprawy sg Twierdzenia 1.6.1 oraz 3.3.1. Pierwsze z nich podaje
opis generatora infinitezymalnego na wielomianach w przypadku dosé ogélnych kwadratowych
harnes6w. Rozwaza si¢ harnesy kwadratowe o skoniczonych wszystkich momentach, o parametrach
speliajacych warunek (1.9) w pracy:

—-1<q¢<1-2oT, 0<or<1. (3)

W Twierdzeniu 3.3.1 wynik ten zostal rozszerzony z wielomianéw na szersza klase funkcji, ale przy
dodatkowym zalozeniu o procesie. Wyniki te w istotny sposéb rozszerzaja wczesniejsze rezultaty
Bryca i Wesotowskiego dla duzo bardziej ograniczonych klas proceséw. Autorka w twoérczy sposob
rozwija metody algebraiczne do badania generatoréw kwadratowych harneséw zapoczgtkowane
przez wspomnianych wyzej matematykéw.

W Twierdzeniu 1.6.1 generator infinitezymalny w dzialaniu na wielomianach jest wyrazony
przy pomocy funkcjonalu momentowego odpowiadajacego pewnemu (stabo) ortogonalnemu cig-
gowi wielomianéw. Ten cigg wielomianéw zalezy od parametréw harnesu kwadratowego i jest
opisany w sposob rekurencyjny.

Nie bede przytaczaé catego twierdzenia, bo jest dosé ztozone. W prostszym przypadku, gdy
dodatkowo 1 + nz 4+ 0%z > 0 funkcjonal momentowy daje sie zapisaé w postaci catkowej, a
generator infinitezymalny od wielomianu f ma postaé

Arf(z) = /1 2 <M> piz ¢ (dy) (4)
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gdzie pu, ; zalezy tez od parametréw harnesu, iy = %‘(%;%%E%J i vyt jest miarg probabilstyczna,
wzgledem ktoérej wielomiany zadane wzorem rekurencyjnym sg stabo ortogonalne.

W Twierdzeniu 3.3.1, w przypadku q € [~1,1 — 2y/07), 1 + nz + 0%z > 0, rozszerzono
Twierdzenie 1.6.1 z wielomianéw na funkcje klasy C? z ograniczong druga pochodna. Zachodzi
ten sam wzor (4). To rozszerzenie jest stosunkowo naturalne i w obliczu Twierdzenia 1.6.1 niezbyt
trudne, ale dobrze uzupelia wynik Twierdzenia 1.6.1.

Po zrézniczkowaniu we wzorze (4) widaé, ze dla tych harneséw kwadratowych, ktére sg proce-
sami Levy’ego wzér (4) jest odpowiednikiem standardowego wzoru na generator infinitezymalny
procesoéw Levy’ego (dla odpowiednich funkeji f). Wtedy pz4 nie zalezy od ¢ oraz mozna ja tatwo
wyrazi¢ przy pomocy z, wspotczynnika dyfuzji oraz miary skokéw (miary Levy'ego) procesu.
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Twierdzenia 1.6.1 i 3.3.1 pokazuja, ze dla do§é¢ og6lnych harneséw kwadratowych postaé jest
podobna, ale z pewng bardziej skomplikowang miarg p; ;. Podana jest charakteryzacja tej miary,
jako miary ortogonalizujacej konkretny ciag wielomianéw, zalezny od parametrow harnesu kwa-
dratowego.

Z jednej strony wynik w terminach wielomianéw wyglada na dos¢ skomplikowany i na pierw-
szy rzut oka trudno jest z niego odczytaé miare ps s czy, w ogéblniejszym przypadku, funkcjonat
momentowy patrzac na rekurencje wielomianows nawet w dobrze znanych przypadkach. Autorka
podaje przyklad, jak odtworzy¢ przypadek procesu Wienera, a w kolejnych rozdzialach stosuje
sw6j wynik réwniez w innych znanych przypadkach. Jednak niewatpliwg zaleta tego podejscia jest
to, iz otrzymany wynik jest bardzo ogélny, a mimo skomplikowania, wszystkie wielkosci sa dane
explicite, wspétczynniki we wzorach rekurencyjnych opisujacych wielomiany dane sa w sposéb
jawny w zaleznosci od parametréw procesu, jest tez jasne, jak wylicza¢ funkcjonal momentowy.

Ogolny schemat dowodu wykorzystuje podejécie algebraiczne z pracy Bryca i Wesolowskiego
[24], ktory (w skrocie) wyglada nastepujaco: Wykorzystujac fakt, ze rozwazane procesy sg pro-
cesami wielomianowymi ttumaczy si¢ problem na jezyk algebraiczny. Rozwaza si¢ algebre Q
nieskonczonych ciggéw wielomianow. Szuka si¢ elementu bedacego ciggiem zlozonym z Ay w
dziataniu na kolejne jednomiany o coraz wyszszych stopniach: Ay = (A;(1), Ay(2), Ae(2?),...).
W tym celu wystarczy znalezé tzw. pregenerator Hy = AF — FA;, gdzie F = (z, x22,23,...).
Element H; przestrzeni Q spelnia pewne czysto algebraiczne réwnanie, nazywane réwnaniem
g-komutacyjnym (patrz (2.11) — (2.12) w pracy), ze wspélczynnikami zaleznymi od parame-
trow harnesu. Ponadto, przy stabych zalozeniach rozwiazanie jest jednoznaczne. Mozna wige
szukaé najpierw rozwiazania rownania g-komutacyjnego, a nastepnie z H; odtworzy¢ A:. Ten
schemat jest opisany w rozdziale 2 pracy.

Nalezy jednak zaznaczyé, ze ten ogolny schemat jest dopiero poczatkiem pracy, bo zasadnicza
trudnoéé polega na rozwigzaniu réwnania ¢g-komutacyjnego. Wezesniejsze wyniki dotyczyty bar-
dzo specyficznych proceséw: wolnych kwadratowych harneséw oraz kwantowego procesu Bessela.
Ponadto, w pracy [44] (preprint dostepny w arxiv) Agnieszka Zieba wraz z Jackiem Wesolow-
skim przedstawili rozwiazanie w przypadku harnesow kwadratowych z parametrem o = 0. Wynik
zaprezentowany w rozprawie idzie duzo dalej.

W rozdziale 2, stosujac doéé pomystows zamiane czasu, wykonano redukcje przypadku ogél-
nych QH (n, 0; 0,7, q) harneséw do sytuacji, gdy 7 = 0, a nastepnie, udowodniono gtéwne Twier-
dzenie 1.6.1 dla o7 = 0, przy innych, bardzo technicznych zalozeniach (zalozenia (A1)-(A3) na
str. 39-40), wyrazonych w jezyku algebry ciaggow wielomianéw. Najbardziej zlozona czeéé dowodu
Twierdzenia 1.6.1 polega na sprawdzeniu, ze te techniczne zatozenia wynikajg z zalozenia (3).
Temu poswiecone sg rozdzialy 4-6 rozprawy.

Dowéd tego twierdzenia wyglada naprawde imponujaco. Jest bardzo zlozony, skladajacy sie z
wielu krokéw. Przestrzen ciggéw wielomianéw Q rozbito na odpowiednie podprzestrzenie Q.
Zidentyfikowano najwazniejsze elementy tych przestrzeni z punktu widzenia twierdzenia, ich
wlasnosci i zwigzki je wiazace. W pracy jest wiele zadziwiajacych i zaskakujacych tozsamodci.
Wymyslenie tych tozsamosci i poskladanie wszystkiego w calo§¢ wymagalo z cala pewnodcig
ogromnej pomyslowosci, a takze sprawnoéci technicznej. Juz nawet samo przeéledzenie tego do-
wodu wymaga sporego wysitku, mimo iz kazdy z pojedynczych krokéw na ktére rozbito dowéod
jest nietrudny. Pomimo duzego skomplikowania tego dowodu, Doktorantka stara sie maksymalnie
ulatwié¢ czytelnikowi zadanie, rozbijajac dowod na poszczegdlne, czytelne kroki. Argumentacja
zawiera wystarczajacy iloéé szczegdlow, z duzg troska o czytelnika zapewnione sg odsylacze do
wezedniejszych wzordw. ‘

Brakowalo mi troche przedstawienia idei idei stojacej za dowodem wynikania zatozen (Al)-
(A3) z zalozen Twierdzenia 1.6.1. Po doéé dlugich, ztozonych rachunkach na koniec wszystko
sie sktada w niemal magiczny sposéb. Z cala pewnoscia Autorka doskonale zrozumiala jak wla-
snoéci kwadratowych harneséw przeformutowaé w sposéb algebraiczny i dlatego byla w stanie do-
wod przeprowadzié. Rozumiem jednak, ze bardziej intuicyjne przedstawienie idei dowodu bytoby
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bardzo trudnym, jesli nie karkolomnym zadaniem. Zaznaczam jednoczesnie, ze kroki dowodowe
sg przeprowadzone jasny do przesledzenia sposob.

W rozdzialach 7-9 uzywane wczesniej techniki zostaly zastosowane w konkretnych przykta-
dach: wolnych kwadratowych harneséw, harneséw kwadratowych z parametrem ¢ = —1 (w tym
procesu bi-Poissona), a takze w sytuacji ¢ = 1 — 2¢/o7.

W tym ostatnim przypadku, w rozdziale 9, podano alternatywne podejscie algebraiczne do
problemu generatora infinitezymalnego harneséw kwadratowych. Bardziej bezpoérednio rozwig-
zuje sie réwnanie g-komutacyjne (2.11)-(2.12) uzywajac funkcji cotangens i jej rozwinigcia. Jest
to bardzo pomystowe podejécie. Nie korzysta sig tu z rekurencji wielomianowej i miary ortogona-
lizujacej te wielomiany, ale bezposrednio rozwigzuje si¢ rownanie g-komutacyjne. Z tego wzgledu
metoda ta jest prostsza, ale z drugiej strony mniej ogélna.

Praca jest napisana bardzo starannie, niemal brak jest literowek. Rozumowania przedstawione
sa w spos6b jasny i klarowny, zapewnione sa odsylacze do wezesniejszych wzoréw. Znalaztam
tylko bardzo niewielkie niedociagnigcia. Np. aby zachodzit wzér (1.3) - dotyczacy istnienia granic
prawie na pewno w zerze i w nieskoriczonosci, nalezy wzia¢ modyfikacje cadlag procesu (ktéra
oczywidcie istnieje), podczas gdy w definicji harnesu, podanej w pracy, nie zaktada si¢ regular-
nosci trajektorii. "

Wyniki uzyskane w rozprawie pozostawiajg pole do dalszych badan. Chcialoby si¢ dostaé
np. bardziej jawny wzor na znormalizowany funkcjonal momentowy czy tez miarg ortogonalizu-
jaca wielomiany w terminach parametréw harnesu. Daje si¢ powiedzieé co§ wigcej w przypadku
konkretnych proceséw, jednak ogélna posta¢ nadal wyglada dosé¢ tajemniczo. By¢é moze mozna
liczy¢ na to, ze przyszlosci uda sig uzyskaé np. lepszy opis miar pg; we wzorze (4) m.in. korzy-
stajac z wynikéw niniejszej pracy i dokladniej przygladajac si¢ wielomianom, ktére miara ma
ortogonalizowag. ' '

Publikacje

Mgr Agnieszka Zigba jest wspolautorks jednego opublikowanego artykutu: “Flows in near
algebras with applications to harnesses”, wsp6lnego z W. Brycem i J. Wesotowskim, Colloquium
Mathematicum, 170 (2022), no. 2, 211-238.

W repozytorium Arxiv widoczna jest tez praca w formie preprintu: “Infinitesimal genera-
tors for a family of polynomial processes — an algebraic approach” wspoélna z J. Wesolowskim
(21 stron). Wiaze sie ona §cifle z przedstawiong rozprawy i dotyczy przypadku o = 0. Z infor-
macji uzyskanych bezposrednio od Promotora wynika, ze Pani Zigba miala znaczacy wkiad w
te wspoélng prace, pierwotna wersja dowodu w przypadku o = 0 nalezala do Doktorantki, w tym
odgadniecie 1 udowodnienie dwéch waznych identycznosci. Swoj udzial prof. Wesolowski ocenit
na 30%.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze rozprawa doktorska zawiera znacznie ogélniejsze wyniki oraz
nowe pomysly, jest tez duzo bardziej ztozona. Majg one byé podstaws samodzielnej publikacji
Doktorantki.

Konkluzja

Przedstawiona do oceny rozprawa dotyczy trudnych zagadnien. Zawiera dalece nietrywialne
wyniki, opisujace postaé generatora infinitezymalnego duzej klasy harneséw kwadratowych. Znacz
nie rozszerzaja one dotychczasowe rezultaty. Doktorantka wykazala sie bardzo dobrym zrozumie-
niem tematyki i niesamowity bieglodcig techniczna, uzywajac technik algebraicznych do rozwia-
zania problemu dotyczacego proceséw stochastycznych. Na uwage zastuguje fakt, ze Autorka
poradzila sobie ze znacznym skomplikowaniem problemu, wykazujac sie przy tym duza samo-
dzielnodcig.
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Uwazam, ze rozprawa spelnia wszystkie wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane roz-
prawom doktorskim dlatego wnosze o dopuszczenie do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
Whnosze takze o wyrdznienie rozprawy.
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