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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ PANI MGR KAROLINY OKRASY
PT. GRAPH HOMOMORPHISMS: FROM STRUCTURE TO ALCORITHMS

Omoéwienie zawartosci pracy wraz z jej oceng

Omawiana rozprawa skupia si¢ na problematyce ztozonosci obliczeniowej probleméw homo-
morfizmu graféw. Dla ustalonego grafu H problem homomorfizmu HoM(H) dotyczy pytania,
Jaka zlozono$¢ maja algorytmy, ktore okreslaja czy istnieje homomorfizmm z wejsciowego grafu
G do H. W wersji listowej LHOM(H) dodajemy jeszcze warunek, ze homomorfizm moze od-
wzorowywal wierzchotki grafu G tylko na niektére z wierzchotkow grafu H. Klasyczne juz
wyniki okreslaja dokladnie w jakich przypadkach (dla jakich grafow H) ten problem jest NP-
zupelny. Odpowiedz jest znana zaréwno dla wersji klasycznej jak i listowej problemu. Autorka
rozprawy skupia sie na tych grafach H, dla ktérych problem jest NP—zupelny i idzie o krok da-
lej. Podaza za nurtami badan majacymi na celu okreslenie konkretniej zlozonosci obliczeniowe;
probleméw NP-zupelnych w kontekscie nie tylko hipotezy P vs NP, ale bardziej szczegdto-
wych hipotez ETH (ang. Exponential Time Hypothesis) i SETH (ang. Strong Exponential
Time Hypothesis). Szczegélowym celem rozprawy jest okreslenie, jak pewne wlasnosci grafowe
grafu G wplywaja na ztozonosé¢ obliczeniowa probleméw HoM(H) i LHoM(H). A doktadnie
rzecz biorac w pracy podjeto sie okreslenie ztozonosci obliczeniowej znanych probleméw z klasy
NP-zupelych (HOoM(H) i LHOM(H)) dla klas graféow G spelniajacych pewne naturalne za-
tozenia jak: okreslona szeroko$¢ drzewiasta, okreslona szerokos¢ klikowa, czy pewne konkretne
zabronione podgrafy.

Recenzowana rozprawa doktorska, liczaca 211 stron, sklada sie ze streszczenia, jednego roz-

dzialu wstepnego, szedciu rozdziatow przedstawiajacych wyniki rozprawy, jednego rozdziatu
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dotyczacego powigzanych wynikow oraz bibliografii, ktéra obejmuje 116 pozycji.

W pierwszym, wstepnym rozdziale autorka bardzo obszernie przedstawia historie badan
w zakresie rozpatrywanych przez nia problemow. W prawie wszystkich omawianych w rozdziale
wstepnym zagadnieniach, nawiazuje do problemu kolorowania i jego zwiazku z problemem ho-
momorfizmu. Najpierw ogélnie opisuje wyniki dotyczace tego pierwszego. Nastepnie przystepuje
do opisu szczegbtowego wynikow dotyczacych homomorfizmow HoMm(H) i homomorfizméw li-
stowych LHOM(H ), nie zapominajac o kontekécie zwiazanym z problemem kolorowania. Oma-
wia zaréwno te rezultaty mieszczace sie w zakresie badan dotyczacych hipotezy P vs NP, jak
1 te podejmujace juz bardziej doglebna analize zlozonosci obliczeniowej probleméw w kontek-
scie hipotez ETH (ang. Exponential Time Hypothesis) i SETH (ang. Strong Exponential Time
Hypothesis). Wspomina takze swoje weze$niejsze, nie ujete w pracy, badania prowadzone w tej
tematyce. Przedstawia bardzo doktadnie motywacje za podjeciem sie konkretnych probleméw
omowionych w pracy. W ostatniej czesci rozdziatu opisane sa publikacje, ktore sa baza pracy,
glowne tezy prezentowane w rozprawie oraz struktura rozprawy.

Podsumowujac, rozdziat ten jest bardzo obszernym i wyczerpujacym wprowadzeniem w za-
gadnienia rozwazane w rozprawie. Autorka wykazata sie bardzo szeroka wiedza 1 doglebna
znajomoscia literatury tematu. Rozdzial tez zawiera wiele argumentow za tym, ze rozwazane
w rozprawie problemy maja naturalna motywacje we wezesniejszych pracach szerokiego grona
badaczy oraz niewatpliwie wpisuja sie w gtéwne nurty badani w podjetej tematyce.

W drugim rozdziale przedstawiono podstawowe, klasyczne definicje, ktore sa niezbedne do
zrozumienia dalszej czesci rozprawy.

Rozdzial trzeci ma za zadanie wprowadzi¢ pojecia i podstawowe whasnosci grafowe, ktore
beda potrzebne do analizy problemu homomorfizmu. Na przyktad przedstawiono tematyke de-
kompozycji graféw na czynniki pierwsze i szeroka game zwiazanych z nimi definicji 1 wlasnosci.
W rozdziale nie ograniczono si¢ do przedstawienia definicji. Sa tez omoéwione pewne obserwacje
1 twierdzenia, ktére bedg potrzebne w dalszej czesci rozprawy.

Nalezy podkredli¢, ze wszystkie rozdzialy wprowadzajace (drugi, trzeci i kolejny oméwiony
pozniej piagty) sa bardzo dobrze napisane. Po kolei, precyzyjnie, z odpowiednio ilustrujgcymi
przyktadami, zaznajamiaja czytelnika zaréwno z podstawowymi definicjami dotyczacymi pro-
blematyki w ogole, jak i tymi, ktore zostaly okrelenie specjalnie na potrzeby uzyskania wyni-
kow.

Rozdzial czwarty jest poswiecony zlozonosci problemu HoMm(H) w kontekécie szerokosci
klikowej grafu. W pierwszej czesci skupia sie na przedstawieniu algorytmu, ktory dla dowol-
nego grafu H oraz dla dowolnego G o zadanej szerokosci klikowej ¢ i zadanej dekompozycji
tego grafu z parametrem ¢ okresla, czy istnieje homomorfizm z G do H. Innymi stowy pierwsza

czeSe jest poswigcona gornemu oszacowanie na ztozono$é obliczeniowa problemu Hom (H) dla



grafu G z zadana szerokoscia klikowa. Dla zadanego grafu G z okreslona jego i—dekompozycja
(zwiazana z jego szeroko$cia klikows t) definiujemy rodzing funkcji P, dla elementow 7 (grafow
posrednich G,) z dekompozycji. Funkcje P, sg Scisle zwigzane z pewnymi homomorfizmami
z G, (grafu dekompozycji) do H. Gléwna idea algorytmu opiera si¢ na kontrolowaniu za po-
moca funkcji P, mozliwych obrazéw (w H) sysiadow wierzchotkow, dla ktorych w momencie 7
(konstrukeji grafu G na bazie t-dekompozycji), jeszcze nie znamy calego sasiedztwa. W tym celu
zdefiniowane zostaly tak zwane signature sets podzbiorow wierzcholkow jak i signature number
grafu. Dla zadanej funkcji P, analiza wydaje si¢ naturalna. Jednak w mojej opinii najistotniej-
sze, najbardziej kreatywne i bardzo wartosciowe w rozwigzaniu problemu bylo okreslenie, ze
to signature number grafu H decyduje o zlozonoSci problemu HoMm(H) w przypadku zadanej
t-dekompozycji oraz ujecie formalnie intuicji za tym sie kryjacej w postaci P.. Oméwiono takze
konsekwencje wyniku w kontekécie rozkladu kory grafu H na czynniki pierwsze. W drugiej
czesci rozdzialu czwartego skupiono sie na dowodzie ograniczenia dolnego na zfozono$¢ obli-
czeniowa problemu, przy zalozeniu SETH. Wykorzystano w tej czesci znane wyniki M. Lapisa
dotyczacy ztozonosci obliczeniowej pewnego wariantu constraint satisfaction problem. Aby bylo
to mozliwe, sprowadzono problem HoM(H) do pewnego mu réwnowaznego oraz wykorzystano
jako narzedzie constructable sets opisane w rozdziale 3. Jak w poprzedniej czeSci rozdziatu an-
torka wykazala sic tutaj zaréwno wiedza jak i bardzo duza kreatywnoscia, ale przede wszystkim
gltebokim zrozumieniem istoty problemu.

Rozdzialy 5 i 6 sa poswiecone problemowi LHOM(H) w kontekscie szerokosci drzewiaste]
grafu H. Jest to najbardziej obszerny fragment pracy nie bez powodu. Aby mozna bylo roz-
wazaé wersje listows trzeba bylo sie zmierzy¢ ze stworzeniem nowej konstrukeji rozktadu grafu
na elementy ,bazowe”. W kontekscie HOM(H) takie rozktady byly znane wczeSniej i zostaly
opisane w rozdziale 3. Natomiast w tym przypadku nalezalo zbudowa¢ cala konstrukcje od po-
czatku. Dekompozycje sa bardzo techniczne i niestety nie tak naturalne jak to byto w przypadku
rozkladu na czynniki pierwsze, ale wynika to z charakteru problemu. Gléwny wniosek z tych
rozwazan zostal ujety w twierdzeniu 6.1.6. W dalszej czesci zostaly przedstawione dowody na
ograniczenie goérne i dolne zlozonosci obliczeniowej. Jak w poprzednim przypadku o ztozonosci
problemu decydowal signature number s(H), tak tutaj kluczowy jest specjalnie zdefiniowany
parametr i*(H) grafu H. Jego znaczenie wynika naturalnie z analizy problemu. Wykorzystujac
zbudowane juz konstrukcje, dowod ograniczenia gornego nie stanowit bardzo duzego wyzwania.
Natomiast duza czes¢é dowodu jest poswiecona ograniczeniu dolnemu. Glownym technicznym
problemem do pokonania w tej czesci pracy bylo stworzenie odpowiednich list gadgets po-
trzebnych do redukeji rozwazanego problemu do problemu kolorowania. W mojej opinii te dwa
rozdzialy pracy sa najciekawsze (co oczywiscie nie umniejsza znaczenia pozostatych wynikow

prezentowanych w rozprawie), gdyz stwarzaja narzedzie dekompozycji grafu, ktére potencjalnie



moze by¢ wykorzystane w dalszych badaniach innych, pokrewnych probleméw.

Przedostatni rozdzial skupia sie na problemie LHOM(H) dla instancji graféow z pewnymi
zakazanymi podgrafami. A mianowicie skupiono si¢ na przypadkach, gdy LHoM(H) dla tych
grafow G jest NP—trudny. W rozprawie rozwazano instancje bez Sciezek oraz grafy bez szponow
z krawedziami podzielonymi na $ciezki. Jak w poprzednich rozdziatach tak i w tym problemie,
autorka musiata wykaza¢ sie wiedzg i duzymi wprawa w zakresie dowodzenia. Juz wcze$niej
przedstawione wyniki z powodzeniem $wiadcza od umiejetnosciach autorki, jej wiedzy i tech-
nicznej biegtosci. Rozdzial 7 jednak jest ciekawym przykladem w jaki sposob stworzone w po-
przednich rozdzialach narzedzia moga by¢ wykorzystane w innych pokrewnych problemach.
Wyniki w nim przedstawione sa Swietnym argumentem za tym, ze technicznie zaawansowana
maszyneria stworzona w poprzednich rozdziatach, ma potencjat by¢ wykorzystywana w innych
problemach oraz podkresla znaczenie poprzednich wynikéw.

W ostatnim rozdziale krotko oméwione sa wyniki powigzane z tymi prezentowanymi w roz-
prawie. Podobnie jak rozdzial wstepny, ten rozdzial $wiadczy zaréwno o bardzo dobrym obe-
znaniu autorki z tematyka, jak i o aktualnosci i istotnosci podjetych w rozprawie zagadnien.

Wiekszos¢ przedstawionych w rozprawie wvnikow zostato juz opublikowanych:
y 3 y

R. Ganian, T. Hamm, V. Korchemna, K. Okrasa, K. Simonov. The Fine-Grained Comple-
xity of Graph Homomorphism Parameterized by Clique-Width, /9th International Collo-
quium on Automata, Languages, and Programming, ICALP 2022, volume 229 of LIPIcs,
pages 66:1-66:20;

K. Okrasa, M. Piecyk, P. Rzazewski. Full Complexity Classification of the List Homomor-
phism Problem for Bounded-Treewidth Graphs. {it 28th Annual European Symposium
on Algorithms, ESA 2020, volume 173 of LIPIcs,} pages 74:1-74:24;

K. Okrasa, P. Rzazewski. Complexity of the List Homomorphism Problem in Heredi-
tary Graph Classes. {88th Intentional Symposium on Theoretical Aspects of Computer
Science, STACS 2021, volume 187 of LIPIcs}, pages 54:1-54:17.

a takze pewne fragmenty w

K. Okrasa, P. Rzazewski. Fine-Grained Complexity of the Graph Homomorphism Problem
for Bounded-Treewidth Graphs, SIAM J. Comput., 50(2):487-508, 2021.

Prezentowane publikacje Swiadcza o wadze i aktualnodci uzyskanych rezultatow.

Rozprawa nie budzi duzych zastrzezen od strony edytorskiej. Praktycznie rzecz biorac znaj-
duja sie w niej tylko nieliczne mate uchybienia, literéwki, co przy tak niezmiernie obszernym
opracowaniu jest nieuniknione.

Ponizej przedstawiam kilka zauwazonych matych uchybien.
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W kontekscie szerokosci klikowej stosowane sa w co najmniej dwoch miejscach wymiennie
kit, (str. 271, str. 45 linie 1 i 16).

e Str. 29119 oznaczenie ,,~" nie zostalo wezesniej wprowadzone.

Str. 31, verticess — verticess.

Str. 509 properties graph — properties of graph

Str. 5ls_g .wklejony” fragment zdania z innej czesci tekstu.
9 5 JON J

Str. 109° Section 3.1.2 — Section 3.2.1.

Oczywiscie wszystkie te niedociggniecia nie sa istotne i nie wplywaja one na zrozumienie
pracy. Cheiatabym wiec podkresli¢, ze wspomniane wyzej zastrzezenia nie maja wpltywu na mojg
bardzo wysoka ocene rozprawy.

Reasumujac, rozprawa doktorska mgr Karoliny Okrasy zawiera oryginalne i nietrywialne wy-
niki, ktore stanowia oryginalne rozwiazanie kilku istotnych problemoéw naukowych. Rozprawa
jest niezmiernie obszerna i gdyby ograniczy¢ sie tylko do czesci z prezentowanych wynikow,
w mojej opinii bylyby one juz podstawa do nadania stopnia doktora. Badania przedstawione
w rozprawie dotyczg probleméw uznanych w swojej dziedzinie, sa naturalnie zmotywowane
i wpisuja sie w aktualne nurty rozwoju badan. Wyniki sa wspotautorskie a ich wersje sg juz
opublikowane w materialach konferencyjnych uznanych konferencji. Warto podkresli¢, ze jedna
7z prac jest wspolautorska w szerszym gronie wspotpracownikow, bez udziatu zadnego z pro-
motoréw, co dowodzi umiejetnosci wspolpracy i dojrzatosci naukowej autorki. Oceniajac catosé
pracy nalezy zauwazyC, ze uzyskanie zaprezentowanych rezultatéw wymagalo bardzo solidnego
warsztatu naukowego oraz ogromnej wiedzy poprzedzonej gleboks analiza weze$niej rozpatry-
wanych pokrewnych problemow. Autorka wykazala sie duza znajomoscia literatury i wezesniej
prowadzonych badani w podjetej tematyce. Metody dowodowe z jednej strony, patrzac na gtowna
metodyke postepowania, sa klasyczne dla dziedziny. Jednakze spogladajac na nie dokladniej wi-
da¢, ze wymagaly duzo wiecej niz tylko prostego dostosowania do rozpatrywanych probleméw.
Zaowocowalo to stworzeniem nowych narzedzi i technik, ktore moga by¢ potencjalnie wykorzy-
stane w rozwiazaniach innych probleméw. Podsumowujac, dowody sa innowacyjne, nietrywialne
i wymagaly bardzo ogromnej dozy pomystowosci i bardzo glebokiego zrozumienia rozpatry-
wanych zagadnien. Uzyskane wyniki sa niebanalne i Swietnie wpisuja sie w aktualne nurty
badan. Przeprowadzone rozumowania dowodza biegtosci autorki w wykorzystaniu i tworzeniu
réznorodnych, zaawansowanych metod, a takze szerokiej wiedzy, wnikliwosci, spostrzegawczosci

i pomystowosci.
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Wszystkie te powyzej wspomniane cechy prezentowanej rozprawy $wiadcza o tym, ze roz-
prawa doktorska mgr Karoliny Okrasy spelnia z naddatkiem warunki stawiane rozprawom dok-

torskim 1 w mojej opinii zastuguje ona na wyréznienie.
Podsumowanie

Uwazam, ze ztozona rozprawa doktorska mgr Karoliny Okrasy niewatpliwie spelnia wyma-
gania ustawowe i zwyczajowe stawiane pracom doktorskim i wnioskuje o dopuszczenie rozprawy
doktorskiej mgr Karoliny Okrasy do dalszych etapow przewodu doktorskiego. Majac na uwadze

wysoki poziom rozprawy wnioskuje takze o jej wyroznienie.
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