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Recenzja rozprawy doktorskiej Karoliny Okrasy

pt. Graph Homomorphisms: From Structure to Algorithms

Rozprawa doktorska Karoliny Okrasy dotyczy problemu znajdywania homomorfizmu po-
miedzy dwoma grafami. Homomorfizmem miedzy grafem G a grafem H nazywamy dowolng
funkcje h ze zbioru wierzchotkéw V (G) w zbidr wierzchotkéw V (H), taka, ktéra zachowuje
relacje sasiedztwa, czyli jesli vu € E(G) to h(v)h(u) € E(H). Dla zadanego grafu H problem
decyzyjny polega na tym, ze algorytm na wejsSciu otrzymuje graf G, za$ algorytm odpowiada
na pytanie, czy istnieje homomorfizm z grafu G w graf H. Przy zadanym od goéry grafem
celu H problem ten oznaczany jest jako Hom(H). Warto zauwazy¢, ze jezeli H jest klika na
k wierzchotkach to powyzszy problem jest de facto pytaniem, czy graf G jest k-kolorowalny.
Autorka rozwaza takze listowa wersje powyzszego problemu. R6zni si¢ on od powyzszego tym,
ze dodatkowo algorytm otrzymuje przypisanie [ : V(G) — 2V(H) ktére kazdemu wierzchotkowi
z G przypisuje zbiér dozwolonych wierzchotkéw z H. Oznacza to, ze szukany homomorfizm
h:V(G) — V(H) musi spetnia¢ h(v) € I(v) dla kazdego v € V(G). Problem ten oznaczany
jest jako LHom(H). Problem LHom(H) jest uogdlnieniem Hom(H) dlatego, ze wystarczy na
wejsciu jako funkcje dopuszczalnych wierzchotkéw podaé zbiér wszystkich wierzchotkéw V (H)
dla kazdego wierzchotka z G, to znaczy [(v) := V(H) dla kazdego v € V(G).

Najprostsze rozwiazanie brute-force dla problemu Hom(H) daje algorytm o ztozonosci
\V(H)|IV©lpoly(|V(G)|), gdzie G to graf podany na wejsciu algorytmu. Cygan i inni.! udowod-
nili, ze przy zalozeniu hipotezy ETH, powyzsze rozwiazanie jest optymalne. Jezeli na wejSciu
algorytm otrzymuje graf G z rozktadem drzewiastym poSwiadczajacym szerokosS¢ drzewiasta
o wielomianowej wielkosci wzgledem |V (G)|, to za pomocg programowania dynamicznego

mozna znalez¢ szukany homomorfizm w czasie |V (H )]’W(G)poly(\V(G)]), gdzie tw(G) ozna-
cza szeroko$é drzewiasta grafu G. Okrasa i Rzazewski> pokazali, ze w przypadku, gdy graf

1M. Cygan, E.V. Fomin, A. Golovnev, A.S. Kulikov, I. Mihajlin, J. Pachocki, A. Socala. Tight lower bounds on
graph embedding problems. J. ACM, 64(3):18:1-18:22, 2017.
ZK. Okrasa and P. Rzazewski. Fine-grained complexity of the graph homomorphism problem for bounded-

treewidth graphs. SIAM J. Comput., 50(2):487-508, 2021.
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celu H spetnia warunki bycia tzw. nietrywialnym (ang.) projective core? powyzszy wynik jest
optymalny przy zatozeniu hipotezy SETH.

Wyniki przedstawione w rozprawie mozna podzieli¢ na trzy czgsci. Pierwsza dotyczy pro-
blemu Hom(H) przy zatozeniu, ze graf prezentowany na wejsciu ma ograniczong szerokos¢
klikowa. Druga dotyczy problemu LHom(H) przy zatozeniu, ze graf prezentowany na wejsciu
ma ograniczong szeroko$¢ drzewowa. Ostatnia czg¢$¢ skupia si¢ na problemie LHom(H) przy
zatozeniu, ze graf prezentowany na wejsSciu nie posiada zabronionej podstruktury.

W pierwszej czesci autorka skupia si¢ na problemie Hom(H) przy zatozeniu, ze graf prezen-
towany na wejSciu ma ograniczong szerokoS¢ klikowa. Autorka rozwigzata powyzszy problem
(Twierdzenie 1.3.2) przy zatozeniu, ze graf celu H spelnia warunki bycia tzw. nietrywialnym
(ang.) projective core Zaprezentowala ona algorytm (Twierdzenie 1.3.2.(a)), ktéry na wejSciu
otrzymuje graf G wraz z wyrazeniem poswiadczajacym szeroko$¢ klikowa o wielomianowej
wielkosci wzgledem |V (G)|. Na wyjsciu za$ algorytm odpowiada, czy istnieje homomorfizm
do z géry zadanego grafu H. Czas dziatania algorytmu to s(H)"(%poly(|V (G)|), gdzie cw(G)
oznacza szeroko$¢ klikowa grafu G, za$ s(H ) jest pewnym parametrem, ktdry intuicyjnie wyraza
liczbe nietrywialnych klas sasiedztwa podzbioréw wierzchotkéw w H.* Autorka rozwiazuje
powyzszy problem za pomoca programowania dynamicznego, ktére dziata zgodnie ze struk-
turg drzewa wyrazenia poSwiadczajacego szerokos¢ klikowa G. W pracy zostat podany takze
argument (Twierdzenie 1.3.2.(b)), ze w przypadku, gdy graf celu H jest nietrywialnym (ang.)
projective core, powyzszy wynik jest optymalny przy zalozeniu hipotezy SETH. Nie mniej
jednak okazuje sig, ze prawie wszystkie grafy spetniaja warunek bycia nietrywialnym projective
core. Rezultat ten jest bardzo ciekawy i nietrywialny. Swiadczy¢ o tym moze takze fakt, ze zostat
opublikowany na 49th International Colloquium on Automata, Languages, and Programming
(ICALP 2022)

W drugiej czesci pracy autorka skupia si¢ na problemie listowym, czyli LHom(H). Okazuje
si¢, ze w rozumieniu tego problemu istotne jest pojecie grafow dwu—lukowych,6 ktore sa defi-
niowane poprzez mozliwos¢ specyficznego zaprezentowania za pomoca par lukéw na oqu:gu.7
Feder i inni.® udowodnili, ze problem LHom (H) jest rozwiazywalny w czasie wielomianowym,
jesli H jest grafem dwu-tukowym, a w przeciwnym razie jest NP-zupetny. Z kolei, autorka w

3Deﬁnicja graféw projective core jest do$¢ techniczna i potrzebuje wprowadzeniu wielu poje¢. Doktadna
definicja zostata podana w [K. Okrasa and P. Rzazewski. Fine-grained complexity of the graph homomorphism
problem for bounded-treewidth graphs. SIAM J. Comput., 50(2):487-508, 2021.] oraz w podrozdziatach 3.1.1 3.2
omawianego doktoratu.

4Doktadna definicje s(H) mozna znalez¢é w Podrozdziale 3.3.

SR. Ganian, T. Hamm, V. Korchemna, K. Okrasa, and K. Simonov. The fine-grained complexity of graph
homomorphism parameterized by clique-width. In M. Bojanczyk, E. Merelli, and D.P. Woodruff, editors, 49th
International Colloquium on Automata, Languages, and Programming, ICALP 2022, July 4-8, 2022, Paris, France,
volume 229 of LIPIcs, pages 66:1-66:20. Schloss Dagstuhl - Leibniz-Zentrum fiir Informatik, 2022.

%Nazwa po ang.: bi-arc.

"Def. za [T. Feder, P. Hell, J. Huang. Bi-Arc Graphs and the Complexity of List Homomorphisms. J. Graph
Theory, 42(1):61-80, 2003]: Niech C bedzie okregiem z dwoma okreslonymi punktami p i g na C. Wtedy dwu-tuk fo
uporzqdkowana para tukéw (N, S) takich, Ze p € N\ S i q € S\ N. Graf H jest dwu-tukowy, jesli istnieje rodzina
dwutukow {(Ny,Sx) : x € V(H)} takich, Ze dla dowolnych (niekoniecznie réznych) x,y € V(H) mamy, Ze jesli
xy € E(H), to NyNSy = NyN\N, = 0, oraz jesli xy ¢ E(H), to NyNSy # 0 i Ny NSy # 0.

8T. Feder, P. Hell, J. Huang. Bi-Arc Graphs and the Complexity of List Homomorphisms. J. Graph Theory,
42(1):61-80, 2003.
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omawianej rozprawie doktorskiej prezentuje wielomianowy algorytm (Twierdzenie 1.3.3.(a))
rozwiazujacy problem LHom(H) dla H nie bedacymi dwu-tukowymi o ile dodatkowo zatozy sig,
ze grafy na wejsciu maja ograniczong szeroko$¢ drzewiasta przez z gory zadang stala. Bardziej
formalnie zaprezentowany algorytm otrzymuje graf G z rozktadem drzewiastym poSwiadcza-
jacym szeroko$¢ drzewiasta o wielomianowej wielkosci wzglgdem |V (G)| oraz zestaw list
1:V(G)— 2V (H) dozwolonych wierzchotkéw z H. Zas na wyjSciu algorytm odpowiada, czy ist-
nieje homomorfizm & : V(G) — V(H), taki, ze h(v) € I(v) dla kazdego v € V(G). Przy czym H
jest statym z géry zadanym grafem celu. Czas dziatania algorytmu to i*(H)" (% poly(|V (G)|),
gdzie tw(G) oznacza szeroko$¢ drzewiastg grafu G, zas i*(H) jest pewnym parametrem, ktory
intuicyjnie wyraza rozmiar najwigkszego, nieporéwnywalnego zbioru wierzchotkéw grafu H 2
Autorka rozwiazuje powyzszy problem za pomocg programowania dynamicznego, ktére dziata
zgodnie ze strukturg rozkltadu drzewiastego grafu G. W pracy zostat podany takze argument
(Twierdzenie 1.3.3.(b)) na to, ze w przypadku nie dwu-tukowych graféw celu H powyzszy
wynik jest optymalny przy zatozeniu hipotezy SETH. Zostaje wciaz otwarty problem w przy-
padku, gdy H jest dwu-tukowy. Nie mniej jednak okazuje sig¢, ze jezeli wylosujemy duzy graf to
prawie na pewno nie bgdzie on dwu-tukowy. To kolejny ciekawy i nietrywialny wynik tej roz-
prawy doktorskiej. Ponadto, powyzszy rezultat zostat zaprezentowany na 28th Annual European
Symposium on Algorithms (ESA 2020).'°

Ostatnia czg¢$¢ doktoratu skupia si¢ na problemie znajdywania listowego homomorfizmu, w
przypadku, gdy graf wejSciowy nie posiada z géry zadanej struktury zabronionej. Méwimy, ze
graf G jest wolny od grafu F jesli nie istnieje funkcja réznowartosciowa f : V(F) — V(G), taka,
ze dla dowolnych v,w € V(F) zachodzi vw € E(F) wtedy i tylko wtedy, gdy f(v)f(w) € E(G).
Pierwsza klasa grafow, na ktorej skupia si¢ autorka, to klasa wolna od grafu P, gdzie F; to
Sciezka prosta o r wierzchotkach. Autorka udowodnita (Twierdzenie 1.3.4), ze problem LHom(H )

. . . 2
jest rozwiazywalny w czasie n@(10g" )

dla graféw wejSciowych rozmiaru n, jesli graf celu H
nie jest grafem tzw. drapieznym)! a w przeciwnym razie jest NP-zupetny. Ponadto zostato
pokazane (Twierdzenie 1.3.4.(b)), ze, przy zalozeniu hipotezy ETH, w przypadku, gdy H jest
grafem drapieznym, nie mozna rozwiazaé tego problemu w czasie 2°(") na n-wierzchotkowych
grafach wolnych od P,. Druga klasa graféw, na ktdrej skupia si¢ autorka, jest klasa graféw
wolnych od grafu S;;;, gdzie S;;, to trzy proste Sciezki ztozone z ¢t krawedzi o wspolnym
jednym koncu dla wszystkich trzech Sciezek. Autorka udowodnita nastgpujaca dychotomig
(Twierdzenie 1.3.5) przy zalozeniu, ze graf celu H jest tzw. nierozktadalny.'? Problem LHom(H)
jest rozwiazywalny w czasie nOWnlogn) qjq graféw wejSciowych rozmiaru n, jesli graf celu H

nie jest grafem tzw. bezpiecznym)® a w przeciwnym razie jest NP-zupetny. Ponadto autorka

Dokladna definicje i*(H) mozna znalez¢ w Podrozdziale 5.3.

10k Okrasa, M. Piecyk, and P. Rzazewski. Full complexity classification of the list homomorphism problem for
bounded-treewidth graphs. In F. Grandoni, G. Herman, and P. Sanders, editors, 28th Annual European Symposium
on Algorithms, ESA 2020, September 7-9, 2020, Pisa, Italy (Virtual Conference), volume 173 of LIPIcs, pages
74:1-74:24. Schloss Dagstuhl - Leibniz-Zentrum fiir Informatik, 2020.

11Deﬁnicja graféw drapieznych (ang. predacious) jest do$¢ techniczna i potrzebuje wprowadzeniu wielu pojec.
Doktadna definicja zostata podana w podrozdziale 7.1.

12Deﬁnicja graféw nierozktadalnych (ang. undecomposable) jest do$¢ techniczna i potrzebuje wprowadzeniu
wielu pojeé. Dokladna definicja zostata podana w podrozdziale 5.2.

13Deﬁnicja graféw bezpiecznych (ang. safe) jest do$¢ techniczna i potrzebuje wprowadzeniu wielu pojeé.
Doktadna definicja zostala podana w podrozdziale 7.2.
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dowodzi (Twierdzenie 1.3.5.(b)), ze, przy zatozeniu hipotezy ETH, w przypadku, gdy H jest
nierozktadalny oraz nie jest bezpieczny, nie mozna rozwiazaé tego problemu w czasie 2°() na n-
wierzchotkowych grafach wolnych od S; ; ;. Z faktu, ze Twierdzenie 1.3.5 ma generalne zalozenie,
ze graf celu H spelnia warunki bycia tzw. nierozktadalnym, to omawiane Twierdzenie nie jest
kompletne. Nie mniej jednak udowodnione Twierdzenie jest bardzo silne, za§ dowdd jest bardzo
ztozony i dalece nietrywialny. Czg¢S$¢ powyzszych rezultatow zostala zaprezentowana na 38th
International Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science (STACS 2021).14

Poza drobnymi btedami, takim jak na przyktad btad w definicji graféw dwu-tukowych na
stronie 63 oraz drobnymi biedami interpunkcyjnymi, o ktérych pozwole sobie nie pisac, pra-
ca jest zredagowana bardzo dobrze zaréwno pod wzgledem stylistycznym jak i graficznym.
Omawiana praca wnosi znaczacy wktad w dziedzing teorii graféw. Dowody sa bardzo ztozone,
dalece nietrywialne i wymagaty od autorki sporej bieglosci w postugiwaniu si¢ teorig graféw
jak i teorig ztozonosci. Mozna zauwazy¢, ze niektdre z zaprezentowanych wynikéw nie domyka
kompletnie badanych probleméw. Jednak jezeli spojrzy si¢ na poziom ztozonosci argumentow,
ktore stoja za tymi wynikami, mozna wywnioskowac, ze powodem takiego stanu rzeczy jest
bardziej trudno$¢ atakowanych probleméw niz stabo$¢ osiagnigtych rezultatow. O wartosSci
zaprezentowanych wynikéw moze Swiadczy¢ takze i to, ze zostaly zaprezentowane na trzech
uznanych migdzynarodowych konferencjach z grupy A wedtug klasyfikacji Conference Portal -
Core."> Biorac pod uwage powyzsze argumenty, nie mam najmniejszej watpliwosci, ze przedto-
zona rozprawa doktorska spetnia wymogi ustawowe i wnosz¢ o dopuszczenie Karoliny Okrasy
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Ponadto wnioskuje o wyréznienie omawianego doktoratu. Motywuje to duza liczba silnych
wynikéw—rezultaty zostaly opublikowane na trzech bardzo dobrych konferencjach. Autorka
zajmowala si¢ trudnymi oraz kluczowymi problemami z dziedziny ztozonosci obliczeniowej w
teorii grafow. Dzigki swojej pracy wpisala si¢ w ciag kluczowych wynikéw w tej dziedzinie

wnoszac zauwazalny wkiad w rozwdj badanej teorii.
/ﬁ 4@& Podpisany elektronicznie przez
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Barttomiej Bosek

14K Okrasa and P. Rzazewski. Complexity of the list homomorphism problem in hereditary graph classes. In
M. Bliser and B. Monmege, editors, 38th International Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science,
STACS 2021, March 16-19, 2021, Saarbriicken, Germany (Virtual Conference), volume 187 of LIPIcs, pages
54:1-54:17. Schloss Dagstuhl - Leibniz-Zentrum fiir Informatik, 2021.

15http: //portal.core.edu.au/conf-ranks/
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