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Podziekowania

W pierwszej kolejnosci pragne podziekowa¢ Panu Profesorowi Mariuszowi Pyrzowi
za przekazang na przestrzeni lat wiedze, opieke promotorska oraz okazang zyczliwos¢,
atakze za wsparcie w trakcie prowadzonych badan, jak réwniez podczas
przygotowywania tresci niniejszej rozprawy.

Dziekuje réwniez Panu Profesorowi Piotrowi Skawinskiemu za wieloletnig
wspolprace przy projekcie motocykla wyscigowego, ktora stata sie inspiracjg do dalszego
zgtebiania zagadnien naukowych zwigzanych z modelowaniem ruchu pojazdéw
jednosladowych.

Sktadam réwniez podziekowania catemu zespotowi wyScigowemu Rabin Racing
Team, a w szczego6lnos$ci Tomaszowi Rabiniskiemu - menedzerowi zespotu oraz Kamilowi
Barcikowi - zawodnikowi, za mozliwo$¢ prowadzenia badan drogowych w trakcie rund
wys$cigowych oraz udostepnienie motocykli do celé6w pomiarowych. Dziekuje réwniez
tukaszowi Wieczorkowi z firmy Luka Technic Designs LTD34 za udostepnienie
specjalistycznych stanowisk badawczych oraz wsparcie wiedzg w trakcie rejestrowania
charakterystyk elementéw resorujaco-ttumigcych.

Specjalne podziekowania sktadam tez na rece Rodzicow, za cierpliwo$¢ oraz

nieocenione wsparcie w catym procesie edukaciji.






Streszczenie

Niniejsza rozprawa doktorska zostata poswiecona tematyce optymalizacji trajektorii
ruchu wys$cigowych pojazdéw jednosladowych w warunkach ruchu quasi-statycznego.
Przedstawia ona opracowany model ruchu motocykla uwzgledniajacy dane
eksperymentalne, zawiera propozycje potempirycznej obwiedni diagramu osiggow
pojazdu oraz analize procedury numerycznego odwzorowania przestrzennej geometrii
jezdni. Rozwazane w pracy problemy optymalizacji sformutowane zostaty jako zadania
sterowania optymalnego (ZS0), ktére nastepnie rozwigzywano za pomocga zewnetrznych
procedur optymalizacyjnych (program GPOPS-II) rozszerzajacych funkcjonalnos$¢
Srodowiska MATLAB. W przedstawionych przyktadach numerycznych wyznaczono
optymalne trajektorie ruchu pojazdéw jednos$ladowych réznych klas wyscigowych
poruszajacych sie po zréznicowanych ptaskich oraz przestrzennych torach wyscigowych.
Zaproponowano ponadto model drgan, za pomocg ktérego, na podstawie informacji
o przyspieszeniach motocykla (wzdtuznym oraz poprzecznym) oszacowano ugiecia
elementéw sprezystych w zawieszeniu. Wiele z wynikéw symulacji numerycznych
poréwnano z danymi zarejestrowanymi eksperymentalnie uzyskujac bardzo dobra
zgodnos¢.

W pierwszych rozdziatach rozprawy omoéwiono aktualny stan wiedzy z zakresu
tematyki minimalizacji czasu manewru oraz nierozerwalnie zwigzanego i rwnowaznego
tematu optymalizacji trajektorii ruchu pojazdéw. Przedstawiono analityczne podtoze
problemu sterowania optymalnego, sformutowano warunki konieczne optymalnosci,
a nastepnie dokonano przegladu metod numerycznych dedykowanych rozwigzywaniu
zagadnien sterowania optymalnego.

Kolejne rozdziaty poswiecono sformutowaniu zadania sterowania
czasowo-optymalnego dla ruchu pojazdu jednosladowego po jezdni ptlaskie;.
Zaproponowano nowg parametryzacje zadania prowadzaca do lepszej zbieznosci
procedur optymalizacyjnych. Zaprezentowano takze nowe podejscie, w Kktérym
dopuszczalne wartos$ci sterowania ograniczono wyznaczonymi na podstawie danych
eksperymentalnych hiperbolicznymi funkcjami zaleznymi od predkosci pojazdu.
Nastepnie oméwiono wpltyw wprowadzonych modyfikacji na otrzymywane numerycznie
rezultaty. Jeden z przyktadéw obliczeniowych poswiecono aspektom praktycznego
zastosowania wynikéw obliczen w procesie poprawy czasu okrazenia w warunkach

ruchu rzeczywistego pojazdu.



W dalszej kolejnoSci poddano analizie proces numerycznego odwzorowania
geometrii jezdni poszukujac odpowiedniej metody pozyskiwania danych wejsciowych do
sformutowanego zadania optymalizacji. Zaprezentowano pordwnanie numerycznych
modeli terenu o réznej rozdzielczos$ci. Poruszono takze temat pomiaréw wysokosciowych
za pomoca odbiornikow sygnatu satelitarnego wykorzystywanych w dedykowanych
pojazdom jednosladowym poktadowych uktadach pomiarowych (systemach akwizycji
danych). Nastepnie zaprezentowano proces uogoélnienia zadania minimalizacji czasu
manewru na przypadek przestrzennego ruchu pojazdu oraz omoéwiono wptyw
tréojwymiarowego opisu jezdni na rezultaty obliczen. Przedstawiono réwniez
rozbudowany przyktad obliczeniowy, w ktérym wyniki otrzymane na podstawie modelu
numerycznego zestawiono z pomiarami zarejestrowanymi w trakcie ruchu rzeczywistego
pojazdu.

Przedostatni rozdziat rozprawy poswiecono propozycji modelu drgan o trzech
stopniach swobody, za pomoca ktérego przeprowadzono proces szacowania ugiecia
elementéw sprezystych w zawieszeniu pojazdu jednos$ladowego. Dzialajace na
modelowany pojazd obcigzenia wyznaczono na podstawie przebiegu przyspieszenia
pojazdu w kierunku wzdtuznym oraz poprzecznym do trajektorii ruchu. Okres$lone
numerycznie ugiecia elementéw resorujacych poréwnano nastepnie z danymi
eksperymentalnymi.

W zatacznikach do pracy przedstawiono matematyczny opis jezdni jako powierzchni
zorientowanej oraz zaprezentowano aplikacje stworzong w celu wsparcia procesu
analizy  zaleznosSci  geometrycznych charakteryzujagcych  geometrie  pojazdu
jednosladowego. Za jej pomoca okresSlono, a nastepnie omoéwiono nieliniowe
charakterystyki elementéw resorujgco-ttumigcych montowanych w pojazdach
jednosladowych.

Rozprawe konczy podsumowanie przeprowadzonych prac oraz otrzymanych

rezultatow. Wskazano réwniez mozliwe kierunki dalszych prac badawczych.

Stowa kluczowe: sterowanie optymalne, pojazd jednosladowy, diagram g-g, trajektoria ruchu,

optymalizacja, zawieszenia pojazdéw



Abstract

This work is dedicated to the quasi-steady-state minimum lap time simulation of race
motorcycles. It presents a developed quasi-steady-state motorcycle model that
incorporates experimental data. The dissertation also includes the presentation of a semi-
empirical envelope of the vehicle's performance diagram (g-g diagram) and discusses the
process of three-dimensional track reconstruction. Considered optimization problems
are formulated as optimal control problems, which are subsequently solved using
external MATLAB optimal control software GPOPS-II. In the presented numerical
examples, optimal trajectories of various racing motorcycles are determined on diverse
two and three-dimensional racetracks. Additionally, three degrees of freedom motorcycle
model is proposed for suspensions deflections estimation based on longitudinal and
lateral accelerations of the vehicle. Numerical results are later compared with
experimentally recorded data, showing very good agreement.

First, a detailed survey about minimum lap time simulation and related trajectory
optimization is presented. The analytical background of the optimal control problem is
given, and necessary optimality conditions are formulated. A review of numerical
methods used to solve optimal control problems is also provided.

The main section is devoted to the time-optimal control problem of race motorcycle
on a two-dimensional (flat) road. A new approach is presented in which the allowable
values of control variables are limited by hyperbolic functions of vehicle speed which are
derived based on experimental data. Then, the impact of the introduced modifications on
the obtained results is discussed. One of the numerical examples is devoted to describing
the use of the OCP in the process of improving lap time under real driving conditions.

Next, the reconstruction of the three-dimensional road is discussed. The problem
analysis is focused on determining an appropriate method for obtaining input data for
optimization problem. Digital elevation models in different resolutions are discussed, as
well as orthometric height measurement using GNSS receivers which are typically used in
onboard data acquisition systems. Then, the OCP is generalized to the three-dimensional
problem and the impact of the three-dimensional road model on OCP results is discussed.
A detailed computational example is presented in which the OCP is compared with
experimental data.

The penultimate chapter is devoted to the derivation of the three degrees of freedom

motorcycle model, which is later used for suspensions deflections estimation. The loads
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acting on the vehicle are determined based on vehicle's longitudinal and lateral
acceleration. The numerically determined suspensions deflections are compared with
experimental data.

In the appendices, the analytical description of the road modeled as a ribbon is
presented, as well as a self-developed software created to support the process of
analyzing motorcycles chassis geometry. The application is used for analyzing nonlinear

fork and shock properties, as well as rear suspension linkages.

The thesis concludes with a summary of the conducted work and the obtained results.

Possible directions for further research are also formulated.

Keywords: optimal control, motorcycle, diagram g-g, trajectory, vehicle suspensions
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Wykaz najwazniejszych oznaczen i symboli
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przyspieszenie wzdtuzne pojazdu

przyspieszenie wzdtuzne w uogélnionym modelu pojazdu

przyspieszenie poprzeczne pojazdu

przyspieszenie poprzeczne w uogolnionym modelu pojazdu

odlegtos¢ srodka ciezkosci od punkty styku tylnego kota z jezdnig

iloczyn wspétczynnika oporu powierza i pola powierzchni czotowej

energia kinetyczna

sita oporu aerodynamicznego
sita no$na

opor toczenia

wspo6tczynnik oporu toczenia

sity reakcji nawierzchni odpowiednio w
poprzecznym oraz normalnym do nawierzchni

przyspieszenie ziemskie
pozorna grawitacja

hamiltonian

kierunku wzdtuznym,

wysoko$¢ wypadkowego Srodka ciezkos$ci (pojazdu wraz z kierowca)

wysokos¢ srodka ci$nienia

moment bezwtadnoSci ciata wzgledem osi prostopadtej do ptaszczyzny
symetrii pojazdu, rownolegtej do jezdni i przechodzacej przez $rodek

ciezkosci ciata

funkcje ograniczajace zbiér wartosci dopuszczalnych zrywu wzdtuznego

funkcja ograniczajagca zbiéor  wartoSci
poprzecznego

funkcjonat (wskaznik jakosci)
zryw wzdtuzny

ZI'yW poprzeczny

dtugos$¢ ramy pojazdu

dtugos¢ wahacza

dopuszczalnych  zrywu

catkowita masa pojazdu (motocykla wraz z kierowca)
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n - potozenie poprzeczne pojazdu wzgledem krzywej szkieletowej jezdni
q - wspo6trzedna uogoélniona
Q - sita uogoélniona

- macierz obrotu

odpowiednio promien przedniej i tylnej opony, oznaczenia

Re Ry - wykorzystywane w modelu drgan
TafsTar - Odpowiednio promien dynamiczny przedniej oraz tylnej opony
Ty - szeroko$c¢ jezdni
s - wspbtrzedna krzywoliniowa
t - czas
U - zbidr wartosci dopuszczalnych sterowania
u - wektor sterowania
Ur - ugiecie elementu sprezystego w zawieszeniu przedniego kota
%4 - predkos$¢ pojazdu
- rozstaw osi pojazdu
X - zbidr warto$ci dopuszczalnych zmiennych stanu
X - wektor zmiennych stanu
a,d - amplituda (wspoétrzedna w biegunowym uktadzie wspo6trzednych)
Bo, B1 - wspo6tczynniki funkcji ograniczajgcych wartos$ci dopuszczalne zrywéw
6 - odchylenie (kat Eulera)
- krzywizna krzywej
A - wektor mnoznikéw Lagrange’a
U - pochylenie podtuzne jezdni (kat Eulera)
U - wspotczynnik przyczepnosci przylgowej w kierunku wzdtuznym
Uy - wspotczynnik przyczepnosci przylgowej w kierunku poprzecznym
~ promien wodzacy (wspéirzedna w  biegunowym  uktadzie
p.p ~ wspétrzednych)
Pa - gesto$¢ powietrza
Pmax - hiperpowierzchnia ograniczajaca osiagi pojazdu
T - torsja krzywej
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¢ - pochylenie poprzeczne jezdni (kat Eulera)
Q@ - catkowity kat przechylenia pojazdu jednosladowego
Ors - kat skrecenia sprezyny kotowej

kat przechylenia mierzony miedzy ptaszczyzng symetrii motocykla
@ - aptaszczyzng prostopadia do nawierzchni przechodzaca przez punkty
styku opon z jezdnig

odchylenie stycznej do trajektorii ruchu wzgledem stycznej do krzywej

XX " szkieletowej

Qp - krzywizna geodezyjna

Q, - krzywizna normalna

Q, - skrecenie geodezyjne

w - predkos¢ katowa reperu Darboux

® - predkos¢ katowa pojazdu

Skroty:

NLP -z ang. nonlinear programming, programowanie nieliniowe

NMT - numeryczny model terenu
z ang. Throttle Position Sensor, wykorzystywany w niniejszej pracy termin

TPS - do oznaczenia na prezentowanych rysunkach procentowego otwarcia
przepustnicy

ZS0 - zadanie sterowania optymalnego

Uwagi edytorskie

W celu zachowania sp6jnosci z oznaczeniami stosowanymi na rysunkach, za separator
dziesietny w tresci rozprawy przyjeto kropke. Poniewaz do opisu osiggéw pojazdow
wykorzystywano diagramy przyspieszen g-g, przyspieszenia wyrazano jako

wielokrotno$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
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1. Wprowadzenie

Rozpatrujac ruch pojazdu kotowego mozna skupic sie na jego réznych aspektach. Mozna
badac stabilnos¢, kierowalno$¢, manewrowalno$¢! pojazdu, mozna rowniez poddac
analizie opisujgce go zaleznoSci kinematyczne, jego dynamike lub analizowac jego ruch
jako uktadu drgajacego. Zawezajac klase badanych pojazdéw do pojazdow wysScigowych,
na pierwszym planie znajdowac sie beda pytania dotyczace ich ogdlnie pojetych osiggéw.
Pierwsze nasuwajgce sie pytanie dotyczy czasu, w jakim dany pojazd jest w stanie
pokonac jedno okrazenie toru wyscigowego lub ogélniej moéwiac, ile czasu potrzebne jest
na wykonanie konkretnego manewru. Drugie pytanie, nieodzownie zwigzane
z pierwszym, dotyczy sposobu, w jaki dany czas manewru moze zostac osiggniety.

Odpowiedzi na postawione pytania zaczeto poszukiwaé¢ w poéZnych latach 50. XX
wieku. Zaczeto wowczas prowadzi¢ analizy, ktére miaty na celu wyznaczenie czasu
okrazenia toru wyscigowego bolidem Formuty 1, poznanie profilu jego predkosci oraz
identyfikacje miejsc na trasie, w ktérych kierowca powinien zacza¢ hamowac lub
zmieniac biegi [1].

W latach 70. XX wieku zaprezentowana zostata koncepcja diagramow przyspieszen
nazwanych wéwczas diagramami g-g. Pozwolity one na zobrazowanie w graficzny sposob
obwiedni osiggdéw pojazdu, czyli dopuszczalnych kombinacji przyspieszen wzdtuznych
oraz poprzecznych. Umozliwity takze analize wptywu podstawowych charakterystyk
pojazdu na jego osiagi. Diagramy g-g znalazly po6Zniej zastosowanie w zadaniach
poszukiwania minimalnego czasu okrazenia.

Minimalnego czasu okrazenia poszukiwano najpierw dla predefiniowanych,
narzuconych z gory Sciezek (trajektorii) ruchu. Nastepnie, ze wzgledu na wzrost mocy
obliczeniowej komputer6w oraz rozwo6j metod numerycznych, problem minimalizacji
czasu okragzenia sformutowany zostat jako nieliniowe zadanie sterowania optymalnego
(ZSO). Zastosowanie teorii sterowania optymalnego pozwolito na jednoczesne

wyznaczenie minimalnego czasu okrazenia oraz odpowiadajgcej mu trajektorii ruchu

1 Stabilno$¢ - zdolnos¢ pojazdu do powrotu do stanu ruchu ustalonego w okreslonym czasie po ustaniu
zaktocenia; kierowalno$¢ - subiektywna ocena kierowcy na temat ,tatwosci” jazdy danym pojazdem;
manewrowalno$¢ - cecha pojazdu jako konstrukcji, zdolno$¢ pojazdu do szybkiego wykonywania
skomplikowanych manewrow.
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(trajektorii optymalnej). W ten sposéb zostata uzyskana odpowiedz na dwa postawione
na poczatku rozdziatu pytania.

Analizujac literature przedmiotu zauwazy¢ mozna znaczaca dysproporcje pomiedzy
liczba badan oraz publikacji poswieconych samochodom (osobowym lub wys$cigowym)
amotocyklom. Taki stan rzeczy zwigzany jest z przynajmniej kilkoma czynnikami.
Pierwszym, naturalnym czynnikiem, jest liczba uzytkownikéw wymienionych pojazdow,
nieporéwnywalnie wieksza w przypadku samochodéw osobowych. Liczba rejestracji
nowych motocykli w 2022 roku na pieciu najwiekszych rynkach europejskich (Wtochy,
Niemcy, Francja, Hiszpania i Wielka Brytania) wyniosta 950 400 sztuk [2]. W tym samym
okresie tgczna liczba rejestracji nowych samochodéw osobowych w tych krajach
wyniosta 7 924 553 sztuk [3]. W Polsce w 2022 roku zarejestrowanych zostato 23 910
sztuk nowych pojazdow jednosSladowych [4], w tym 11414 motorowerdéw, za$
w przypadku samochoddw, liczba nowych rejestracji wyniosta 419 749 sztuk.

Drugi czynnik wptywajacy na dysproporcje w liczbie prowadzonych badan zwigzany
jest z potrzebami przemystu motoryzacyjnego, ktére powoduja, Ze wiele pakietow
oprogramowania rozwijanych jest z mys$la o branzy automotive (na przyktad
przeznaczonych do modelowania dynamiki uktadéw wielocztonowych). Rozw6j metod
modelowania pojazdéw oraz metod symulacyjnych jest takze w istotny sposéb zwigzany
z seriami wy$cigowymi pojazdéw prototypowych. Znaczace réznice budzetéw? jakimi
dysponuja zespoty lub producenci konstruujacy pojazdy prototypowe wptywaja na
sposéb prowadzenia badan oraz czas ich realizacji.

Trzecim powodem réznic w stanie wiedzy jest skomplikowana kinematyka
i dynamika motocykla zwigzana z dodatkowym stopniem swobody - przechytem.
Pewnym utrudnieniem jest rowniez brak stabilnego potozenia réwnowagi. W zwigzku
z tym rozwijane pod katem samochodéw oprogramowania majg czesto ograniczone
zastosowanie w przypadku symulowania ruchu pojazdéw jednosladowych.

Wymienione aspekty sprawiajg, Ze dziedzine modelowania ruchu pojazdéw
jednosladowych charakteryzuje ciagta potrzeba rozwoju modeli numerycznych oraz

symulacyjnych.

Z Roczny budzet zespotéw Formutly 1 wynosit w 2022 roku 140 mln euro (limit ustalony odgoérnie przez
organizatora zawodow), podczas gdy zespoty MotoGP dysponowaty maksymalng kwotg okoto 40 mln euro
(zrédto: motorcyclesports.net/articles/the-relative-prices-of-a-motogp-bike [dostep: 03.2023]).

18



1.1. Motywacja

Niniejsza prace poswiecono analizie optymalnego ruchu pojazdéw jednosladowych
w warunkach ruchu quasi-statycznego. Ograniczenie tematyki pracy do pojazdow
jednosladowych zwigzane jest z zainteresowaniami autora oraz prowadzonymi wcze$niej
projektami i pracami badawczymi zwigzanymi z konstruowanym na Wydziale
Samochod6éw i Maszyn Roboczych Politechniki Warszawskiej motocyklem wyScigowym
klasy PreMoto33 [5].

Podczas pracy z zawodnikami sportu motocyklowego oraz z danymi z poktadowych
uktadow pomiarowych zaobserwowano istotng rdznice w specyfice pracy miedzy
jednoczesnym wspomaganiem dwéch kierowcéw a praca z wytacznie jednym kierowca.
Analiza poréwnawcza danych od obu kierowcéw pozwalata na niemalZze natychmiastowa
identyfikacje problematycznych fragmentéw trasy u kazdego z nich, co owocowato
szybka poprawa czasu okrazenia obydwu zawodnikéw. W przypadku pracy z jednym
kierowcy, bez dostepu do dodatkowych danych referencyjnych, proces poprawy czasu
okrazenia wymagat znacznie wiekszego wysitku oraz dogtebnej analizy zgromadzonych
danych. Na podstawie tych obserwacji zaczeto sie zastanawia¢ nad mozliwoscig
numerycznego wyznaczenia wzorcowego okrazenia referencyjnego.

Pod wptywem wydanej w 2019 roku publikacji [6] zdecydowano sie podja¢ badania
nad optymalnym przemieszczaniem sie pojazdu jednosladowego w warunkach ruchu
quasi-statycznego, ktére to warunki umozliwiajag zwiezte sformutowanie problemu
sterowania optymalnego oraz rozwigzanie pojedynczego zadania optymalizacji
w krotkim czasie. Ponadto, model pojazdu moze zosta¢ zbudowany w oparciu o tatwo
mierzalne charakterystyki, w czym dostrzezono potencjat aplikacyjny metody.

Motywacjg do napisania ostatniego rozdziatu rozprawy, poswieconego analizie ugie¢
elementéw sprezystych w zawieszeniu pojazdu jednosladowego, byta che¢ uzyskania
odpowiedzi na nastepujace pytania: czy ugiecia elementdéw resorujacych moga zostaé
oszacowane na podstawie ograniczonej liczby informacji o ruchu pojazdu oraz czy
powyzsze oszacowanie bedzie wystarczajagce do wyciagniecia konstruktywnych

wnioskow z prowadzonej analizy.

3 URL: wsrt.pl - strona internetowa projektu motocykla PreMoto3 prowadzonego na SiMR PW
[dostep: 05.23].
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1.2. Celizakres pracy

Jednym z gtownych celow pracy byto opracowanie metodyki badan numerycznych nad
optymalng trajektoria wyscigowych pojazdéw jednosladowych w warunkach ruchu
quasi-statycznego. W trakcie prac badawczych zwracana byta szczegélna uwaga na
utylitarno$¢ opracowywanych modeli (drugi cel gtéwny), czyli mozliwoS$ci prowadzenia
za ich pomocg wartosciowej analizy poréwnawczej z pomiarami zarejestrowanymi
w trakcie ruchu pojazdu. Przez stwierdzenie ,warto$Sciowa analiza poréwnawcza”
rozumiana jest mozliwo$¢ wyciagniecia wnioskéw prowadzacych do poprawy czasu
manewru w trakcie jazdy rzeczywistym pojazdem.

Punktem wyjscia byta analiza literatury i aktualnego stanu wiedzy dotyczacej
tematyki minimalizacji czasu manewru oraz poszukiwania optymalnej trajektorii ruchu
pojazdu. Podczas wytyczania szczegélowych kierunkéw badan wykluczono
opublikowane juz w fachowej literaturze aspekty oraz wzieto pod uwage ograniczony
czas na wykonanie pracy, jej jednostkowy charakter oraz stosunkowo nowg dla autora
pracy dziedzine sterowania optymalnego.

W celu realizacji zadan gtéwnych sformutowano nastepujace cele szczegétowe:

sformutowanie zadania optymalnego sterowania pojazdem w warunkach ruchu

quasi-statycznego, w sposéb umozliwiajacy uwzglednienie cech dynamiki pojazdu

oraz fizycznych uwarunkowan kierowcy,

e dobranie odpowiedniej metody pozyskiwania danych wejSciowych w procesie
numerycznego odwzorowania geometrii jezdni,

e implementacja zaproponowanych zmian w uogélnionym do ruchu przestrzennego
zadaniu optymalizacji,

e propozycja numerycznej metody szacowania ugiecia elementéw sprezystych
w zawieszeniu pojazdu jednosladowego na podstawie informacji o jego predkosci
poczatkowej i przyspieszeniu.

Celem pomocniczym w osiggnieciu niektorych celow szczegétowych byto stworzenie
programu komputerowego wspierajagcego proces analizy geometrii pojazdow
jednosladowych.

Zakres niniejszej pracy doktorskiej obejmuje:

e sformutowanie zadania sterowania optymalnego w przypadku quasi-statycznego

ruchu ptaskiego wraz z eksperymentalnie wyznaczonymi ograniczeniami na

wielko$ci sterujace,
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e propozycje poOtempirycznego diagramu przyspieszen g-g dla ukladu
motocykl-kierowca,

e analize pordwnawczg miedzy zaproponowanym, a prezentowanym w literaturze
sformutowaniem problemu sterowania optymalnego,

e przedstawienie stosownych wyprowadzen pozwalajagcych na uogdlnienie
rozwazanego problemu do ruchu przestrzennego,

e analize rezultatéw numerycznego procesu odwzorowania geometrii przestrzennej
jezdni dla r6znych metod pozyskiwania danych wejsciowych,

e analize por6wnawcza miedzy optymalnym ruchem pojazdu po jezdni 2D i 3D,

e analize por6wnawcza z badaniami drogowymi, ktore zostaty przeprowadzone na
réznych torach wyscigowych i za pomocg motocykli réznych klas wysScigowych,

e przedstawienie matematycznego opisu modelu pojazdu jednosladowego o trzech
stopniach swobody zbudowanego celem oszacowania ugiecia zawieszenia na
podstawie przyspieszen pojazdu,

e analize poréwnawcza numerycznie oszacowanych przebiegéw ugiecia zawieszenia

z warto$ciami zarejestrowanymi w trakcie ruchu pojazdu.

1.3. Tezy pracy

Teza 1: Uwzglednienie odpowiednich danych eksperymentalnych w sformutowaniu
problemu minimalizacji czasu przejazdu wyscigowego pojazdu jednosladowego
w warunkach ruchu quasi-statycznego umozliwia wyznaczenie optymalne;j

trajektorii oraz przebiegu manewrow zgodnych z obserwacjami doswiadczalnymi.

Teza 2: Model drgan o trzech stopniach swobody wykorzystujacy zarejestrowane
eksperymentalnie informacje o przyspieszeniach pojazdu umozliwia wierne
odwzorowanie przebiegow ugiecia elementow sprezystych w zawieszeniu

wyscigowego pojazdu jednosladowego.
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2. Przeglad literatury

2.1. Minimalizacja czasu przejazdu

Problem minimalizacji czasu okrazenia moze zosta¢ rozwigzany za pomoca kilku podejs¢,
ktére rdznig sie miedzy soba metoda numeryczng wykorzystang do rozwigzania
problemu oraz modelem pojazdu. Metodom numerycznym pos$wiecone zostaly
podrozdziaty 3.2 oraz 3.3, za$ modele pojazdu podzieli¢ mozna na dwie gtéwne kategorie:
e modele dynamiczne,

¢ modele sformutowane dla warunkdw ruchu quasi-statycznego.

Kolejny mozliwy do wprowadzenia podziat zwigzany jest z trajektorig ruchu pojazdu.
Wyrézni¢ mozna dwa podejsScia:

e poszukiwanie minimalnego czasu manewru dla znanej, predefiniowanej trajektorii

(historycznie pierwsze stosowane podejscie),

e wyznaczanie nieznanej trajektorii pojazdu w trakcie rozwigzywania problemu
minimalizacji czasu manewru.

Podejscie o znanej trajektorii pojazdu wygodnie jest przedstawi¢ za pomocg zadania
sformutowanego dla warunkéw ruchu quasi-statycznego. W pierwszym kroku
obliczeniowym wyznaczane s3 lokalne ekstrema krzywizny trajektorii, w ktorych
przyjmuje sie, Ze pojazd osigga maksymalng dopuszczalng warto$¢ przyspieszenia

poprzecznego. Predkos¢ pojazdu w znalezionych punktach jest nastepnie wyznaczana za

v, = /a;naX/Ki, i=1,..,N, (2.1)

gdzie N jest liczba lokalnych ekstremow krzywizny k;, zas aj'®* jest maksymalnym

pomoca zalezno$ci

przyspieszeniem poprzecznym. Dla kazdych dwoch kolejnych punktow ioraz i+ 1
rozwigzywane sg nastepnie dwa zadania. W pierwszym zadaniu obliczana jest predkos¢
pojazdu przyspieszajacego z punktu i do punktu i + 1. W zadaniu drugim rozwazany jest
ruch w odwrotng strone, z punktu i + 1 do punktu i. Osiggi pojazdu w zadaniu pierwszym
ograniczone s3 przez goérng potowe diagramu g-g (diagram g-g opisano
w podrozdziatach 2.2 oraz 4.3), za$§ w zadaniu drugim przez potowe dolng. Otrzymane
krzywe predkosci przecinajg sie w punkcie, w ktérym uktad pojazd-kierowca powinien

zacza¢ hamowac (rys. 2.1). Opisana metoda zostata zaimplementowana miedzy innymi
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w darmowym oprogramowaniu OptimumLap# firmy OptimumG, jak rowniez w projekcie
open-source OpenLap®. Przyktady aplikacji metody opisane w literaturze moga zostaé
odnalezione w pracach [7, 8].

Sformutowanie problemu minimalizacji czasu manewru jako zadania sterowania
optymalnego datuje sie na lata 80. oraz 90. XX wieku [9, 10, 11]. W podejSciu tym
wyznaczany jest minimalny czas manewru oraz odpowiadajgca mu optymalna trajektoria
ruchu. Wczesny przyktad aplikacji metody dotyczyt optymalizacji trajektorii bolidu
Formuty 1 [10]. Zastosowany zostat dynamiczny model pojazdu o trzech stopniach
swobody, w ktéorym uwzgledniono silty aerodynamiczne, rozdziat sity hamowania
pomiedzy osie, charakterystyke trakcyjng, a takze zmiane obcigzenia przypadajacego na
poszczeg6lne kota w przejsSciowych fazach ruchu. Pojazd sterowany byt za pomoca

pochodnej kata skrecenia kot oraz wartosci sit przyczepnosci w kierunku wzdtuznym.

Rys. 2.1. Graficzne przedstawienie metody poszukiwania profilu predkosci dla
predefiniowanej trajektorii przejazdu [12]. Punkt j symbolizuje wybrany punkt siatki
obliczeniowej, w ktérym wyznaczana jest predko$¢ pojazdu

:

4 URL: optimumg.com/product/optimumlap/ [dostep 04.2023].
5 URL: github.com/mc12027/OpenLAP-Lap-Time-Simulator [dostep: 04.2023].
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Pierwsza publikacjg poSwiecong pojazdom jednosladowym byta praca [13],w ktorej
sterowano pojazdem za pomocg wzdtuznych sit przyczepnosci oraz poprzecznej reakcji
nawierzchni na przednig opone. Dodatkowa wielko$cig sterujgcg byt wspotczynnik
rozdzielajacy site hamowania na poszczegélne kota. Sily przyczepnosci zostaty
przytozone w punkcie styku toroidalnych opon z jezdnig oraz przyjete zostato zatozenie
o zerowym kacie skretu kierownicy. Maksymalizowanym wskazZnikiem jakos$ci byt
pokonywany w ustalonym czasie dystans. We wskazniku jako$ci uwzgledniono
dodatkowo sktadnik penalizujacy zmiany sterowania. Sformutowany problem
optymalizacji zostat nastepnie rozwigzany za pomocg metody posrednie;j.

Praca [13] stanowita podstawe kolejnych publikacji w tematyce optymalizacji ruchu
pojazdow jednosladowych. W pracach [14, 15] dodany zostat kolejny stopien swobody -
kat skretu kierownicy, ktory zastgpit jako wielko$¢ sterujacg wprowadzong w publikacji
[13] poprzeczng reakcje nawierzchni na przednig opone. Uwzgledniony zostat rowniez
czas relaksacji sit przyczepnos$ci. Zadanie sterowania optymalnego sformutowano jako
dwupunktowy problem brzegowy i rozwigzano za pomoca metody posrednie;j.

Charakterystyka trakcyjna pojazdu zostata uwzgledniona w publikacji [16], w ktorej
poszukiwane byty optymalne przelozenia skrzyni biegéw w motocyklu klasy Superbike
poruszajgcym sie po torze Mugello (Wtochy).

Uogélnienie ruchu pojazdu na ruch po tréjwymiarowej (przestrzennej) jezdni
zaproponowano w pracy [17]. Rdwnania ruchu wyprowadzono wéwczas w uktadzie
wspotrzednych prostokatnych zwigzanym z jezdnia.

Proces numerycznego odwzorowania geometrii rzeczywistej jezdni szczegétowo
oméwiono w pracy [18]. Sformutowane zostato zadanie optymalizacji (zadanie
sterowania optymalnego), w ktérym minimalizowang funkcja celu byt btad odlegtosci
pomiedzy numerycznie wyznaczanymi granicami jezdni, a dyskretnie opisanymi
krawedziami rzeczywistymi. Jako wielkoSci sterujgce wykorzystano pochodne katow
Eulera oraz pochodng szerokosci jezdni. Autorzy wykazali, Ze tak sformutowane zadanie
pozwala wyznaczy¢ krzywizny jezdni na podstawie zaszumionych danych wejSciowych.
Druga cze$¢ wspomnianej publikacji zostata poswiecona analizie poréwnawczej
optymalnej trajektorii bolidu Formuty 1 w ruchu po dwu i tréjwymiarowej jezdni [19].

Analiza optymalnego przebiegu manewru wykonywanego przez pojazd
jednosladowy poruszajacy sie po jezdni tréjwymiarowej zostata przedstawiona

w publikacjach [20, 21, 22], w ktérych wykorzystany zostat model jezdni zaprezentowany
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w pracach [17, 18]. W publikacji [20] zastosowano model roweru Francisa Whippla [23],
w ktorym uwzgledniono dodatkowo model opon Pacejki [24], r6zng szeroko$¢ opon
oraz - wynikajaca z przemieszczania sie kierowcy - zmiane potozenia Srodka ciezkos$ci
w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny symetrii motocykla. Rezultaty z modelu
numerycznego zostaty nastepnie poréwnane z wynikami badan drogowych na torze
Mugello, podczas ktérych profesjonalny kierowca poruszat sie motocyklem Kklasy
Superbike. Nieznane wielkosci wektora stanu zwigzanego z ruchem rzeczywistego
pojazdu zostaty estymowane za pomoca rozszerzonego filtru Kalmana. W pracy [21]
uwzgledniono dodatkowo podatno$¢ zawieszenia.

Publikacja [22] przedstawia analize optymalnego powrotu pojazdu na wtasciwg
(optymalng) trajektorie ruchu po popeinieniu przez kierowce btedu zwigzanego
z nadmiernym opoéznieniem rozpoczecia fazy hamowania lub zainicjowaniem skretu
z niewtasciwego wzgledem krawedzi trasy miejsca na jezdni. W prezentowanych
przyktadach numerycznych wykorzystano dynamiczny model pojazdu z pracy [21],
w ktorym uwzgledniono dodatkowo sztywno$¢ opon w kierunku poprzecznym.

Kolejnym przyktadem analizy ruchu motocykla po tréjwymiarowej trasie jest praca
[25], w ktorej pod uwage wzieto jedynie pochylenie podtuzne jezdni.

Podejscie taczace warunki ruchu quasi-statycznego z zadaniem optymalizacji
trajektorii ruchu zaprezentowano po raz pierwszy w pracy [6], ktéra stata sie dla autora
niniejszej dysertacji inspiracja do podjecia badan obejmujacych prezentowang tematyke.
Ruch pojazdu opisany zostat wéwczas za pomoca trzyelementowego wektora stanu,
podczas gdy osiagi pojazdu scharakteryzowano diagramami g-g. Pojazd sterowano
przyspieszeniem w kierunku wzdtuznym oraz poprzecznym do trajektorii ruchu.
W publikacji zawarte zostaty przyktady rozwigzan dla samochodu i motocykla oraz
zostata przedstawiona analiza wrazliwo$ci modelu na zmiany wybranych wiasciwosci
pojazdu: rozdziatu sity hamowania, przyczepnosSci opon oraz sztywnosci katowej
zZawieszenia.

Ruch ptlaski pojazdu zaprezentowany w [6] zostal nastepnie uogdlniony na
przypadek ruchu po jezdni tréjwymiarowej [26]. Wykorzystany zostat model jezdni
zaprezentowany w pracach [17, 18]. Réznice miedzy ruchem pojazdu po jezdni 2D i 3D
omoéwione zostaly na przyktadzie motocykla MotoGP (tor Mugello) oraz bolidu Formuty 1

(tor Catalunya).
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Analogiczne wzgledem [26] zadanie sterowania optymalnego sformutowano w pracy
[27] poswieconej zagadnieniu minimalizacji czasu okrazenia na torze NASCAR.
Przedstawiono woOwczas zmodyfikowany model jezdni uwzgledniajagcy zmiane
pochylenia poprzecznego w kierunku normalnym do krzywej szkieletowej trasy.

W pracy [28] opublikowanej przez autora oraz promotora niniejszej dysertacji
opisano sterowanie pojazdem jednosladowym za pomocg zrywéw (pochodnej
przyspieszenia), ktérych zbiér wartosci dopuszczalnych uzalezniono (na podstawie
badan drogowych) od predkosci pojazdu. Rezultaty obliczen numerycznych oméwiono na
przyktadach dla lekkich motocykli wyscigowych: klasy PitBike oraz Supersport 300.

W wyszczeg6lnionych do tego momentu publikacjach podstawowym modelem opon
byt model Pacejki. Bardziej szczeg6towe modele opon zostaly wykorzystane miedzy
innymi w pracach [29, 30, 31]. W pracy [29] zastosowano termodynamiczny model
opony, zas w pracach [30, 31] uwzgledniono dodatkowo model zuzycia. W publikacji [32]
poddano analizie ruch pojazdu po nawierzchni o zmiennym wspoétczynniku
przyczepnos$ci, ktérego wartoS¢ uzalezniono od wspotrzednej krzywoliniowej oraz
odlegtosci w kierunku prostopadtym do krzywej szkieletowej jezdni.

W czeSci publikacji podjeto problem optymalizacji wybranych charakterystyk
pojazdu. W pracy [16] poszukiwano optymalnych przetozen skrzyni biegéw w motocyklu
Superbike, w [33] optymalnego potozenia Srodka ciezkosci bolidu, za§ w [34]
wzorcowego potozenia srodka ciezko$ci motocykla (wysokosci oraz odlegtosci od tylnego
kota) w ruchu po mokrej isuchej nawierzchni. Rozbudowana analiza zwigzana
z optymalizacjg charakterystyk bolidu Formuty 1 zostala przedstawiona w publikacji
[35], w ktorej poszukiwano optymalnego potozenia $rodka ciezkoSci oraz Srodka
ciSnienia, jak rdéwniez optymalnej sztywnosci katowej zawieszenia i statej
charakteryzujacej prace mechanizmu réznicowego o ograniczonym poslizgu. Zagadnienie
optymalizacji charakterystyk bolidu Formuty 1 zostato poruszone réwniez w pracach [36,
37], w ktérych poszukiwano (odpowiednio) optymalnego potozenia $rodka ciezkoSci
w kierunku wzdtuznym oraz optymalnego przeswitu. Autorzy publikacji [25] skupili sie
na optymalizacji przetozenia przekiadni tancuchowej, pojemnosci baterii oraz liczby
silnikow elektrycznych w motocyklu elektrycznym.

W przypadku publikacji dotyczacych pojazdéw jednosladowych, badano przede
wszystkim motocykle o duzych pojemnosciach oraz mocach silnika rozpatrujac ruch na

pelnowymiarowych torach wyscigowych. W pracy [20] modelowanym pojazdem byt
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motocykl klasy Superbike, za§ w pracy [26] motocykl klasy MotoGP. Motocyklom o duzych
pojemnoSciach silnika zostaly poswiecone prace [6, 13, 21]. Ruch pojazdow
rozpatrywano na torach: Mugello [13, 20, 26] oraz Adria International Raceway [6, 34].
Przyktadem analizy na diugim odcinku trasy (60 km) jest praca [25], w Kktorej
poszukiwano optymalnej trajektorii motocykla elektrycznego przemierzajgcego trase
wyscigu Isle of Man TT Zero Challenge. Lekki motocykl wyscigowy klasy 125 cm3
poddany zostat analizie w pracy [34]. Obliczenia przeprowadzono dla toru Valencia oraz
toru Adria International Raceway. Przykiadem analizy ruchu lekkiego motocykla
wysScigowego na torze kartingowym jest praca autora dysertacji [28].

Rozbudowany przeglad literatury, poruszajacy dodatkowo aspekty nie poddane
rozwazaniom w niniejszej rozprawie, takie jak: optymalne wykorzystanie systeméw
odzyskiwania energii czy zarzadzanie energig w pojazdach elektrycznych i hybrydowych,
zostat zamieszczony w pracy [38].

W przedstawionym przegladzie literatury pominieto techniki modelowania ruchu,
w ktorych uktad wielocztonowy kontrolowany jest regulatorami starajagcymi sie podazac
pojazdem wzdtuz predefiniowanej Sciezki. Ze wzgledu na zalezno$¢ rezultatu obliczen od
nastaw regulatora, trudno jest moéwi¢ o optymalno$ci manewru. Przyktadem takiej
analizy po$swieconej pojazdowi jedno$ladowemu jest praca [39].

[stotnymi pracami z punktu widzenia prezentowanej tematyki sg réwniez [40, 41],
w ktérych problematyka sterowania optymalnego zostata ujeta z punktu widzenia
optymalizacji ruchu pojazdow.

2.2. Diagram przyspieszen g-g

Warunki ruchu quasi-statycznego powigzane sg z diagramami przyspieszen g-g, ktorych
koncepcja pojawila sie po raz pierwszy w latach 70. XX wieku [42]. Diagramy g-g to
wykresy przedstawiajgce obwiednie dopuszczalnych przyspieszen pojazdu. Osig
odcietych wyKkresu jest przyspieszenie poprzeczne pojazdu, za$ osig rzednych
przyspieszenie wzdtuzne.

Diagram g-g pozwala na scharakteryzowanie osiggéw uktadu pojazd-kierowca. Moze
by¢ takze wykorzystany do oceny wptywu zmian podstawowych charakterystyk pojazdu
na poddawane analizie limity przyspieszen. Diagramy g-g sa rowniez popularnym
narzedziem stosowanym do oceny kierowcéow pod wzgledem wykorzystywania

potencjatu pojazdu oraz dostepnej przyczepnosci opon.
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Podstawowym ograniczeniem osiggéw pojazdu jest przyczepnos¢ opon. Obwiednia
wypadkowej wzdtuznej oraz poprzecznej sity przyczepnosci przyjmuje w ogdlnym
przypadku ksztatt zblizony do elipsy. Na rys. 2.2a zostaly przedstawione przyktadowe
wyKkresy graniczne;j sity przyczepnosci opony przy zatozeniu réwnej oraz réznej wartosci
wspOtczynnikow piy i . Wspotczynniki u, i u, oznaczajg odpowiednio wspotczynnik
przyczepnosci przylgowej w kierunku wzdtuznym oraz poprzecznym.

W trakcie tworzenia diagramu g-g (dla przyjetych warunkéw ruchu
quasi-statycznego) uwzgledni¢ mozna nastepujace, wyszczeg6lnione w pracy [43] efekty:

e skonczong moc silnika limitujagcg maksymalne przyspieszenie wzdtuzne pojazdu,

e opor aerodynamiczny oraz site nosng (lub site docisku),

e zmiane obcigzenia kot zwigzang z przyspieszeniami dziatajgcymi na pojazd,

e rozdziat sity hamowania,

e warunek przewrdcenia pojazdu na bok pod wptywem sity bezwtadnosci w kierunku
poprzecznym do kierunku ruchu (samochdéd) lub oderwania od nawierzchni ktérego$

z k6t w wyniku dziatania sity bezwtadnosci wzdtuz kierunku ruchu (motocykl).
Wyszczego6lnione ograniczenia powodujg widoczne na rys. 2.2 réznice miedzy obwiednia
przyczepnos$ci opon a obwiednig osiggéw pojazdu.

Wptyw predkosci ruchu na obwiednie osiggéw samochodu wys$cigowego zostat
zaprezentowany na rys. 2.2b. Rosngca wraz ze wzrostem predkosci ruchu dopuszczalna
warto$¢ przyspieszenia poprzecznego wynika z aerodynamicznej sity docisku. Rosnacy
op6r aerodynamiczny przesuwa obwiednie diagramu wzdtuz osi rzednych, w kierunku
mniejszych wartos$ci przyspieszen.

Diagram g-g dla pojazdu jednosladowego omoéwiono w podrozdziale 4.3 niniejszej
rozprawy.

W pracy [6] przedstawiono opis diagramu g-g w biegunowym uktadzie
wspétrzednych (rys. 2.3a). Osiggi pojazdu w sformutowanym zadaniu sterowania
optymalnego ograniczono przedstawiong na rys.2.3b hiperpowierzchnig, ktéra
sparametryzowano predkoscig pojazdu V oraz amplitudg « zalezng od przyspieszenia
wzdtuznego a, i poprzecznego a,. Proces tworzenia diagramu g-g oraz przedstawione;
hiperpowierzchni zostat szczegétowo opisany w pracy [12].

W publikacji [44] wyznaczono obwiednie osiggéw pojazdu za pomoca zadania
optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami, w ktérym maksymalizowane byty wartosci

przyspieszen w poszczeg6lnych fazach ruchu. Procedury optymalizujgce zostaly
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wykorzystane takze w pracy [45]. Maksymalizowano wéwczas pole powierzchni figury
ograniczonej obwiednig diagramu. Zadanie optymalizacji sformutowano na dwa sposoby:
jako zadanie sterowania optymalnego oraz =zadanie optymalizacji nieliniowej

Z ograniczeniami.

a) b)
15 : : : - A
5 T 1 1 | eSS —V=20ms|
- = V=40mis
[ e V=60m/s| |
L —-=-V =80 m/s
05 1 O I R ! R pe
7/
of i
o i |
> = & ! |
s 0 y L i
W $05F i
\‘ ’
-0.5 1
-1 F
A 1 15 T
15 -1 -0.5 0 05 1 15
15 | | | | | ay (g)
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Fy/N [-]

Rys. 2.2. Granica przyczepno$ci dla réwnej oraz roéznej warto$ci wspotczynnikow
przyczepnoSci przylgowej u, i u, (a), diagram g-g osiggéw samochodu wyznaczony dla
réznej predkosci ruchu [6] (b)

a) b)

05

a, /9

051

At ?)\ —~——— - 60
05 o a0
. 05 T 20
58 i o ’ 1 0 V (m/s)
-1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5
al/g

Rys. 2.3. Wspéirzedne p oraz a w biegunowym uktadzie wspotrzednych stosowane do
parametryzacji obwiedni diagramu g-g (a), hiperpowierzchnia ograniczajgca osiagi
pojazdu w zadaniu sterowania optymalnego ruchem pojazdu w warunkach ruchu

quasi-statycznego [6] (b)

29



Diagramy g-g, przy ktorych tworzeniu uwzgledniono przyspieszenie katowe pojazdu,
temperature opon oraz tlumienie w zawieszeniu, opisano w publikacjach
[46, 47]. Uogollnienie diagramu g-g na ruch po tréjwymiarowej jezdni zostato
przedstawione w pracach [26, 27].

Zarejestrowane eksperymentalnie diagramy g-g poréwnano z obwiednig
przyczepnos$ci opon w pracy [48]. Autorzy publikacji wyznaczyli teoretyczng obwiednie
osiagéw pojazdu jednosladowego, a nastepnie poddali analizie wptyw potozenia $rodka

ciezkosci pojazdu na ksztatt obwiedni diagramu.
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3. Sterowanie optymalne

Teoria sterowania optymalnego jest wynikiem rozwiniecia rachunku wariacyjnego.
Jednym z pierwszych probleméw dotyczacych optymalizacji postawionych w rachunku
wariacyjnym byt sformutowany w 1696 roku przez Johana Bernoulliego problem
brachistochrony (krzywej najkrotszego spadku). Zostat on rozwigzany niezaleznie przez
pieciu matematykdéw, ktorzy wykazali, Ze brachistochrong jest fragment cykloidy.
Gwattowny rozwdj teorii sterowania optymalnego nastgpit w okresie zimnej wojny.
W tym czasie powstala teoria programowania dynamicznego opracowana przez
amerykanskiego matematyka Richarda Bellmana [49]. Drugim fundamentalnym
osiaggnieciem z tego okresu jest zasada minimum Pontriagina (nazywana rowniez zasada
maksimum Pontriagina) sformutowana w 1956 roku przez rosyjskiego uczonego Lwa
Pontriagina. Zasada optymalnosci Bellmana oraz zasada minimum Pontriagina staty sie

podstawa dla wszystkich p6Zniejszych prac poswieconych sterowaniu optymalnemu.

3.1. Sformulowanie problemu sterowania optymalnego

W og6lnym przypadku dynamika sterowanego uktadu opisana jest za pomocg réwnan

stanu
x(t) = f(x(t),u(®), v), (3.1)

X(to) = Xo, (3.2)

w ktorych x jest m-elementowym wektorem zmiennych stanu, u jest n-elementowym
wektorem zmiennych sterujacych, zas x, jest wektorem warunkéw poczatkowych.
Zmienne stanu X oraz zmienne sterujace u nalezg (odpowiednio) do zbioru wartosci
dopuszczalnych X oraz U.

W zadaniu sterowania optymalnego poszukiwany jest wektor sterowan u(t), ktory

w czasie t € (t,, t;) minimalizuje wskaznik jakosci [50]:

7= R(x@) + [ F&Ou0,0d (3.3)

to

Wielkosci t, i t;, s3 odpowiednio chwilg poczatkowsq i koncowga sterowania. Funkcja F;
zalezy od stanu koncowego (koszt konncowy), zas F, od stanu i sterowan uktadu. Zadanie

sterowania optymalnego, w ktérym wskaznik jakos$ci 7 przyjmuje petng posta¢ dana
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rownaniem (3.3) nazywane jest problemem Bolzy. Zadanie, w ktérym F; = 0 nazywane
jest problemem Lagrange’a, za§ w przypadku F, = 0 problemem Mayera.

Funkcjonat jako$ci jest minimalny, jesli spetniony jest warunek
I (@O0 (0),0) < IXD),u(),0), Vuewy, (3.4

gdzie u* jest sterowaniem optymalnym, a X" trajektorig stanu odpowiadajgca temu

sterowaniu.

3.1.1. Zadanie sterowania optymalnego bez ograniczen — podej$cie wariacyjne

Funkcjonat jakosci J, do ktérego za pomocg mnoznikéw Lagrange’a

A = A(t) wprowadzono réwnania stanu (3.1), przyjmuje postac

J= Fl(x(tk)) + {F,(x(t),u(t),t) + AT[f(x(t),u(t), t) — x(t)]} dt. (3.5)

to
Wprowadzajac funkcje Hamiltona ' w postaci
H &), u®), At),t) = Fx@®),u®),t) + ATf(x(t), u(®), t), (3.6)

oraz catkujac przez czesci sktadnik fttok ATx(t)dt, funkcjonat (3.5) przyjmuje postacé

7 =F(x(ty)) + j {H(x@®),ut),A(t),t) + ATx(t)} dt — ATx(t)li’;. (3.7)

Zaktadajac, ze czas koncowy t; jest znany, wariacja du(t) skutkuje wariacja §x(t)

oraz 67 i prowadzi do zalezno$ci

oF
57 = [(—1 - )LT) 5x] T
15).4 t=ty

9K O
+ f {(— + AT) 5% + (—) 6u} dt.
to \OX ou

Wskaznik jako$ci bedzie minimalny, gdy jego wariacja bedzie réwna zeru. Ze wzgledu na

(3.8)

znajomos$¢ stanu uktadu w chwili poczatkowej t, wariacja sktadnika [AT 6X];~, jest rowna

zeru. Nastepnie, przyjmujac

AL = %
T ox b=ty (3.9)

32



oraz
AT = —— (3.10)

réwnanie (3.8) upraszcza sie do postaci

57 = ft :k [(%—f) 6u] dt. (3.11)

Warunkiem koniecznym istnienia minimum funkcjonatu J jest wiec zerowanie sie
pochodnej hamiltonianu

oH
Jdu

= 0. (3.12)

u=u*

Wyznaczone zaleznoSci pozwalaja na sformutowanie nastepujacych warunkdéw

koniecznych minimalnosci funkcjonatu J:

x* = f(x*,u%), (3.13)
o 0%
Jdu x=x*,u=u*,A=1" ’ (3'14)

T oH
B ox x=x*u=u*A=A* ’ (315)
)L*T _ aFl
e ox x=x*,u=u*,l=)t*. (316)
Warunek istnienia minimum w punkcie stacjonarnym przedstawia zalezno$¢
0*H >0
2 ' 3.17
ou x=x",u=u*A=1" ( )

Zbior réwnan (3.13) - (3.15) i (3.17) z warunkami brzegowymi (3.2) i (3.16) nosi
nazwe dwupunktowego problemu brzegowego.
Warunki (3.14) i (3.17) uog6lnione na przypadek, w ktérym u ograniczone jest do

pewnego zbioru U, opisane sg réwnaniem
H 5 uA5t) < H(x*,u,A%t), VueU (3.18)

przedstawiajagcym zasade minimum Pontriagina.
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3.1.2. Zadanie sterowania optymalnego bez ograniczen z czasem swobodnym

W przypadku zadania sterowania optymalnego bez ograniczen z czasem swobodnym,
funkcja F; (jeSli rozniczkowalna) moze zostaC zapisana za pomoca réwnowaznej

zaleznosci

tkd
(@) = | &} de+ R (@), (3.19)

Zastepujac wystepujacy w rownaniu (3.7) skiadnik F; zapisang zaleznos$cig (3.19),
anastepnie zaktadajac nieskonczenie matg wariacje t, wariacja funkcjonatu &7

przyjmuje postac

oF, oF,
57 = [(——AT)5x+(H+—)5t] +
ox ot t=ty

K I
+ j {(— + AT) 5% + (—) Su} dt.
o, \OX ou

Nowym sktadnikiem, wzgledem zaleznosci (3.8), jest sktadnik zwigzany z wariacja 6t.

(3.20)

Pierwszy sktadnik réwnania (3.20) prowadzi do warunku transwersalnos$ci

a5, = 0F;
k= " 5t t=tk’ (3.21)
oraz znanego juz warunku
r_9h
kT ox t=tk. (3.22)

W przypadku F; = 0 warunki (3.21) i (3.22) przyjmuja zerowg wartos¢.

3.1.3. Zadanie sterowania optymalnego z ograniczeniami
Bardziej ogdlne sformutowanie zadania sterowania optymalnego z dodatkowymi

ograniczeniami na zmienne stanu i zmienne sterujgce przedstawione jest zalezno$ciami:

Ix(®),u(®), t) = Fy(x(t), x(t)) + j Fo(x(1), u(®), td, (3.23)
x(t) = f(x(6), u(t), t), (3.24)
c(x(t),u(t),t) <0, (3.25)
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b(x(to), x(tx)) = 0, (3.26)

gdzie c(x(t),u(t),t) jest p-elementowym wektorem ograniczen algebraicznych,
ab(x(ty),x(t;)) jest g-elementowym wektorem warunkéw brzegowych. Funkcja F;
zalezy od stanu poczatkowego oraz koncowego.

Wprowadzone do (3.23) ograniczenia (3.24) - (3.26) prowadza do zaleznosci

I(x,u) = Fy(x(t0), x(t)) — vIb(x(to), x(tx)) +
ti (3.27)
+f {F,(x,u) + AT(f(x,u) — x) + pTc(x,u)}dt,

0

gdzie A, p oraz v sg wspoétczynnikami Lagrange’a zwigzanymi odpowiednio z rownaniami
stanu, ograniczeniami algebraicznymi oraz warunkami brzegowymi.

Funkcja Hamiltona H przyjmuje wéwczas postaé
HExudpv)=Fxu)+ATf(xu) + plc(x ). (3.28)

Nieskonczenie mata wariacja §t powoduje nastepujaca wariacje funkcjonatu jakosci

JF. db dF. db
87 = [(—1+AT —vT—) 5x + (—}(+—1—vT—> St] + (3.29)
t=t0

0x 0x Jt Jt
JF. db OF. db
+[(—1—AT—VT—>6x+ <7—[+—1—VT—>5t] +
0x ox Jt Jt t=ty

K 9
+ J {(— + AT) 5% + (—) 5u} dt.
t, \\OX ou

Z zerowania sie wariacji 67 wynikaja warunki:

. O0H
X= ETR (3.30)
- o0H
A= X (3.31)
ut = argrgleilrjl}[. (3.32)

Réwnanie (3.32) przedstawia alternatywne sformutowanie zasady minimum
Pontriagina.

Zwigzane z wariantem zadania warunki brzegowe przedstawiajg sie nastepujaco:
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o jeslix(ty) jest dowolne to

0F. db
T_|_Z°1 T~
o [ <7V ox - (3.33)
e jeslix(t) jest dowolne to
oF db
T_ |1 _ T
A = ix VY ox - (3.34)
e jeslity jest dowolne to
oF, . 0b
:]'[0 - I:E_ \"% E t=t0; (335)
e jeslit, jestdowolne to
2 = 0F; byl ob
k= at v at t=tk- (3'36)

Z ograniczeniami algebraicznymi zwigzane s3 poniZsze warunki narzucone na zmienne
Sprzezone U;
ui(t) =0, gdy ci(xu,t) <0,
ui(t) <0, gdy c¢i(xu,t) =0, (3.37)
pi(t) >0, gdy cj(x,u,t)>0.

Tak sformutowane zadanie sterowania optymalnego nosi nazwe dwupunktowego

problemu brzegowego Hamiltona.

3.1.4. Sterowanie ,bang-bang” oraz sterowanie osobliwe

Omawiajgc tematyke sterowania optymalnego nie sposéb pomina¢ klase problemow,
ktore charakteryzuje sterowanie ,bang-bang”, tym bardziej, Ze w rozdziatach
prezentowanych w dalszej czesci dysertacji ten charakterystyczny sposéb sterowania
przywotywany bedzie kilkukrotnie. Sterowanie ,bang-bang” polega na przetgczaniu
zmiennej sterujgcej miedzy granicznymi warto$ciami dopuszczalnymi i jest
charakterystyczne dla probleméw, w ktdérych stan uktadu oraz wskaznik jakosSci sa

liniowo zalezne od sterowania. Tego typu zagadnieniem jest réwniez rozpatrywany
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w niniejszej pracy problem sterowania czasowo-optymalnego®, w ktéorym funkcjonat

jakosSci nie zalezy od sterowania. Rozwigzaniem zadania sterowania optymalnego jest

wowczas
Umax ,jeSlid(t) <0
u* = {nieznane ,je$li®(t) =0, (3.38)
Upmin ,jesSli d(t) >0

gdzie ®(t) jest funkcja przetaczania.

Sterowanie ,bang-bang” wygodnie jest przedstawi¢ postugujac sie nastepujacym
przyktadem: poszukiwane jest sterowanie u nalezace do pewnego zbioru warto$ci
dopuszczalnych u €< Upin, Umax > Przeprowadzajgce pojazd z pewnego punktu A do
punktu B w najkrétszym czasie, przy zatozeniu, ze predkos¢ pojazdu na poczatku i koncu
manewru ma by¢ réwna zeru. Postawiony problem sterowania moze zosta¢ opisany

réwnaniem

X=u, (3.39)

w ktorym x jest potozeniem pojazdu. Przeksztatcajac rownanie (3.39) do uktadu rownan

rozniczkowych pierwszego rzedu otrzymywany jest nastepujacy uktad réwnan stanu

X1 = Xy, (3.40)

X2 = U (3.41)
Sformutowany za pomocg zaleznosci (3.6) hamiltonian przyjmuje posta¢
H=1 + /11x2 + Azu (342)

i jest liniowo zalezny od sterowania u, a wiec zaleznos$¢ (3.12) nie pozwala na okre$lenie
sterowania optymalnego. Analityczne rozwiazanie zagadnienia za pomoca analizy
trajektorii stanu przedstawione zostato w pracy [50]. Optymalny przebieg sterowania jest
nastepujacy: pojazd przyspiesza z maksymalnym dopuszczalnym przyspieszeniem .y,
a nastepnie zaczyna hamowa¢ z maksymalnym dopuszczalnym opoOZnieniem uy;,.
Nastepujacy przeskok sterowania pomiedzy granicami zbioru warto$ci dopuszczalnych

jest przyktadem sterowania ,bang-bang”.

6 W problemie sterowania czasowo-optymalnego wskaznik jako$ci przyjmuje postaé f:of 1dt.
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Z zadaniami optymalizacji o liniowo zaleznym od sterowania hamiltonianie zwigzany
jest takze problem sterowania osobliwego, czyli takiego, w ktorym funkcja przetgczania
®(t) przyjmuje warto$¢ rowng zeru w pewnym skonczonym przedziale czasu.
Postawiony wcze$niej problem sterowania statby sie osobliwy w momencie, w ktérym
predko$¢ pojazdu zostataby ograniczona do pewnej predko$ci maksymalnej V.,
i predko$¢ ta zostataby osiggnieta w pewnym skonczonym przedziale czasu. W przypadku
gdy sterowanie u nalezy do wnetrza zbioru wartosci dopuszczalnych, co mozna zapisac
za pomoca zaleznoSci Uy, < U* < Uy, WOWCzas zasada minimum Pontriagina nie
pozwala wnioskowa¢ na temat sterowania optymalnego. Metody rozwigzywania
wyszczegollnionych zagadnien zostaty opisane miedzy innymi w pracy [51].

Zadania sterowania optymalnego, w ktoérych sterowanie jest osobliwe moga
sprawia¢ problemy w trakcie ich numerycznego rozwigzywania. Czesto stosowanym
rozwigzaniem pozwalajagcym ,oming¢” problem osobliwoSsci jest modyfikacja funkcjonatu
jakosci polegajaca na wprowadzeniu matego sktadnika kwadratowo zaleznego od
sterowania [51]. W zadaniu sterowania czasowo-optymalnego funkcjonat jakosci

przyjmuje wéwczas postac

n

S jtk {1 4 Z eiuiz} dt. (3.43)

0 i

Warto$ci wag €; dobierane s3 iteracyjnie do momentu wystapienia niestabilnosci

numerycznej lub speinienia warunku granicznej dopuszczalnej wartosci na €;.

3.2. Numeryczne metody rozwigzywania zadan sterowania optymalnego
Stosowane s3 dwie metody rozwigzywania zadan sterowania optymalnego: metoda
posrednia (z ang. indirect) oraz metoda bezposrednia (z ang. direct).

Metody posrednie wykorzystujg zasade minimum Pontriagina. Zadanie sterowania
optymalnego rozwigzywane jest za pomocg warunkéw optymalnosci zdefiniowanych
w podrozdziale 3.1. W metodzie bezposredniej za$ sterowanie optymalne znajdowane
jest w wyniku aproksymacji oryginalnego zadania sterowania optymalnego skonczenie
wymiarowym zadaniem optymalizacji. Zmienne w zadaniu poddawane s3 dyskretyzacji
w dziedzinie zmiennej niezalezne;j.

Metody rézniag sie miedzy sobg takze etapem, na ktéorym sformutowany problem
podlega dyskretyzacji. W metodzie bezposredniej dyskretyzacja ZSO nastepuje na samym

poczatku procedury, a nastepnie zadanie rozwigzywane jest za pomoca algorytmow
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programowania nieliniowego (z ang. nonlinear programming, skrét: NLP). W metodzie
posredniej za$ najpierw definiowane sg w sposob jawny warunki optymalnosci, a dopiero
pOzniej problem poddawany jest dyskretyzacji w celu numerycznego rozwigzania
zagadnienia.

Niezaleznie od wyboru metody, sformutowane ZSO moze zosta¢ rozwigzane za

pomoca metody sekwencyjnej lub réwnoczesne;j.

3.2.1. Metody sekwencyjne

W metodach sekwencyjnych rozwigzanie w kolejnym kroku czasowym otrzymywane jest
na podstawie rozwigzania w jednym lub Kkilku poprzednich krokach czasowych.
Zagadnienie brzegowe zastepowane jest zagadnieniem poczgtkowym, a podstawowg
stosowang procedurg numeryczng jest wowczas metoda strzatéw lub metoda strzatéw
wielokrotnych [51, 52]. W =zalezno$ci od znajomosci stanu ukiladu na brzegu
analizowanego przedzialu czasowego, w miejsce nieznanego warunku brzegowego
przyjmowany jest pewien warunek poczatkowy, a nastepnie rozwigzywane jest
zagadnienie poczatkowe. Sterowanie w kazdym kroku czasowym otrzymywane jest
z zaleznoSci (3.32). Jesli stan uktadu w ostatnim kroku czasowym jest zgodny ze znanym
warunkiem koncowym wowczas znalezione zostato rozwigzanie zadania. W przeciwnym
wypadku przyjety warunek poczatkowy poddawany jest modyfikacji i zadanie
rozwigzywane jest ponownie. Poszukiwania odpowiedniego warunku poczatkowego
trwaja do momentu, w ktéorym rdznica miedzy rozwigzaniem zadania aznanym
warunkiem koncowym bedzie mniejsza od zatozZone;j.

W metodzie strzatéw wielokrotnych [51, 52] analizowany przedziat czasowy
dzielony jest na mniejsze interwaty, w ktérych nastepnie stosowana jest metoda strzatéw.
Rozwigzania na brzegu interwatéw muszg spetnia¢ warunek ciggtosci.

W przypadku sekwencyjnego rozwigzywania ZSO za pomoca metody bezposredniej,
sterowanie poddawane jest dyskretyzacji i reprezentowane jest funkcjami przedziatami
wielomianowymi [53]. Parametry funkcji wielomianowych traktowane sg nastepnie jako
zmienne decyzyjne w zadaniu NLP, ktore moze zosta¢ rozwigzane za pomoca bibliotek
[POPT [54], SNOPT [55]. Réwnania stanu (3.24) rozwigzywane sg krok po kroku, za$
warto$¢ wskaznika jako$ci obliczana jest za pomoca kwadratury odpowiadajacej

przyjetemu schematowi catkowania.
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3.2.2. Metody réwnoczesne

Grupa metod réwnoczesnych utozsamiana jest z metodg kolokacji, w ktdérej zmienne
stanu oraz zmienne sterujgce poddawane s3 dyskretyzacji i stanowig zmienne decyzyjne
w zadaniu NLP. Optymalne sterowanie oraz odpowiadajgce mu trajektorie zmiennych
stanu wyznaczane sg rownoczes$nie.

Szeroko stosowang metodg rownoczesng jest pseudospektralna metoda kolokacji
ortogonalnej, ktorej szczegdétowy opis matematyczny odnaleZ¢ mozna w pracach [56, 57].
Analizowany przedziat czasowy t €< ty,t, > zostaje przeksztatcony w przedziat
T €< —1,1 >, ktory nastepnie dzielony jest na J kolejnych podprzedziatow. W kazdym
podprzedziale stan uktadu aproksymowany jest w weztach kolokacji bedacych
pierwiastkami przyjetego wielomianu ortogonalnego n-tego stopnia. Otrzymany po
dyskretyzacji nieliniowy problem optymalizacji z ograniczeniami rozwigzywany jest
nastepnie za pomoca algorytmoéw NLP.

Istotne aspekty z punktu widzenia praktycznej implementacji metody kolokacji
ortogonalnej, oméwione zostang w podrozdziale 3.3 na przyktadzie wykorzystywanego
W niniejszej pracy oprogramowania GPOPS-II.

Opisywane metody zostaty ze sobg zestawione miedzy innymi w pracy [58], w ktérej
autorzy zaprezentowali analize poréwnawczg rezultatéw z programu PINS (metoda
posrednia) oraz GPOPS-II (metoda bezposrednia), wykazujac podobienstwa miedzy
rezultatami obliczen oraz wskazujac zalety i wady obydwu podejs¢.

Zagadnienia minimalizacji czasu manewru bywajg rowniez rozwigzywane metodami
sterowania predykcyjnego [59].

Praca [60] wskazuje, ze wspotczynniki Lagrange’a wykorzystywane w metodach
bezposrednich stanowig dyskretng aproksymacje zmiennych sprzezonych w metodzie
posredniej. Metody te odpowiadajg sobie.

3.3. Oprogramowanie GPOPS-II
Rozwazane w niniejszej pracy zadania sterowania optymalnego zostaty rozwigzane za
pomocg oprogramowania GPOPS-II (General Purpose Optimal Control Software) [56]

bedacego zewnetrznym narzedziem rozszerzajacym funkcjonalno$¢ oprogramowania

MATLABY.

7 Oprogramowanie GPOPS-II dostepne jest rowniez jako zewnetrzna biblioteka jezyka C++ o nazwie
CGPOPS.
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Program GPOPS-II jest narzedziem ogdlnego przeznaczenia wykorzystywanym do
numerycznego rozwigzywania zadan sterowania optymalnego (metoda bezposrednia,
rownoczesna), w ktorym zastosowana zostata hp-adaptacyjna wersja metody kolokacji
Legendre’a-Gaussa-Radaua.

Program GPOPS-II umozliwia rozwigzywanie problemoéw jedno oraz wielofazowych
(podrozdziat 3.3.4). Sformutowanie zadania sterowania optymalnego wymaga
zdefiniowania dwéch funkcji: funkcji punktu koncowego (endpoint function) oraz funkcji
ciagtej (continuous function). W funkcji ciggtej nalezy zawrze¢ dynamike uktadu (3.24),
ograniczenia algebraiczne (3.25) oraz funkcje podcatkowg wskaznika jakosci (3.23).
W funkcji punktu koncowego zdefiniowa¢ nalezy powigzania miedzy catkami
w poszczegOlnych fazach zadania, parametrami statycznymi® (jesli wystepujg) oraz
sposobem rozpoczecia i zakonczenia kazdej fazy problemu.

W dalszej kolejnosci zdefiniowac¢ nalezy: warunki brzegowe kazdej fazy zadania,
warunki na granicy faz, a takze poda¢ gorna oraz dolng warto$¢ przedziatlu wartosci
dopuszczalnych zmiennych stanu, zmiennych sterujacych i ograniczen algebraicznych.
Wymagane jest rowniez podanie poczatkowego przyblizenia sterowania oraz trajektorii
stanu.

Procedura rozwigzywania zadania optymalizacji wyglada nastepujgco:

1. Zmienne stanu oraz sterowania poddawane sg dyskretyzacji.
2. Zadanie sterowania optymalnego przeksztatcane jest do problemu NLP.
3. Zadanie optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami rozwigzywane jest za pomoca

algorytmow programowania nieliniowego dla warunkéw Karusha-Kuhna-Tuckera®.

8 Parametrami statycznymi sg zmienne decyzyjne w procesie optymalizacji, ktére sa niezalezne od fazy
zadania oraz zmiennej niezaleznej.

9 Warunki Karusha-Kuhna-Tuckera w przypadku minimalizacji funkcji celu F(x) przy ograniczeniach
b(x) = 0 oraz c(x) < 0 opisane s3 zalezno$ciami [51]

L
—=F,+bIA+¢&Ipn=0,

0x
6L_b( )
aLax‘ X =5
5= =010,

gdzie L = F + bTA + €Tl jest Lagrangianem, F, jest gradientem funkgji celu, za$ b, oraz ¢, Jakobianem
zwigzanym odpowiednio z ograniczeniami réwno$ciowymi i nieréwno$ciowymi. Znak tyldy nad symbolami
oznacza w tym przypadku zbior aktywnych ograniczen.
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4. Szacowany jest btad rozwigzania na podstawie stopnia naruszenia ograniczen
dynamiki ukladu (réwnan stanu) w punktach Srodkowych miedzy weztami
kolokacyjnymi.

5. Jezeli btad rozwigzania przekracza zatozong warto$¢ graniczng nastepuje
zageszczenie siatki obliczeniowej i ponowne rozwigzanie zadania optymalizacji.

6. Jesli btad rozwigzania jest mniejszy niz zatozona doktadno$¢ rozwigzania obliczenia

uznawane sqg za zakonczone.

3.3.1. Siatka obliczeniowa oraz metody zageszczania siatki

Wezty kolokacji znajduja sie w punktach Legendre’a-Gaussa-Radaua. Poniewaz stan
uktadu oraz sterowania aproksymowane sg w weztach kolokacji, potozenie weztow
odgrywa istotna role w procesie zbieznos$ci rozwigzania. Siatka obliczeniowa poddanego
dyskretyzacji problemu sktada sie z przedzialow oraz ulokowanych w ich wnetrzu
weziow kolokacji. W iteracyjnym procesie zageszczania siatki, modyfikacji podlegac
moga: rzad p wielomianu aproksymujacego oraz liczba przedziatow i ich szeroko$¢. Dwa
podstawowe typy (metody) zageszczania siatki to:
e typ h - staty rzad wielomianu aproksymujacego, zmienna liczba przedziatow,
e typ p - stata liczba przedziatéw, zmienny rzad wielomianu aproksymujacego.
Rozwinieciem obydwu metod jest procedura zageszczania siatki typu hp,
zaimplementowana w oprogramowaniu GPOPS-II, bedaca potaczeniem obydwu
wymienionych podejs¢. W kompetencji uzytkownika oprogramowania lezy wybor
odmiany metody hp, ktére réznig sie miedzy sobg warunkami, dla ktérych zwiekszeniu
ulega rzad wielomianu lub dokonywany jest podziat przedzialbw na mniejsze.
Uzytkownik dysponuje mozliwo$cig zdefiniowania minimalnej oraz maksymalnej liczby
weztow kolokacji w pojedynczym przedziale, ustalenia parametréw poczatkowej siatki
obliczeniowej oraz przesuniecia $rodka ciezkos$ci metody hp w kierunku typu h lub
typu p. W ogoélnosci, jezeli btad w danym przedziale siatki roztozony jest w sposéb
réwnomierny, zwiekszeniu ulega rzad wielomianu aproksymujgcego, w przeciwnym

wypadku przedziat powinien zosta¢ podzielony na mniejsze.

3.3.2. Obliczanie pochodnych oraz gradientéw
W trakcie numerycznego rozwigzywania zadania NLP konieczne jest wyznaczenie
gradientu funkcji celu, a takze Jakobianu oraz macierzy Hessego (hesjanu). Pochodne

w programie GPOPS-II obliczane sg numerycznie za pomocg ilorazu réznicowego lub
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rozniczkowania algorytmicznego. Moga roOwniez zostaC wprowadzone w formie
analitycznej. DomySlnie pochodne obliczane sg za pomoca ilorazu réznicowego, ktory

w og6lnym przypadku, dla funkcji f (x), moze zostac¢ zapisany jako

h —
f’(X)zf(er ,)l f(x), (3.44)

gdzie h jest dtugoscig kroku obliczeniowego. Doktadno$¢ metody zalezy od dtugosci
kroku h, ktéry powinien by¢ odpowiednio maty.

Oprogramowanie GPOPS-II umozliwia zastosowanie dedykowanego
oprogramowaniu MATLAB narzedzia typu open-source o nazwie ADiGator [61].
Narzedzie to przeznaczone jest do rodzniczkowania algorytmicznego (nazywanego
réwniez roézniczkowaniem automatycznym), w ktéorym roézniczkowalny problem
rozktadany jest na funkcje elementarne, a nastepnie warto$¢ pochodnej obliczana jest
zgodnie z regulg tancuchowa. Narzedzie ADiGator przeksztalca wprowadzong przez
uzytkownika funkcje (ktéra ma zosta¢ poddana operacji r6zniczkowania) w nowa funkcje
programu MATLAB, ktora umozliwia obliczenie pochodnej (lub pochodnych) funkcji
Zrodtowe;j.

W przypadku metod posrednich opisywanych we wstepie do rozdziatu, operacje
matematyczne na symbolach wykonywane s3 za pomoca programéw algebry

komputerowej (najczesciej: Maple, Mathematica czy Maxima).

3.3.3. Skalowanie problemu

Réznice miedzy przedziatami zmienno$ci wielko$ci w wektorach x i u moga w negatywny
sposéb wptyna¢ na proces zbieznoSci zadania do rozwigzania optymalnego. W celu
poprawy uwarunkowania procesu optymalizacji zmienne poddawane sg skalowaniu.
Praktyczna zasada skalowania zaklada sprowadzenie przedziatu wartosci kazdej
zmiennej x €< a,b > do przedziatu ¥ €< —0.5,0.5 >.

W niniejszej pracy zrezygnowano z automatycznych metod skalowania
zaimplementowanych w oprogramowaniu GPOPS-II na rzecz wytycznych
zamieszczonych w pracy [51]. Za wielkos$ci odniesienia potraktowano:

e dtugosc [, r6wna rozstawowi osi pojazdu,
e mase my rowng masie pojazdu.
Po przeskalowaniu, rozstaw osi oraz masa pojazdu przyjmuja bezwymiarowa

warto$¢ rowng jednosci. Wprowadzona za jednostke czasu wielkos¢ /1, /g, gdzie g jest
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przyspieszeniem ziemskim, powoduje, ze bezwymiarowa warto$¢ przyspieszenia
pojazdu rowna jednosci odpowiada przyspieszeniu ziemskiemu g.

W przypadku jednego z pojazdoéw analizowanych obliczeniowo w dalszej czeSci
pracy, wielkosci [,, m, i m przyjmuja odpowiednio wartosci 1.18 m, 143.50 kg oraz
0.347 s. Skalujac przyktadowo pewng predkos¢ pojazdu réwng 25 m/s otrzymywany jest

jej bezwymiarowy odpowiednik o warto$ci rownej 7.35.

3.3.4. Zadanie sterowania optymalnego o jednej lub wielu fazach

Zadanie sterowania optymalnego w programie GPOPS-II moze zosta¢ zdefiniowane jako
jedno lub wielofazowe. RéZnice miedzy poszczeg6lnymi fazami zadania moga wynikac
z dynamiki uktadu, funkcji podcatkowej oraz ograniczen algebraicznych. Warunkiem
koniecznym jest zachowany kierunek zmian zmiennej niezaleznej.

Zadania wielofazowe s3g charakterystyczne na przyktad dla probleméw wynoszenia
rakiet w przestrzen kosmiczng. Poszczegdlne fazy zadania zwigzane sg wowczas
z odtgczaniem sie kolejnych stopni rakiety.

Rozwigzywane w rozdziale 4 niniejszej pracy zadania sterowania optymalnego beda
zadaniami wielofazowymi, za§ w rozdziatach 5 i 6 sktadajgcymi sie z jednej fazy.
Stosowane podejscie wynikac¢ bedzie z przyjetego modelu jezdni.

W zadaniach sterowania optymalnego z rozdzialu 4 trasy manewréw opisane
zostang za pomocg pojedynczych segmentoéw: prostych oraz tukéw o statym promieniu.
Przyjeta zostanie rowniez stata szeroko$c¢ jezdni w obrebie segmentéw. W rozdziale 6
charakterystyki analizowanych tras opisane zostang za pomoca funkcji w przyblizeniu
ciggtych, ktorych dziedzing bedzie dtugos¢ krzywej szkieletowej jezdni. Obydwie metody
poréwnano narys. 3.1.

Ze wzgledu na skokowga zmiane krzywizny oraz szerokos$ci jezdni w segmentowym
opisie trasy, kazdemu segmentowi trasy przypisano osobng faze zadania
charakteryzujacg sie statg wartos$cig krzywizny oraz szerokosci toru. W przypadku trasy
z rys.3.1a zdefiniowane w programie GPOPS-II zadanie sterowania optymalnego
sktadatoby sie z dziewieciu faz.

Dla tras opisanych za pomoca drugiej z wyszczegdlnionych metod, charakterystyki
trasy interpolowano w weztach kolokacji na podstawie zbioru dyskretnych warto$ci

wyrazonych w funkcji dtugosci krzywej szkieletowej jezdni.
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3.3.5. Wiasciwosci komputera wykorzystanego do obliczen numerycznych

Prezentowane w dalszej czeSci pracy przyktady obliczeniowe zostaty rozwigzane za
pomoca komputera przenoSnego wyposazonego w procesor Intel Core i7-9750H oraz
16 GB pamieci RAM. Komputer pracowat w systemie Windows 10. Obliczenia
prowadzone byly za pomoca $rodowiska MATLAB R2019a, programu GPOPS-II w wersji

2.3 oraz narzedzia ADiGator w wers;ji V1.5.

a) = b)
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Rys. 3.1. Segmentowy opis trasy o skokowej zmianie krzywizny krzywej szkieletowej oraz
szerokosci jezdni (a), opis trasy z zachowang ciggtos$cig charakterystyk jezdni (b)
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4. Zadanie minimalizacji czasu manewru

Formutujac zadanie minimalizacji czasu manewru w warunkach ruchu quasi-statycznego
potraktowano pojazd jako punkt materialny, za$ jego osiagi opisano za pomoca
diagraméw g-g. Na rys. 4.1 przedstawiono potozenie pojazdu wzgledem krzywej
szkieletowej jezdni. O$ x uktadu wspotrzednych A,,, (zwigzanego z pojazdem) jest
styczna do trajektorii ruchu. Rozpatrywany bedzie ruch ptaski pojazdu.

Na podstawie rys. 4.1 moga zostac zapisane nastepujace rOwnania stanu

V = a,, (4.1)
n="Vsiny, (4.2)
a .
A
x= -0 (4.3)

gdzie V jest predkos$cia pojazdu wzdtuz trajektorii, a, - przyspieszeniem wzdluznym
(stycznym), a, - przyspieszeniem poprzecznym (dosrodkowym), n - potoZeniem
poprzecznym wzgledem krzywej szkieletowej, y — odchyleniem stycznej do trajektorii
ruchu wzgledem stycznej do krzywej szkieletowej, zas n rzutem predkos$ci V w kierunku
$rodka krzywizny zakretu.

Réwnanie (4.3) moze zosta¢ wyprowadzone z zaleznoSci wigzacej katy 6 i y

Y=x+86. (4.4)

Zrozniczkowanie réwnania (4.4) prowadzi do zaleznoSci
=x+0. (4.5)
Przyspieszenie dosrodkowe a,, w chwilowym ruchu po okregu opisuje réwnanie
ay = (4‘6)

gdzie r jest chwilowym promieniem krzywizny trajektorii. Korzystajac z rys. 4.1 mozna

zapisac zalezno$ci
V =qyr, (4.7)

$=06/x, (4.8)
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krzywa szkieletowa

Rys. 4.1. Potozenie pojazdu wzgledem krzywej szkieletowej jezdni

w ktérych k = k(s) oznacza krzywizne krzywej szkieletowej jezdni. Zalezno$ci

(4.6) - (4.8) pozwalajg wyrazi¢ rdwnanie (4.3) jako

X = sk (4.9)

W prezentowanych dalej rozwazaniach, zmienna niezalezna t zostanie zastgpiona
parametrem naturalnym krzywej - wspoétrzedng krzywoliniowg s (dtugoscia krzywej).

Przejscie z dziedziny czasu t w dziedzine wspo6trzednej s umozliwia reguta

, _dxdt_dxdt _)'(
X T dsdt deds & (4.10)

Pochodng ds/dt opisuje zalezno$¢

. Vecosy
§ =

=T (4.11)

W sterowanym ukladzie opisanym rdéwnaniami roézniczkowymi (4.1) - (4.3)
zmiennymi sterujacymi sg: przyspieszenie wzdtuzne a, oraz przyspieszenie poprzeczne
a,. W niniejszej pracy jako zmienne sterujgce wykorzystane zostaty: pochodna
przyspieszenia wzdtuznego (zryw wzdtuzny j,) oraz pochodna przyspieszenia
poprzecznego (zryw poprzeczny j,, ). Uktad rownan stanu zostat wigc rozszerzony o dwa

dodatkowe réwnania

Az = Ju (4.12)
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!

ay = Jy- (4.13)
Sterowany uktad opisany jest za pomocg piecioelementowego wektora zmiennych
stanu
T
x=[Vnya a)] (4.14)

oraz dwuelementowego wektora sterowan

u= [ j,]" (4.15)

Analizowany problem jest zadaniem sterowania czasowo-optymalnego, w ktorym

funkcjonat jakos$ci J przyjmuje postac
tk Sk 1
J =f 1dt=f Eds. (4.16)
to So
Wielkosci t, i t; sa odpowiednio chwilg poczatkowa i koncowa ruchu, zas s, i s, sa
odpowiednio dtugos$cig krzywej szkieletowej w jej punkcie poczagtkowym oraz konncowym.
Nieréwnos$ciowe ograniczenie

—Tw(s)/2 <n <1,(s)/2, (4.17)

wymusza ruch pojazdu w obrebie jezdni o szerokosci 7, (s).

4.1. Ograniczenia algebraiczne na zmienne stanu i zmienne sterujace

4.1.1. Diagram przyspieszen g-g

Obwiednia diagramu g-g zostata opisana w uktadzie wspéirzednych biegunowych.

Promien wodzacy p dowolnego punktu obwiedni zdefiniowany zostat jako

= (& (&) 1)

za$ amplituda punktu @ wyrazona zostata za pomoca wzoru

a= arctanZ(ay, ax). (4.19)

ZaleznosSci (4.18) i (4.19) pozwalaja wygenerowac hiperpowierzchnie py,q.(a,V)
ograniczajgcg przyspieszenia pojazdu dla réznych predkosci V (rys. 4.2), dla ktérej

obowigzujacy jest warunek periodycznosci
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p(m, V) = p(-=m,V).
Ograniczone obwiednig diagramu g-g osiagi
ograniczenie

(4.20)
pojazdu opisuje nier6wnosSciowe

P < pmax (@, V).

(4.21)
Amplituda a zostata w niniejszej pracy zdefiniowana jako arctan2(a,, a,), zamiast

wykorzystywanego w literaturze sformutowania arctan2(a,, a,), poniewaz zaleznos¢

(4.19) zapewnia gladsze przejsScie na granicy «a =m i a = —m, co sprzyja dobremu
uwarunkowaniu procesu poszukiwania optymalnej

ruchu. Graficzna

trajektorii
interpretacja wielkoSci p oraz a zostata przedstawiona na rys. 2.3a w podrozdziale 2.2.
Hiperpowierzchnia p,, ., (@, V) powstaje w wyniku interpolacji funkcjami sklejanymi
diagramoéw g-g wyznaczonych dla roznych wartosci a oraz V.

4.1.2. Zryw poprzeczny

Tempo zmian przyspieszenia poprzecznego ograniczone jest skonczong wartoscia
momentu przyktadanego do kierownicy oraz rosngcg wraz z predko$cig jazdy warto$cia

momentow zyroskopowych. W zwigzku z tym zasadne jest wprowadzenie nastepujacego
ograniczenia na przedzial warto$ci dopuszczalnych zrywu poprzecznego

j2 <JZ,
w ktérym J,, = J,,(V) jest funkcja zalezng od predkosci V.

(4.22)
Réwnanie funkgcji J, zostato w niniejszej pracy wyznaczone na podstawie danych

eksperymentalnych. Na rys. 4.3 przedstawiony zostal wykres punktowy wartosci
a)

05

= " 40
alw 17 30 v{mis]

~ 80
i <o < 50
05 ST 4G
alx

17 30 v[mis]
Rys. 4.2. Hiperpowierzchnia ograniczajaca osiagi pojazdu: dla amplitudy a wyrazonej za
pomoca wzoru a = arctan2(ay, a,) (a) oraz @ = arctan2(ay, a,) (b)
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Rys. 4.3. Eksperymentalnie zarejestrowane warto$ci zrywu poprzecznego wraz
zwyznaczong Kkrzywa ograniczajaca: w dziedzinie czasu (a) oraz w dziedzinie
wspotrzednej krzywoliniowej s (b)

bezwzglednej zarejestrowanego eksperymentalnie zrywu poprzecznego. O$ pozioma
przedstawia predkos$¢ V. Prezentowane dane empiryczne zostaly zebrane za pomoca
poktadowych uktadéw pomiarowych rejestrujacych dane satelitarne. W badaniach
skorzystano z ustug licencjonowanych zawodnikéw sportu motocyklowego. Motocyklami
testowymi byty: minimotocykl PitBike oraz lekki motocykl wysScigowy klasy Supersport
300. Badania zostaty przeprowadzone na r6znych pelnowymiarowych oraz kartingowych
torach wyscigowych.

Na podstawie analizy wykresu z rys. 4.3 stwierdzono, Ze obwiednia
zaprezentowanych danych moze zosta¢ z wystarczajaca doktadnoscig aproksymowana

linig prostg opisang réwnaniem

d
3 (@) = Bo+ Biv, (4.23)

gdzie f, oraz ff; sa wspotczynnikami poszukiwanej prostej. Opierajac sie na metodzie
opisanej w pracach [62, 63], zbior predkosci v podzielony zostat na przedziaty o dtugosci

Av. Nastepnie, dla kazdego i-tego przedziatu wyznaczony zostat punkt o wspotrzednych
Vi + Vigq
— 30; ), (4.24)

gdzie o; jest odchyleniem standardowym, za$ v;,; zwigzane jest z v; zalezno$cia
Vit1 = V; + Av. (4.25)
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ZmiennoS$¢ przyspieszenia poprzecznego (przechylenia motocykla) jest niezalezna
od kierunku przechylania (abstrahujagc od preferencji iumiejetnosci kierowcy).
W zwigzku z tym posiadany zestaw danych uzupeiniony zostat o nowy zbiér punktow,
ktéry powstat w wyniku odbicia lustrzanego danych dos$wiadczalnych wzgledem osi
odcietych. W wyniku tej operacji otrzymano zerowg warto$¢ Srednig w kazdym
z przedziatow. Nastepnie, aby wyznaczy¢ wspétczynniki B, if; rozwigzany zostat
problem regresji liniowej, w ktérym aproksymowanymi danymi byty punkty
o wspotrzednych (4.24).

Wyrazone w dziedzinie czasu réwnanie (4.23) przyjmuje w dziedzinie wspo6trzednej

krzywoliniowej s posta¢ nastepujacego hiperbolicznego ograniczenia

Bo Bo

;+&=7+m (4.26)

d
&(ay) =5 V) =
Ograniczenia opisane réwnaniami (4.23) i (4.26) zostaly przedstawione na rys. 4.3

odpowiednio linig przerywang (4.3a) oraz linig ciggia (rys. 4.3b).

4.1.3. Zryw wzdtuzny

Nieréwnosciowe ograniczenie natozone na zryw wzdtuzny j, moze zostac zapisane jako

Jxqg SJx = Jxg (4.27)
gdzie J,, = J,(V) jest funkcjg ograniczajaca dla ujemnych gradientéw przyspieszenia a,,
za$ Jx, = Jx,(V) funkcjg ograniczajaca dla dodatnich gradientow a,.

Na rys. 4.4 przedstawiony zostat wykres punktowy modutu eksperymentalnie
zarejestrowanego zrywu wzdtuznego j,. Prezentowane dane ograniczono do zrywu j, dla
ujemnych gradientow przyspieszenia a,. Graniczna wartos$¢ zrywu J,, jest w niewielkim
stopniu zalezna od predkosSci pojazdu i powigzana jest ze zmiang obcigzenia kot w fazie
hamowania. Zryw wzdluzny dla dodatnich gradientéw przyspieszenia a, przyjmuje
mniejsze wartos$ci graniczne (rys. 6.34b w podrozdziale 6.5.3), poniewaz faza przejsciowa
miedzy hamowaniem a przyspieszaniem, w ktoérej obserwowane jest ekstremum zrywu,
nastepuje w Srodkowej czesci zakretu przy maksymalnej wartosci przechylenia. Wraz
ze wzrostem predkosci V maleje takze zdolno$¢ pojazdu do przyspieszania.

W prezentowanych w dalszej czesci rozdziatu przyktadach przyjeto, ze graniczna
dopuszczalna warto$¢ zrywu wzdtuznego dla ujemnych i dodatnich gradientéw a, bedzie

réwna co do modutu, co mozna zapisac zaleznoscia Jx, = =/, = Jx-
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2ryw wzdtuzny [m/s’]
zryw wzdtuzny [1152]
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Rys. 4.4. Eksperymentalnie zarejestrowane wartos$ci zrywu wzdtuznego dla ujemnych
gradientéw a, wraz z krzywa ograniczajaca: w dziedzinie czasu (a) oraz w dziedzinie
wspotrzednej krzywoliniowej (b). Rysunek przedstawia modut zrywu (wartos$¢
bezwzgledna)

Alternatywnie do (4.24), rzedna aproksymowanych punktow moze zosta¢ przyjeta
jako najwieksza warto$¢ zrywu zarejestrowana w danym przedziale predkosci Av.

Przykiad wyznaczonego w ten sposdb ograniczenia przedstawiony zostat na rys. 4.4.

4.1.4. Komentarz dotyczacy ograniczen na zmienne sterujace

W przypadku ruchu po torze wyscigowym, ekstremalne wartoSci zrywu poprzecznego
rejestrowane sg przede wszystkim w szykanach (rys. 4.5). Oznacza to, ze dla danej trasy,
ekstremum zrywu j,, wystepowac bedzie co najwyzej kilkukrotnie i tylko dla pewnego
przedzialu predkos$ci ruchu. Jednakze, jak zostanie wykazane na prezentowanych
w dalszej czesci pracy przyktadach, ograniczenie J,, wyznaczone w oparciu o pomiary dla
kilku obiektéw wyscigowych bedzie wystarczajace do uzyskania satysfakcjonujacej
zgodnos$ci wynikoéw ZSO z eksperymentem.

Powyzsze uwagi dotyczg rowniez zrywu wzdtuznego. Maksymalne wartosci dla
ujemnych gradientéw przyspieszenia a, osiggane sg na poczatku fazy hamowania, zas dla
gradientéw dodatnich we wczesnej fazie przyspieszania (rys. 4.6). Pokrycie pozadanego
zakresu predkosci jest wiec w tym przypadku tatwiejsze, poniewaz ekstremalne wartos$ci
zrywu wzdluznego towarzysza przebiegowi wiekszo$ci manewrdw skrecania.

4.2. Opisjezdni

Opis trasy wymaga znajomosci krzywizny krzywej szkieletowej k(s), a takze szerokosci
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Rys. 4.5. Miejsca na trasie, dla ktorych obserwowana jest maksymalna warto$¢ zrywu
poprzecznego. Przyspieszenie poprzeczne (u gory), pochodna przyspieszenia
poprzecznego (na dole). Zrzut ekranu z aplikacji AIM Race Studio 3 stosowanej do analizy
danych z poktadowych uktadéw pomiarowych firmy AIM. Analizowane dane pochodza ze
strony internetowej nolanlamkinracing.com

9 10 11 12 13 14 1516

Rys. 4.6. Miejsca trasy, dla ktérych obserwowana jest maksymalna warto$¢ zrywu
wzdtuznego. Na wykresach (kolejno od goéry): przyspieszenie wzdtuzne, pochodna po
czasie przyspieszenia wzdtuznego, procentowe otwarcie przepustnicy wraz z ciSnieniem
w uktadzie hamulcowym przedniego kota. Niebieskimi okregami oznaczono fragmenty
toru, ktdre zostaty zlokalizowane wczes$niej na rys. 4.5
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jezdni 1, (s). Trasy manewrow w niniejszym rozdziale potraktowane zostaly jako zbiory
segmentow: tukéw i prostych, o znanej dtugosci linii Srodkowej, statej krzywiznie oraz
szeroko$ci. Ta znana z analiz o ustalonej trajektorii ruchu metoda, pozwala na
odwzorowanie rzeczywistych tras manewrow na podstawie dokumentacji technicznej
lub zdje¢ satelitarnych. Umozliwia takze szybkie generowanie fikcyjnych scenariuszy
testowych oraz pozwala speini¢ warunek domkniecia trasy (w przypadku toréw o petli
zamknietej).

Drugie z czesto stosowanych w literaturze podej$¢ polega na sformutowaniu zadania
sterowania optymalnego, w ktérym, na podstawie informacji o wspo6trzednych punktow
na krawedziach rzeczywistego toru wyznaczane s niezbedne charakterystyki jezdni.
Metoda ta zostanie szczeg6towo omdéwiona w rozdziale 5.

Przyjety opis trasy manewru wptywa na sposob definicji ZSO w programie GPOPS-II.
Aspekt ten poruszony zostat w podrozdziale 3.3.4.

4.3. Model pojazdu

Osiagi analizowanych pojazdow zostaty scharakteryzowane za pomoca diagramow g-g.
W przyjetym quasi-statycznym modelu pojazdu pominieto: przyspieszenie katowe
pojazdu, katy znoszenia oraz bezwladnos$¢ elementdw znajdujacych sie w ruchu
obrotowym. Zatozono rowniez stalag warto$c¢ przyspieszenia wzdtuznego i poprzecznego
oraz przyjeto, ze zawieszenie pojazdu jest sztywne, kat skretu kierownicy réwny jest zeru,
opony s3a dyskami o nieskonczenie matej grubos$ci, za§ wspotczynniki przyczepnosci
przylgowej w kierunku wzdtuznym u, ipoprzecznym pu, sg identyczne dla przedniej
i tylnej opony. Model pojazdu przedstawiony zostat na rys. 4.7, na ktérym wprowadzono
nastepujace oznaczenia: m - catkowita masa pojazdu (motocykla wraz z kierowcay),
w - rozstaw osi, b - odlegto$¢ Srodka ciezkosci od punktu styku tylnego kota z jezdnia,
h - wysoko$¢ Srodka cigzkosci, h,, - wysoko$¢ Srodka ciSnienia, w ktorym przytozona jest
wypadkowa sita oporu aerodynamicznego Fy. WielkosSci F,, F, i N oznaczaja odpowiednio
wzdtuzng, poprzeczng oraz pionowa site reakcji jezdni na tylng (indeks dolny r)
oraz przednig (indeks dolny f) opone. Model pojazdu bazuje na =zaleznoSciach
zamieszczonych w pracy [6]. Uzupeilniony zostat o dodatkowe zrodto oporu
(uszczegbétowiony wzgledem [28] opdr toczenia) oraz charakterystyke trakcyjna. Przyjety
model umozliwia analityczny opis obwiedni osiggéw (diagramu g-g) pojazdu

jednosladowego.
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Rys. 4.7. Model pojazdu

Na podstawie rys. 4.7 moga zosta¢ zapisane nastepujgce quasi-statyczne rOwnania

ruchu
Z Fe: may = By — Fyp — Fa, (4.28)
ZFy: may = Fyr + Fyy, (4.29)
> Eimg=N,+N, (4.30)
ZMx: ma,h cos ¢ =mghsin g, (4.31)
Z M,: ma,hcos¢ = bN, — (W — b)Nf — Fyhy, cos ¢, (4.32)
Z M,: maghsing = bF,, — (W — b)F,; — Fgh, sin ¢. (4.33)

Zgodnie z rys. 4.8 przedstawiajagcym napedzane koto tylne o masie m, oraz

hamowane koto przednie o masie my zapisa¢ mozna nastepujgce zaleznosci na sity

wzdtuzne F,, oraz Fys

er Ir .
FEy = Fg — ;Nr - Efpr' (4.34)
T T
Fop = Fot LN, —
xf = I'r e, f e, P (4.35)



KOLO NAPEDZANE

KOLO HAMOWANE

kierunek ruchu

— " .

kierunek ruchu
et

M, / f

Rys. 4.8. Sity i momenty dziatajace na koto napedzane (a) oraz koto hamowane (b)

gdzie Fp jest sila napedowa zwigzang z momentem napedowym T, zaleznos$cig

Fr =T, /74, Fr - sila hamowania zwigzang z momentem hamujacym Tj zalezno$cig
Fe =Ty/7as, € 1 € - przesunieciami pionowej reakcji nawierzchni w wyniku
niesymetrycznego rozkladu naciskow w Sladzie opony, 74 i Ta; 53 odpowiednio

promieniem dynamicznym tylnej oraz przedniej opony, I,- i Ir - momentem bezwtadnoSci
tylnego oraz przedniego kota, za$ ¢, i ¢y sa przyspieszeniami katowymi kot
(odpowiednio tylnego oraz przedniego). Wprowadzone na rys. 4.8 sity F;,F,,N;i N,
symbolizuja obciazenia dziatajace na kota pojazdu. W zaleznosci od warunkéw ruchu,
koto tylne moze by¢ kotem napedzanym, kotem hamowanym, jak réwniez kotem
toczonym (sita Fr moze przyjmowac warto$¢ ujemng, dodatnig lub réwna zero). Koto
przednie moze by¢ kotem toczonym albo kotem hamowanym (sita Fr moze przyjmowac
warto$¢ wiekszg lub réwna zero).

Pominiecie w (4.34) i (4.35) sktadnikéw zwigzanych z bezwtadnos$cia kot (zgodnie

z przyjetymi zatozeniami modelu) oraz wprowadzenie wspétczynnika oporu toczenia

fw = er/Tar = e¢/7qr prowadzi do zaleznosci
Fe = Fr — fwhNy, (4.36)
Fyf = Fp + fwhs. (4.37)

Sktadniki f,, N, i f,, Ny reprezentujg odpowiednio opdr toczenia tylnej i przedniej opony,

a ich suma réwna jest sile catkowitego oporu toczenia
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Ey = fwNr + fuNy = Eyr + Eyp = fiumg. (4.38)

Normalne reakcje nawierzchni N, oraz Ny mogq zosta¢ wyznaczone za pomocg zaleznoSci

N = (maxh + Fdhp) cosp + (w — b)mg

r ” (4.39)
Ny = mg =N, (4.40)

Sita oporu aerodynamicznego F; opisana jest rwnaniem
Fq = 0.5p,C4AV?, (4.41)

gdzie p, jest gestoscig powietrza, C; - wspétczynnikiem oporu powietrza, zas A jest polem
powierzchni czotowe;.

Przechylenie motocykla ¢ zwigzane jest z przyspieszeniem ziemskim g
i przyspieszeniem poprzecznym a, zaleznoscig

a
_ 7y
By =" (4.42)

Obwiednia diagramu g-g jest konturem wewnetrznym powstalym z przeciecia
wyznaczonych dla réznych warunkéw ruchu krzywych ograniczajacych osiagi pojazdu
(rys. 4.9a).

Goérna potowa diagramu g-g ograniczona jest przyczepnoscia tylnej opony, co mozna

zapisa¢ za pomocg rOwnania

2
FXT' )2 < Fyr >
+ =1 443
(Her py Ny (4.43)
Przyjmujac zerowa warto$¢ dziatajacej na przednie koto sity hamowania Fy oraz

korzystajgc z réwnan (4.28) - (4.33) i (4.43) wyprowadzi¢ mozna zaleznos¢

2
1 ( w(may + Fq + F ) /a3 + g2 > N 1 <ay)2 _ 1

12 g(m(axh + (w —b) /a2 + g2) + F4h,,) @ 3

ktérg przedstawia krzywa nr 1 na rys. 4.9a.

(4.44)

Dolng potowe diagramu g-g ogranicza przyczepno$¢ opon w trakcie manewru

hamowania. Wiekszo$¢ motocykli wyposazona jest w niezalezny ukitad hamulcowy
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przedniego itylnego kota. Rozdziat sity hamowania na poszczegélne kota zalezy od
techniki hamowania oraz preferencji kierowcy. Spotykane sg dwie techniki hamowania:
e za pomocg obydwu uktadéw hamulcowych - technika bardziej efektywna, lecz
trudniejsza do kontroli,
e wylacznie za pomocg uktadu hamulcowego przedniego kota.

Optymalna strategia hamowania zaktada jednoczesne wykorzystanie dostepnej
przyczepnosci obydwu opon. Zgodnie z zatozeniem o rownej wartoSci wspdtczynnika
przyczepnosci przylgowej przedniej i tylnej opony zapisa¢ mozna zaleznos¢

( —Fy + By >2 N < Fyr + E,y )2 _ 1 (4.45)
tx(Ny + Ny) py(Np + Ny)

ktéra prowadzi do réwnania

_ 1 1 (ay)2 +Fd
A = —| 18 2 \g — ) (4.46)

reprezentowanego na rys. 4.9a krzywa nr 5.
Limit osiggéw w trakcie manewru hamowania wytacznie za pomocg uktadu

hamulcowego przedniego kota determinuje przyczepnos$¢ przedniej opony, ktérg mozna

+ =1 4.47
(ﬂfo py Ny (4.47)

Przyjmujac zerowg warto$c¢ sity wzdtuznej Fg, wzor opisujacy krzywa nr 6 z rys. 4.9a

zapisac za pomoca zaleznoSci

przyjmuje postac

(4.48)

( w(may + Fy + E,,)\/a + g2 ) ( >2_1
Tt g(m(bw/af, + g% — ayh) — F4h,) '

W trakcie intensywnego hamowania moze doj$¢ do sytuacji, w ktorej tylne koto utraci
kontakt z jezdnig (z ang. stoppie). Warunek podniesienia tylnego kota nad powierzchnie
jezdni (zerowa pionowa reakcja N, na tylng opone) reprezentowany jest na rys. 4.9a

krzywa nr 4 i opisany zostat zaleznoscia

1 1
a, = _E<(W —b) a}z} + g2 + aFdhp) (4.49)
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Analogiczna sytuacja dotyczy fazy przyspieszania. Przy dostatecznie duzej wartoSci
dodatniego przyspieszenia wzdtuznego a, moze doj$¢ do sytuacji, w ktorej przednie koto

utraci kontakt z nawierzchnig (z ang. wheelie). Przypadek ten opisany jest rownaniem

1 , 1
a, = H(b af, + g2 — EF}jhp), (450)

ktore zostato otrzymane na podstawie zaleznosci (4.40) dla zerowej warto$ci pionowej
reakcji Ny. Warunek oderwania przedniego kota od nawierzchni zostat zobrazowany na
rys. 4.9a krzywga oznaczong numerem 3.

Maksymalne dodatnie przyspieszenie wzdluzne ograniczone jest ponadto
maksymalng warto$cig sity napedowej Fp, = Fp (V). Ograniczenie to moze zosta¢

zapisane rOwnaniem

1
@ = — (Frypay = Fa = F) (4.51)

i przedstawione jest na rys. 4.9a za pomoca krzywej oznaczonej numerem 2. W przypadku
znajomoSci momentoéw bezwtadno$ci wirujacych elementéw motocykla, masa m
w rownaniu (4.51) moze zostac¢ zastgpiona masg zastepcza m* [64].

Uktad napedowy motocykla skiada sie z silnika spalinowego lub elektrycznego,
skrzyni biegow oraz przektadni koncowej. W celu opisania sily napedowej
wykorzystywany jest wykres zwany charakterystyka trakcyjna, ktorego przyktad
przedstawiony zostat na rys. 4.9b. Szarym kolorem oznaczono krzywe reprezentujgce site
napedowa na kazdym biegu, za$ kolorem niebieskim oznaczono obwiednie wykresu
przedstawiajgcg maksymalna site napedowq Fy .

Charakterystyki trakcyjne analizowanych w dalszej czeSci rozprawy pojazdow
zostalty wyznaczone na podstawie charakterystyki zewnetrznej ich silnikéw.
Charakterystyka zewnetrzna silnika przedstawia zalezno$¢ miedzy momentem
obrotowym silnika a jego predkosScia obrotowa i wyznaczana jest przy peilnym jego
obcigzeniu.

Aby wyznaczy¢ charakterystyke trakcyjng pojazdu nalezy w pierwszej kolejno$ci
okresli¢ relacje miedzy liniowa predkoscia pojazdu (liniowa predkoscig tylnego kota),
a predkoscig obrotowa silnika n,, ktéra zwyczajowo wyrazona jest w jednostkach
[obr/min]. Relacja miedzy wielko$Sciami V i n, [obr/min] opisana jest za pomoca

zaleznosci
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_304igisV
*= mr, (4.52)

gdzie V jest predkoscig liniowg pojazdu, i, - przetozeniem pierwotnym, i, - przetozeniem
skrzyni biegow, is - przetozeniem przektadni koncowej. Wielko$¢ r,;  jest promieniem
dynamicznym tylnej opony zaleznym od warunkéw ruchu, ci$nienia powietrza w oponie,
obcigzenia i predkosci ruchu, jak rowniez kata przechylenia motocykla. Ze wzgledu na
zblizony do eliptycznego ksztatt przekroju poprzecznego ogumienia pojazdu
jednosladowego, zwiekszeniu kata przechylu towarzyszy zwiekszenie predkosci
obrotowej n,. Przechyt motocykla powoduje wiec zmiane potozenia punktu pracy na
charakterystyce silnika. Zalezno$¢ te jednak pominieto, poniewaz wprowadzata
nieregularnosci obwiedni diagramu g-g skutkujace problemami z uzyskaniem zbieznosci
w procesie rozwigzywania zadania sterowania optymalnego.

Niezbedny do wyznaczenia charakterystyki trakcyjnej pojazdu moment napedowy T,

na tylnym kole moze zosta¢ obliczony z zalezno$ci
T = Telplgisnve, (4.53)

gdzie T, jest momentem obrotowym silnika odpowiadajacym predkos$ci obrotowej n,, zas

n = 1Ny jest sprawnoscig uktadu napedowego. Symbolem 7, oznaczono sprawnosc¢

a) b)
a
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| 1000 , . '
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4 N,
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S 05+ \
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s a /g
/
/ ‘ 14 600
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1‘5!. -1 0.5 0.5 .\.1.5 = a0l
B
400 |
05}
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200 |
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100 | =T
O 0 | ‘ ! !
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— = -3. wheelie = = =4 stoppie
——5. hamowanie optymalne 6. wylacznie hamulec przedni

Rys. 4.9. Analitycznie wyznaczony diagram g-g osiggéw motocykla (a) oraz przyktad
charakterystyki trakcyjnej (b)
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skrzyni biegdéw, za$ symbolem 7, sprawnos$¢ przekladni koncowej. Wielko$¢ v, jest
wspotczynnikiem charakteryzujgcym stosunek momentu silnika pracujgcego w stanie
nieustalonym wzgledem silnika pracujacego w stanie ustalonym (z punktu widzenia
rozwigzywanego zagadnienia interesujgcy jest nieustalony stan pracy silnika).
W niniejszej pracy przyjeto v, = 1.00 ze wzgledu na to, Ze charakterystyki predko$ciowe
silnikow rejestrowane byly na hamowni podwoziowej w stanie nieustalonym.
W przypadku charakterystyki silnika rejestrowanej w stanie ustalonym, wielko$¢ v, moze
zosta¢ wyznaczona z zalezno$ci zamieszczonych w pracy [65].

Poszukiwang site napedowg Fg _  opisuje wzor

Nmax (V)
Fiy (V) = 252 (4.54)

4.3.1. Rdznice miedzy analityczna i eksperymentalng obwiednia diagramu g-g

Obwiednia diagramu g-g moze zosta( wyznaczona w sposéb analityczny,
eksperymentalny badZz jako kombinacja obydwu metod. Na rys. 4.10 zostaly
przedstawione eksperymentalne wartos$ci przyspieszen zarejestrowane dla motocykla
klasy Supersport 300 (rys. 4.10a) oraz minimotocykla PitBike (rys. 4.10b). Przyspieszenia
(punkty) na rys. 4.10 pokolorowano zgodnie z wartoScig predkosci, przy ktorej zostaty
zarejestrowane. Dane zrys. 4.10a pochodza od kierowcy, ktory korzystat z obydwu
uktadow hamulcowych, za$ przedstawione na rys. 4.10b od zawodnika, ktory hamowat
wylacznie za pomocg uktadu hamulcowego przedniego kota. Narys. 4.10 zostaty rowniez
naniesione analityczne diagramy g-g, ktére w celu ulatwienia interpretacji wynikéw
wygenerowane zostaty dla najmniejszej zarejestrowanej predkosci danego pojazdu.
Pokolorowany na zéito obszar jest niewykorzystanym fragmentem analitycznego
diagramu g-g. Powdd wystepowania tego obszaru wyjasni¢ mozna za pomocg przyktadu,
w ktorym kierowca inicjuje hamowanie przy zerowej wartoSci przyspieszenia
poprzecznego (zerowe przechylenie) i zaczyna przechyla¢ motocykl w kierunku zakretu.
Nastepnie, podazajac zgodnie z obwiednig analitycznego diagramu g-g, kierowca
powinien zwieksza¢ warto$¢ opdZnienia, az do osiggniecia przyspieszenia poprzecznego
odpowiadajacego punktowi nr 2 na rys. 4.10, by nastepnie progresywnie zmniejszac
op6Znienie az do punktu nr 3 odpowiadajgcego maksymalnej wartosci przyspieszenia
poprzecznego. Sciezka miedzy punktami 1 i 2 jest nieintuicyjna i trudna do kontroli ze

wzgledu na konieczno$¢ jednoczesnego przechylania motocykla i zwiekszania warto$ci

61



0.5

0
a) 2
05
-1 y N A
h B ARy GRS krzywa ,H”
/v““— -~ E‘ Hamowanie optymalne 20
15 1 1 1 1
2 15 -1 05 0 05 1 15 2
ay/g
1 T T T T T T
|-56.3°| [-450°] |[-266° [266°]  [45.0°]  [s6.3° 24
z
b) £
Hamulec przedni ‘ Hamowanie optymalne 5
1
T 15 | 0.5 0 05 1 15 2
ay/g
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potempirycznej obwiedni diagramu: motocykl klasy Supersport 300 (a), minimotocykl

PitBike (b)
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opOznienia. Nalezy jednak zaznaczy¢, Ze wykorzystanie pokolorowanego na z6tto obszaru
nie jest niemozliwe, jednakze wymaga od kierowcy wysokich umiejetnosci kontroli
pojazdu.

W przypadku wiekszosci kierowcow, w tym licznej cze$ci zawodnikéw sportu
motocyklowego, dolna potowa eksperymentalnego diagramu g-g moze zostaé
ograniczona krzywg, dla ktérej maksymalna warto$¢ opdZnienia osiggana jest w trakcie
jazdy na wprost (krzywa oznaczona literg ,H” na rys. 4.10). Krzywa ,H” jest obrazem
réwnania (4.46), w ktéorym wspotczynnik przyczepnosci wzdtuznej u, przyjmuje warto$¢

w—>b N F_; (hp )

e =t =——+ 0 %~ (4.55)

h

Réwnanie (4.45) zostato wyznaczone z zaleznosci (4.39) i (4.47) dla a,, N, i F, rownych

zeru oraz Ny =mg. Sita oporu aerodynamicznego F; w réwnaniu (4.55) przyjmuje

wartosc
N . . o1 hp
Fg =0, jezeli—=>1 (4.56)
lub
. .. .h
F; = 0.5pC;AV,2 0, ]ezell?p <1, (4.57)

gdzie V4, jest maksymalng predkoscia pojazdu.

W dalszej czesci pracy zostata przyjeta konwencja, wedle ktérej diagram g-g
zawierajacy krzywa ,H” nazywany bedzie diagramem hybrydowym, w odréznieniu od
diagramu z rys. 4.9a, ktéry przyjeto nazywac analitycznym lub teoretycznym.

W przypadku techniki hamowania wytacznie za pomoca uktadu hamulcowego
przedniego kota, dolna potowa hybrydowego diagramu g-g opisana jest za pomoca dwéch
tukéw: pierwszego - pomiedzy punktami 1 i 4 oraz drugiego - pomiedzy punktami 4 i 3.
4.4. Przyklady obliczeniowe

Wptyw ksztattu obwiedni diagramu g-g oraz wprowadzonych ograniczen na sterowania
omoOwiony zostanie za pomoca literaturowych przyktadéow szykany oraz nawrotu
0 zmiennym promieniu, zwanych dalej torami o petli otwartej. Przedstawione zostanie
takze poréwnanie wynikéw ,symulacji” z badaniem drogowym na torze o petli

zamknietej.
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Formutujac zadanie sterowania optymalnego dla toru o petli otwartej nalezy okresli¢
predko$¢ poczatkowa pojazdu V. Wskaza¢ mozna réwniez jego poczagtkowe potozenie
poprzeczne n, oraz wstepng orientacje y,. Stan uktadu na koncu trasy traktowany jest
w wiekszosci przypadkéw jako swobodny.

W przypadku toru o petli zamknietej stan ukladu na poczatku i koncu trasy
wyznaczany jest w trakcie rozwigzywania ZS0. Dodatkowy warunek brzegowy w postaci
x(s =0) =x(s =L), gdzie L jest catkowita dtugos$cig krzywej szkieletowej jezdni
zapewnia cykliczno$¢ wektora zmiennych stanu na poczatku i konicu okrazenia.

Prezentowane w dalszej cze$ci rozdziatu przykiady obliczeniowe dotyczy¢ beda
lekkich motocykli wys$cigowych: minimotocykla klasy PitBike o pojemnosci silnika
140 cm3 oraz motocykla klasy Supersport 300 (SSP300). Wiasciwosci pojazdéw
zamieszczono w tabeli 4.1. Zadania sterowania optymalnego zostaty rozwigzane za
pomoca oprogramowania GPOPS-II, narzedzia ADiGator oraz biblioteki do

rozwigzywania nieliniowych zagadnien optymalizacji [POPT.

4.4.1. Analiza wplywu ksztattu obwiedni diagramu g-g oraz ograniczen na sterowania na

optymalna trajektorie ruchu

Wplyw ksztattu obwiedni diagramu g-g oraz ograniczen (4.22) i (4.27) na wyniki
prezentowanych analiz oméwiony zostanie na przyktadzie szykany i motocykla klasy
SSP300. Przyjeto konwencje, wedle ktérej rezultaty dla ZSO, w ktérym pojazd sterowany
byt za pomoca zrywdéw oznaczone beda literami (JC), za$ gdy sterowany byt za pomoca
przyspieszen a, i a, oznaczone zostang jako (AC).

Pojazdy zaczynaly manewr od lewej krawedzi jezdni z predkoscia poczatkowg
Vo = 40 m/s. Czas optymalnego manewru wynidst 10.656 s (AC) i 10.799 s (JC) dla
hybrydowego diagramu g-g oraz 10.604 s (AC) i 10.740 s (JC) dla diagramu analitycznego.
Optymalne trajektorie ruchu wraz z wykresem potozenia poprzecznego n zostaty

przedstawione na rys. 4.11.

Manewr optymalny dla hybrydowego diagramu g-g

W przypadku analiz dla hybrydowych diagramoéw g-g, trajektorie ruchu zaczynajg sie
rézni¢ poczawszy od szczytu pierwszego zakretu trasy. Pojazd JC pozostaje blizej prawej
krawedzi jezdni w fazie wyjScia z pierwszego zakretu szykany i obiera trajektorie blizsza
wewnetrznej krawedzi toru w poczatkowej fazie manewru skrecania przypadajacego na

zakret nr 2.
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Tabela 4.1. Charakterystyki pojazdéw wykorzystanych w analizach

Symbol Charakterystyka PB140 SSP300
M masa pojazdu [kg] 68.50 139.50
m masa pojazdu wraz z kierowca [kg] 143.50 214.50
w rozstaw osi [m] 1.18 1.38
odlegtos¢ wypadkowego srodka ciezkosci (pojazdu
b wraz z kierowca) od punktu styku tylnego kota 0.53 0.65
z jezdnig [m]
h wysokos¢ wypadkowego $rodka cigzkosci [m] 0.75 0.69
hy wysoko$¢ srodka cisnienia [m] 0.60 0.60
Pax moc maksymalna [KW] 7.42 33.56
fw wspolczynnik oporu toczenia [-] 0.02 0.02
C.A iloczyn wsp(')l?zynnik.a oporu a'erodzynamicznego 0.44 0.95
oraz pola powierzchni czotowej [m?]
Pa gestos$¢ powietrza [kg/md] 1.20 1.20
‘1 " L 1 ki K
L, WSI(E (.:zynm przyczepnosci przylgowej w Kierunku 110 110
wzdtuznym [-]
i wspotczynnik przyczepnosci przylgowej w kierunku 1.20 1.20
poprzecznym [-]
Iy przetozenie pierwotne [-] 3.72 3.04
ig, przelozenie pierwszego biegu [-] 3.27 2.50
i, przetozenie drugiego biegu [-] 1.97 1.82
iy przetozenie trzeciego biegu [-] 1.35 1.35
Ig 4 przetozenie czwartego biegu [-] 1.04 1.09
Iy przetozenie piatego biegu [-] - 0.92
Ig 6 przetozenie szostego biegu [-] - 0.8
is przetozenie przektadni tancuchowej [-] 2.29 3.06
N sprawnos¢ przektadni tancuchowej [-] 0.88 0.88
Ta, promien dynamiczny tylnej opony [m] 0.25 0.31
Jy plerw§zy wspotczynnik funkcji ograniczajace;j . 9351 9351
0 wartosci dopuszczalne zrywu poprzecznego [m/s°]
Jy drugi wspotczynnik funkcji ograniczajacej wartosci 031 031
) : .
1 dopuszczalne zrywu poprzecznego [1/s4]
j pierwszy wspotczynnik funkcji ograniczajacej
x , , 3 15.70 15.7
0 warto$ci dopuszczalne zrywu wzdhuznego [m/s°]
i drugi wspotczynnik funkcji ograniczajacej wartosci 015 015

1

dopuszczalne zrywu wzdtuznego [1/s7]
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Pojazd AC konczy manewr poruszajac sie wzdtuz prawej krawedzi trasy, podczas gdy
motocykl sterowany zrywami (JC) porusza sie rownolegle do krawedzi jezdni bedac od
niej oddalonym o 2.9 m w kierunku linii Srodkowej toru. Analizujac szerzej faze wyjscia
z zakretu nr 2, motocykl (JC) dotyka prawej krawedzi toru (s = 240 m) poruszajac sie
Zniezerowym przyspieszeniem poprzecznym a, wynoszgcym -0.65 g (rys. 4.12).
Ograniczona mozliwo$¢ zmiany przyspieszenia poprzecznego skutkuje ruchem pojazdu
w kierunku linii $rodkowej toru (240-276 m). Maksymalne przyspieszenie wzdtuzne
ograniczone jest wowczas moca silnika, dlatego tez pozostaty odcinek trasy pokonywany
jest wzdtuz najkrotszej Sciezki. Dodatni ,szczyt” przyspieszenia a, pomiedzy 254., a 276.
metrem trasy nadaje pojazdowi pozadany kierunek jazdy, rownolegty do krawedzi toru.

Sterowanie pojazdem za pomocg przyspieszen a, i a, charakteryzuje sterowanie
,bang-bang”. Natychmiastowa zmiana warto$ci zmiennej sterujgcej obserwowana jest
w trakcie manewru zmiany kierunku ruchu w szykanie (s = 156 m), w fazie przejSciowej
miedzy przyspieszaniem a hamowaniem (s = 36 m) oraz w fazie wyjscia z tuku nr 2.
Poddajac szerszej analizie ostatni wymieniony manewr, pojazd (AC) dociera do prawej
krawedzi toru poruszajac si¢ z przyspieszeniem poprzecznym a, rownym 0.96 g.
Po zetknieciu z krawedzig toru, przyspieszenie a,, przyjmuje (natychmiastowo) wartos¢

réwng zeru i pojazd kontynuuje ruch doktadnie po granicy jezdni.

4 T <7
- - = ~hybrydowy diagram g-g (AC) f( N %
300 3] hybrydowy diagram g-g (JC) | /' W ———
--——--analityczny diagram g-g (AC) ’!
- analityczny diagram g-g (JC) f
i
i

270 i« 1

n[m]

iy,
o

i
‘9;;;;:‘-
-t
e

4 " i 1 Ll 1 I

0 50 100 150 200 250 300
s [m]
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Rys. 4.11. Optymalna trajektoria ruchu w szykanie (po lewej), potozenie poprzeczne n
(po prawej u gory), zblizenie na Srodkowa czes¢ szykany (po prawej na dole)
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Manewr optymalny dla teoretycznej obwiedni diagramu g-g

Analityczny diagram g-g dopuszcza, w pewnym zakresie przyspieszen poprzecznych,
wiekszg warto$¢ opdznienia niz mozliwa do osiggniecia podczas jazdy na wprost. Zgodnie
z rys. 4.12, pojazd ]JC zaczyna hamowac¢ przy niezerowym przyspieszeniu poprzecznym
a, = —0.23 g, ktore odpowiada przechyleniu ¢ = —13.0° (ujemna warto$¢ oznacza, ze
pojazd skreca w lewo). Dwadzie$cia metrow dalej, przyspieszenie poprzeczne przyjmuje
wartos¢ a,, = 0.30 g (przechylenie ¢ = 16.7° w Kierunku pierwszego prawego zakretu),
zas opdznienie osiaga maksymalng dopuszczalng diagramem g-g
warto$¢ 1.17 g. W pordwnaniu do manewru wyznaczonego dla hybrydowej obwiedni
diagramu g-g, mozliwo$¢ uzyskania wiekszej wartosci opdznienia wigze sie z przebyciem

przez pojazd nieznacznie dtuzszej drogi.
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Rys. 4.12. Manewr optymalny przejazdu przez szykane (w kolejnosci od gory):
predkos$¢ V, przyspieszenie w Kkierunku wzdtuznym a,, przyspieszenie w Kkierunku
poprzecznym a,,
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Trajektorie ruchu dla analitycznego oraz hybrydowego diagramu g-g (uktad
sterowany zrywami) réznig sie maksymalnie o 0.3 m w fazie hamowania, oraz o 0.2 m
w $rodku szykany.

Sterowany przyspieszeniami a, ia, pojazd porusza sie na poczatku manewru
wzdtuz lewej krawedzi trasy do s = 41 m. Nastepnie rozpoczyna manewr hamowania
i osigga maksymalng dopuszczalng diagramem g-g warto$¢ opéznienia wynoszaca 1.18 g,
podczas gdy przyspieszenie poprzeczne osigga na przemian warto$ci miedzy —0.31 g
a0.31 g (41-62 m). Punkt o wspétrzednych (£0.31 g, —1.18 g) odpowiada punktowi nr 2
na rys. 4.10. Nastepujaca po sobie zmiana znaku sterowania pozwala na ruch pojazdu
wzdtuz lewej krawedzi trasy (po najkrotszej Sciezce) przy jednoczesnym hamowaniu
z maksymalng warto$cig op6znienia. Otrzymany przebieg przyspieszen jest niemozliwy
do odtworzenia w rzeczywistoSci oraz prowadzi do zaniZenia czasu trwania manewru.

Przedstawiony przyktad pozwala stwierdzi¢, ze sterowanie pojazdem za pomoca
ZrywOw w znaczacy sposOb wplywa na czas manewru, przebieg optymalnej trajektorii

ruchu oraz trajektorie zmiennych stanu.

4.4.2. Analiza wptywu techniki hamowania na optymalna trajektorie ruchu

W prezentowanym przyktadzie obliczeniowym omoéwiony zostanie wplyw techniki
hamowania na optymalng trajektorie ruchu. Analizie poddano ruch minimotocykla PB140
oraz lekkiego motocykla wyscigowego SSP300. Przyjety zostat hybrydowy diagram g-g
oraz sterowanie zrywami, za$ scenariuszem testowym byl nawrét o zmiennym
promieniu.

Pojazdy ruszaty z predkos$cig poczatkowa V, = 23.5 m/s, a potozZenie poprzeczne n,
na poczatku manewru byto dowolne (w ramach szerokosci jezdni). Czas manewru
optymalnego wyniost 9944 s dla motocykla SSP300 ioptymalnej strategii
hamowania (A), 9.981 s dla SSP300 i techniki hamowania za pomocg wytacznie uktadu
hamulcowego przedniego kota (B), 10.866 s dla minimotocykla PB140 i hamowania
optymalnego (C) oraz 10.868 s dla PB140 i hamulca przedniego (D). Wykres predkosci
oraz trajektorie zostaty przedstawione na rys. 4.13. Rys. 4.14 przedstawia polozenie
poprzeczne n oraz przyspieszenia ay i a,.

Pojazdy A i B dotykaja wewnetrznej krawedzi jezdni dwukrotnie oraz inicjujg skret
z jej zewnetrznej granicy. Pojazdy C i D nie wykorzystuja dostepnej szerokoSci toru

w poczatkowej fazie manewru oraz stykajg sie z wewnetrzng krawedzia trasy tylko raz.
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= = = = hamowanie optymalne - SSP300 (A)
wytgcznie hamulec przedni - SSP300 (B)

—————- hamowanie optymalne - PB140 (C)
wytacznie hamulec przedni - PB140 (D)

V [m/s]

s[m]

Rys. 4.13. Optymalna trajektoria poruszania sie po nawrocie o zmiennym promieniu
(u gory) oraz predkos¢ V (na dole) dla dwoch pojazdow i roznych strategii hamowania

Trajektoria motocykli C i D charakteryzuje sie mniejsza krzywizng w poczatkowej
(60-120 m) oraz koncowej fazie manewru skretu (150-210 m).

Pojazdy A i B, dwadzie$cia pie¢ metrow za punktem o najwiekszej krzywiznie
trajektorii (s = 135m) zmniejszajg kat przechylu do wartoSci bliskiej 40°
(160-210 m). Dla osigganej w s=171m predkosci V = 20.0m/s, wartos¢
przyspieszenia wzdtuznego a, ~ 0.6 g oraz przyspieszenia poprzecznego a, = 0.83 g
(p = 40°) odpowiada na diagramie g-g punktowi przeciecia krzywych oznaczonych
cyframi 1i 2 narys. 4.9a. Ruch pojazdéw A i B odbywa sie z maksymalnym dopuszczalnym
dla danej predkosci V przyspieszeniem wzdtuznym a, przy jednoczesnie mozliwie duzej

wartoscl przyspleszenla poprzecznego ay.
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Rys. 4.14. Przebiegi (w kolejnosci od gory): przyspieszenia w kierunku wzdtuznym a,,
przyspieszenia w kierunku poprzecznym a,, potozenia poprzecznego n dla nawrotu
0 Zzmiennym promieniu

Mniejsza moc silnika minimotocykla PB140 powoduje, Ze czas jazdy w maksymalnym
przechyleniu ulega wydtuzeniu. Pojazdy B i C uzyskuja minimalng predkos$¢ w szczycie
zakretu o okoto 1.3 m/s wieksza niz pojazdy A i B.

Pojazdy B i D (technika hamowania hamulcem przedniego kota) inicjujg skret
wcze$niej niz w przypadku hamowania optymalnego. Ze wzgledu na wezsza dolng cze$¢
obwiedni diagramu g-g, motocykl B hamuje mocniej niz A i przy mniejszej wartosci
przyspieszenia poprzecznego (65-90 m), nastepnie szybko zmniejsza warto$¢ opdznienia
jednoczesnie zwiekszajgc kat przechytu (90-140 m).

Optymalne trajektorie pojazdow C i D nie wykazuja znaczacych réznic ze wzgledu na
krétki rozstaw osi pojazdu. Jak mozna zauwazy¢ na rys. 4.10b, w przypadku motocykla
PB140, fragment krzywej odpowiadajacy przypadkowi hamowania za pomocg hamulca
przedniego kota (pomiedzy punktami 3 i 4) jest niemal identyczny z krzywa diagramu

hybrydowego. W zwigzku z tym réznica czasu manewru pojazdéw C i D jest pomijalnie
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mata i wynosi 0.002 s na korzys¢ optymalnej strategii hamowania. W przypadku pojazdu
SSP300 optymalna strategia hamowania powoduje, ze zmiany przyspieszenia
poprzecznego w poczatkowej fazie manewru skrecania sg bardziej ptynne.

Wprowadzone ograniczenia na sterowania pozwalaja na zaobserwowanie
charakterystycznej cechy techniki jazdy zawodowych Kkierowcéw wyscigowych.
Zauwazy¢ mozna, Ze pojazdy A i B poruszaja sie w pierwszej fazie manewru réwnolegle
do krawedzi trasy (w odlegtosci ny = 3.85 m od linii sSrodkowej jezdni). Nastepnie
(dla s = 16 m) obierajg kurs na zewnetrzng krawedzZ jezdni (skrecajg w lewo) by po
chwili rozpocza¢ manewr skrecania w kierunku zblizajagcego sie zakretu w prawo.
Rozpoczecie manewru skretu w pewnym oddaleniu od zewnetrznej krawedzi jezdni
powoduje, Ze dotykajacy zewnetrznej krawedzi trasy pojazd porusza sie w kierunku
zblizajgcego tuku z pewnym niezerowym przyspieszeniem poprzecznym, ktore
w analizowanym przypadku wynosi a, = 0.59 g i odpowiada przechytowi o kat 30.5°.
Wyznaczona trajektoria wzorcowa pozwala zmaksymalizowa¢ predko$¢ na zakrecie
w warunkach skonczonych zmian przyspieszenia poprzecznego.

4.4.3. Analiza poréwnawcza z badaniami drogowymi - minimotocykl PitBike

Jako obiekt testowy wybrany zostat 1037. metrowy, liczacy 16 zakretéw tor kartingowy
AWIX Racing Arena zlokalizowany w Toruniu. Cecha charakterystyczng torunskiego toru
jest blisko zerowe pochylenie podtuzne oraz poprzeczne jezdni, dzieki czemu mozliwe
byto zarejestrowanie danych poréwnawczych odpowiadajgcych przyjetemu ptaskiemu
modelowi jezdni. Przeprowadzone zostaty dwie tury badan. W pierwszej zlokalizowane
zostaty fragmenty toru, w ktorych osiagi uktadu pojazd-kierowca cechowaly sie
najwiekszymi réznicami w stosunku do obliczen numerycznym, za$ w trakcie drugiej tury
badan skupiono sie na poprawie jazdy kierowcy w wyznaczonych wczes$niej obszarach
trasy.

Dane eksperymentalne zostaty zarejestrowane za pomocg przeno$nego urzadzenia
pomiarowego AIM Solo. Badanym pojazdem byt minimotocykl PitBike o pojemnosci
silnika 140 cm3. Przyjete charakterystyki pojazdu byty identyczne z zestawionymi
w tabeli 4.1, za wyjatkiem wspétczynnika przyczepnosci przylgowej w kierunku
poprzecznym u,, ktérego wartos¢ przyjeto na podstawie danych z uktadu pomiarowego
réwng 1.1. Krzywizna krzywej szkieletowej trasy (w tym przypadku linii sSrodkowej)
zostata odtworzona na podstawie zdjecia satelitarnego w spos6b przedstawiony na

rys. 4.15.
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Rys. 4.15. Zdjecie satelitarne z aplikacji Google Earth umozliwiajgce odtworzenie
krzywizny krzywej szkieletowej

Rezultaty obliczen zestawiono z pomiarami drogowymi na rys. 4.16. Jako 0$ poziomag
przyjeto pokonany dystans sg: zamiast stosowanej dotychczas wspotrzednej
krzywoliniowej s. Najlepszy czas okrazenia zarejestrowany podczas pierwszego dnia
badan wynidst 61.322 s, za$ czas manewru optymalnego rowny jest 60.501 s.

W trakcie pierwszego dnia badan zlokalizowane zostaty cztery fragmenty trasy,
w ktorych kierowca uzyskat mniejszg predkos$¢ niz wyznaczona w ,symulacji”. Byty to:
zakret nr 1, sekwencja zakretéw nr 4, 5 i 6, tuk nr 8 oraz szykana utworzona z zakretéw
nr 101 11. Zwr6cono réwniez uwage na réznice w predkosciach maksymalnych pojazdow
na koncu prostej startowe;j.

W trakcie drugiej tury badan skupiono sie na poprawie rezultatéw we wskazanych
wcze$niej obszarach. Wybrane wycinki zarejestrowanych wowczas danych zostaly
naniesione na rys. 4.16 pogrubiong linig przerywana. Poprawie ulegta:

e predkos$¢ w szczycie zakretu nr 8 - dzieki modyfikacji linii przejazdu,
e predkos$¢ na koncu prostej startowej - dzieki modyfikacji trajektorii na zakretach
nr15 i 16 oraz dzieki wcze$niejszemu rozpoczeciu fazy przyspieszania, zgodnie

z sugestig otrzymang w wyniku ,symulacji”,

e predkos¢ w szczycie zakretu nr 5 - dzieki opdZnieniu rozpoczecia fazy hamowania

przed zakretem nr 6.

Najwiekszg roznice miedzy trajektoriami zaobserwowano w ruchu krzywoliniowym
na zakrecie nr 1. Poruszajacy sie wzorcowg trajektorig pojazd powinien zetkna¢ sie

w koncowej fazie manewru skrecania z zewnetrzng krawedzig trasy (zakretnr 1),
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Rys. 4.16. Poréwnanie rezultatow obliczen numerycznych z danymi eksperymentalnymi
(w kolejnosci od gory: trajektorie ruchu, predkos¢ V, przyspieszenie wzdtuzne a,,
przyspieszenie poprzeczne a,, teoretyczny kat przechytu ¢
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a nastepnie zainicjowac skret w strone zakretu nr 2 znajdujgc sie blisko wewnetrznej
krawedzi jezdni. Kierowca testowy docierat do 3% szerokosci toru w konicowej czesci
zakretu nr 1, a nastepnie inicjowat skret w kierunku tuku nr 2 blisko linii Srodkowej trasy.
Trajektoria kierowcy charakteryzowata sie mniejszg minimalng predkos$cig w szczycie
tuku nr 1 oraz wieksza minimalng predkos$cig w szczycie tuku nr 2. Modyfikacja trajektorii
w rzeczywistych warunkach ruchu nie byta jednak mozliwa ze wzgledu na rezonans masy
nieresorowanej przedniego zawieszenia (z ang. chatter), ktéry spowodowany byt
nastepujacymi po sobie nier6wnos$ciami nawierzchni w pierwszym zakrecie trasy.
Problemy zpojazdem w omawianym fragmencie toru widoczne s3 na wykresie
przyspieszenia poprzecznego jako mniejsza niz dla pozostatych zakretéw maksymalna
wartosc¢ osigganego przyspieszenia a,,.

W trakcie prowadzonej analizy poro6wnawczej stwierdzono rowniez, ze ,symulowany
kierowca” szybciej zmienia kierunek ruchu pomiedzy tukaminr 2 i 3. Po zwrdceniu uwagi
na ten aspekt jazdy, kierowca zblizyt sie do manewru optymalnego (180-230 m), przy
czym szybciej wykonany manewr zmiany kierunku ruchu nie wptynat negatywnie na
maksymalng warto$¢ osigganego w tym miejscu opdZnienia.

Czas okrazenia wzgledem pierwszej tury badan poprawiony zostat o 0.415s
i uzyskano go pomimo gorszych warunkéw atmosferycznych (tabela 4.2).

Zaproponowane zmiany w sformutowaniu ZSO pozwolity na uzyskanie bardzo dobrej
zgodnoSci z pomiarami drogowymi. Przeprowadzona analiza poréwnawcza umozliwita

poprawe czasu okrazenia w rzeczywistych warunkach ruchu.

Tabela 4.2. Temperatura powietrza oraz nawierzchni w trakcie badan drogowych

Temperatura Temperatura

Data . . .

powietrza nawierzchni
Testnr1 27.09.2021 19°C 27 °C
Testnr 2 08.10.2021 9°C 14 °C

4.4.4. Analiza poréwnawcza zbioréw wartosci dopuszczalnych sterowania

Aby zobrazowa¢ wpltyw wprowadzonych ograniczen na warto$ci dopuszczalne zrywéw,
przyktad z podrozdziatu 4.4.3 zostal rozwigzany za pomoca sterowan o stalej
maksymalnej wartoSci dopuszczalnej (niezaleznej od predkosci ruchu). Sterowania

poréwnano na rys.4.17, ktérego o$ pozioma odpowiada predkosci V. Znaczniki
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w ksztalcie okregow reprezentujg ZSO, w ktorym wykorzystane zostaty ograniczenia

(4.22) i (4.27), za$S heksagramami (,szeSciokatami gwiazdzistymi”) oznaczono ZSO

o statej wartoSci granicznej sterowania. Na wykresach naniesiono dodatkowo:

e moduly zaleznych od predkosci V ograniczen |/, (V)| i |/x(V)| - oznaczone linig
przerywana,

e ograniczenia statowarto$ciowe |J,| = |]y| =1 [Slz] = const. - oznaczone linig
przerywana.

Ograniczenia sa aktywne w catym zakresie osigganych predkosci. Wida¢ wiec, ze
stata warto$¢ dopuszczalna zrywow powodowal bedzie niedoszacowanie lub
przeszacowanie czeSci wykonywanych manewréw. Wptyw zaleznych od predkos$ci ruchu
ograniczen J,(V) iJ, (V) bedzie zatem tym wiekszy im wigeksza bedzie réznica miedzy

minimalng a maksymalng predkos$cig uzyskiwang w danym manewrze.

4.4.5. Czasochtonno$¢ procesu obliczeniowego

W zaprezentowanych w niniejszym rozdziale przyktadach numerycznych wykorzystano
przeksztatcong posta¢ rownan stanu przedstawiong w pracy [28], ktéra pozwolita na
nieznaczne skrdcenie czasu obliczen. Prezentowana analiza czasochtonno$ci procesu
obliczeniowego dotyczy¢ bedzie najbardziej wymagajacego obliczeniowo przyktadu

z podrozdziatu 4.4.3.

a) b)

21 \ 151

\ s Esn e stafowartosciowe [ 0000 AL L UL UL P L PP L L] Heesseseses statowartosciowe
18+ — = = zalezne od predkosci V

\ = = = zalezne od predkosci V

Jx [1"[52]

24

22

20

16 18
V [m/s]

26

Rys. 4.17. Por6wnanie warto$ci zmiennych sterujacych: zrywu poprzecznego (a) i zrywu
wzdtuznego (b) w ZSO o statych (heksagramy) i zaleznych od predkosci V (okregi)

zbiorach dopuszczalnych wartoSci sterowania
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Jako poczatkowe przyblizenie wektora stanu oraz wektora sterowan przyjmowane
byty rézne wartos$ci statej na dystansie manewru predkosci V, (miedzy 9 a 19 m/s
z krokiem 2 m/s), podczas gdy pozostate zmienne przyjeto réwne zeru. Zmienne
przeskalowano zgodnie ze wskazéwkami zawartymi w podrozdziale 3.3.3. Dla kazdego
niezaleznego uruchomienia procedury obliczeniowej otrzymano identyczny rezultat.
Obliczenia rozpoczynano od ,rzadkiej” siatki obliczeniowej liczacej 100 weztéw
kolokacyjnych, w ktérej maksymalna oraz minimalna odlegtos¢ miedzy weztami wynosita
odpowiednio 34.21 m oraz 1.28 m. Przyjeto oczekiwang doktadno$¢ rozwigzania réwna
10~*. Proces obliczeniowy wymagat od pieciu do sze$ciu iteracji zageszczania siatki, co
przetozyto sie na 972-1009 weztéw i maksymalng oraz minimalng odlegto$¢ miedzy
wezlami réwng 8.55 i 0.18 m. Sredni czas rozwigzania zadania wyniést 308 s.
W przypadku uktadu sterowanego przyspieszeniami a, i a,, czas obliczen wydtuzyt sie

o $rednio 122 s.

4.5. Podsumowanie
Niniejszy rozdzial poswiecony zostal analizie wplywu zaproponowanych zmian
w sformutowaniu ZSO na otrzymywane rezultaty obliczen. Pojazd sterowano zrywami
(pochodnymi  przyspieszenia), ktérych warto$ci dopuszczalne ograniczono
hiperbolicznymi funkcjami zaleznymi od predkosci ruchu. Ograniczenia wyznaczono na
podstawie zbioréw danych, ktore zawieraly zarejestrowane eksperymentalnie wartosci
pochodnych przyspieszenia wzdluznego oraz poprzecznego. Zaproponowane zmiany
miaty na celu uwzglednienie cech dynamiki pojazdu oraz fizycznych uwarunkowan
kierowcy (skonczona warto$¢ momentu jaka moze zosta¢ przytozona do kierownicy),
majacych w rzeczywistoSci wpltyw na zmienno$¢ przyspieszen. Na podstawie
przedstawionego poréwnania z badaniami jezdnymi stwierdzono, ze sformutowany cel
zostat osiggniety. Uzyskano satysfakcjonujaca zgodnos¢ trajektorii zmiennych stanu z ich
rzeczywistymi odpowiednikami. Przeprowadzona na podstawie obliczen numerycznych
analiza jazdy kierowcy testowego pozwolita na poprawe czasu okrazenia w rzeczywistych
warunkach ruchu. Wprowadzone zmiany w sposobie pokonywania trasy dotyczyty
aspektéw: rozpoczecia faz hamowania oraz przyspieszania, predkosci realizacji
manewrow w przej$ciowych fazach ruchu, jak rowniez modyfikacji obieranej trajektorii
przejazdu.

Zwrocona zostata rdwniez uwaga na przebieg manewru optymalnego w zaleznoSci

od techniki hamowania oraz zaproponowana zostata pétempiryczna obwiednia diagramu
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przyspieszen g-g. W analizie poréwnawczej lekkich motocykli sportowych réznych klas
wyscigowych stwierdzono znaczgce roznice miedzy optymalnymi trajektoriami ruchu,
ktore wynikaly z r6znej maksymalnej mocy silnikow. Pojazd o mniejszej mocy poruszat
sie trajektorig o mniejszej krzywiznie, ktérg charakteryzowat dtuzszy odcinek trasy
pokonywany z przyspieszeniem poprzecznym bliskim maksymalnemu.

Wprowadzone modyfikacje w sformutowaniu ZSO pozwolity takze na
zaobserwowanie pewnych charakterystycznych cech jazdy sportowej po torze
wyscigowym.

Oprécz przedstawionych w niniejszym rozdziale mozliwych zastosowan
prezentowanej metody, moze ona zosta¢ ponadto wykorzystana jako narzedzie
wspierajace proces projektowania obiektéw wyscigowych lub wytyczania tras zawodéw.
Wszystkie istotne aspekty z punktu widzenia projektowania i bezpieczenstwa
uzytkowania toru wys$cigowego, takie jak: wymiary zwirowych putapek zwalniajacych,
odlegto$ci barier energochtonnych od krawedzi toru, potozenie oraz wymiary
dodatkowych kraweznikow i wybiegow asfaltowych wymagaja wiarygodnej informacji
o predkosciach i trajektoriach ruchu pojazdéw majacych uzytkowac dany tor.

Wykorzystanie zaproponowanej metody w rzeczywistych problemach projektowych
utatwia wygodny opis geometrii jezdni (budowa segmentowa), niewielka liczba wielko$ci
potrzebnych do budowy modelu pojazdu, a takze krétki czas rozwigzania pojedynczego

zadania optymalizacji.
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5. Numeryczne odwzorowanie tréojwymiarowej jezdni

W rozdziale 4 poddany zostat analizie ruch pojazdu po jezdni dwuwymiarowej. Jeden
z zaprezentowanych przyktadow obliczeniowych dotyczyt toru kartingowego
zlokalizowanego w Toruniu. Wyniki obliczeni numerycznych zostaly wowczas poré6wnane
Z pomiarami zarejestrowanymi w trakcie badan drogowych. Wyb6r obiektu do badan byt
nieprzypadkowy. Torunski tor kartingowy wyrdézniat sie sposrod pozostatych polskich
obiektéw wysScigowych charakterystyka odpowiadajaca przyjetemu w rozdziale 4
dwuwymiarowemu modelowi jezdni.

W ogélnym przypadku jezdnia toru wyscigowego scharakteryzowana bedzie
zmiennym na dystansie trasy pochyleniem podtuznym oraz poprzecznym?0. Naturalnym
nastepstwem prowadzonych rozwazan jest wiec uogolnienie analizowanego problemu
minimalizacji czasu manewru na ruch przestrzenny pojazdu. W niniejszym rozdziale
zaprezentowane zostanie przyjmowane w literaturze podejscie, w ktorym
tréojwymiarowa trasa manewru modelowana jest jako znana z geometrii rézniczkowe;j
rozpieta na krzywej szkieletowej powierzchnia zorientowana. Proces numerycznego
odwzorowania geometrii trasy polega wéwczas na sformutowaniu zadania optymalizacji
(zadania sterowania optymalnego), za pomocg ktérego pozyskiwane sg informacje
o charakterystykach jezdni: krzywiznach oraz wspomnianych juz pochyleniach.
Geometria trasy odwzorowywana jest na podstawie informacji o wspo6trzednych
kartezjanskich punktéw potozonych na krawedziach trasy. Gtéwna cze$¢ prowadzonych
w niniejszym rozdziale rozwazan dotyczy¢ bedzie metod pozyskiwania danych
wejsciowych do zadania optymalizacji. Ocenie zostanie poddana wierno$¢ numerycznego
odwzorowania geometrii jezdni.

Zamieszczony w zatgczniku A matematyczny opis jezdni jako rozpietej na krzywej
szkieletowej powierzchni zorientowanej mozna podsumowac w formie nastepujace;j listy:
1. Z krzywa szkieletowg zwigzany jest uktad wspétrzednych O;yp nazywany

tréjscianem Freneta (rys. 5.1).

2. Parametrami powierzchni zorientowanej s3: dlugo$¢ krzywej s (krzywej

szkieletowej) oraz potozenie poprzeczne n wzgledem krzywej szkieletowe;.

10 Przyjeto umownie, Ze pochylenie podluzne oraz pochylenie porzeczne jezdni bedzie podawane jako
wartos$c¢ katowa.
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3. Z powierzchnig zorientowang zwigzany jest ukilad wspétrzednych Oy, ktory
nazywany jest reperem Darboux (rys.5.1). O$ t reperu jest styczna do krzywej
szkieletowej i zwrdcona zgodnie z kierunkiem wzrostu wspétrzednej krzywoliniowej
s, 0$ b jest prostopadta do plaszczyzny powierzchni zorientowanej, za$§ o$ n jest
prostopadta do osi t oraz b w taki sposob, Ze osie t,n i b tworza prawoskretny uktad
wspotrzednych prostokatnych. Ptaszczyzna Oy, jest ptaszczyzna jezdni.

4. Reper Darboux jest obrécony wzgledem tréjscianu Freneta o kat v zaznaczony na
rys. 5.1.

5. Powierzchnia zorientowana opisana jest za pomoca trzech krzywizn: skrecenia
geodezyjnego (., krzywizny normalnej (,, oraz krzywizny geodezynej (1;,. Wielko$ci
Q, Q, 1 Q, wyrazone sg w uktadzie reperu Darboux i opisujg jego predkos¢ katowa.

6. Orientacja reperu Darboux wzgledem inercjalnego uktadu wspoétrzednych
prostokatnych opisana jest za pomoca katéw Eulera w kombinacji obrotow zyx
(zatacznik A). Katy Eulera oznaczono wielkoSciami 6, ¢ oraz u i przyjeto nazywac
odpowiednio odchyleniem, pochyleniem poprzecznym oraz pochyleniem

podiuznym.

5.1. Sformulowanie zadania numerycznego odwzorowania jezdni

Wielko$ciami wej$sciowymi w procesie numerycznego odwzorowania jezdni sg dyskretne
zbiory informacji o potozeniu krawedzi toru. Wybrane metody pozyskiwania danych
wejsciowych zostang przedstawione w dalszej czesci rozdziatu, lecz kazda z nich bedzie

cechowa¢  sie  pewnym  poziomem  zakldcen. Dobre = uwarunkowanie

Rys. 5.1. Uktad wspotrzednych krzywej szkieletowej - tréjscian Freneta Opyp oraz
powierzchni zorientowanej — reper Darboux O,
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numerycznego procesu poszukiwania optymalnej trajektorii ruchu (prezentowanego
w rozdziatach 4 i 6) wymaga gtadkiego przebiegu interpolowanych wielkosci. Dotyczy to
rowniez charakterystyk toru. Z tego tez wzgledu proces numerycznego odwzorowania
jezdni formutowany jest jako zadanie sterowania optymalnego [18, 27, 58], w ktérym
minimalizowanym wskazZnikiem celu jest odlegto$¢ miedzy odwzorowywanymi

numerycznie krawedziami, a zadanymi dyskretnymi danymi wej$ciowymi. ZSO przyjmuje

postac
Sk
minJ = f Fy(s,x(s)) + Fy(s,u(s))ds, (5.1)
uel So
dla
dx
YT f(s,x(s),u(s)), (5.2)
gdzie
x=[xyz0u¢o y ¢ nl, (5.3)
u= [9” ‘Ll” ¢” rV(/]T = [ue U, Ug uW]T_ (54‘)

Za zmienne stanu X przyjmowane sg wspotrzedne krzywej szkieletowej (x, y, z), katy
Eulera 8, ¢ i u oraz ich pierwsze pochodne, jak rowniez szerokos¢ jezdni ;. Sterowaniami
sag drugie pochodne katow Eulera oraz pochodna szerokoSci toru.

Sktadniki F; (s, x(s)) iF, (s, u(s)) funkcjonatu jakosci 7 moga zostac zapisane w postaci
Fi(s:x(9)) = (xr = xr)” + (0 = 27)" + (2 = 2,)°

+ (0 - xlo)z + (- ylo)z + (2, - Zlo)z»

F,(s,u(s)) = woug? + wuul + wyuj + wyub. (5.6)

(5.5)

Wspéirzedne odwzorowywanej prawej i lewej krawedzi toru, w globalnym,
nieruchomym uktadzie wspdéirzednych okreslaja rownania macierzowe
0
+R|n, /2|, (5.7)
L 0
0
—R|rn, /2|, (5.8)
L 0

X, =

X; =

SR T2

gdzie R jest macierza obrotu opisang zaleznos$cig (A.26) zamieszczong w zatgczniku A.

Zaleznosci (5.7) i (5.8) moga zostac rozpisane jako
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Xp=x+ (rW/Z)(cgsHs(i, - sgc¢), (5.9

Ve =y + (1w /2) (65450 + CoCy), (5.10)
zy =z + (1w /2)C,S¢, (5.11)
X =x- (TW/Z)(CQSuS(p - 59c¢), (5.12)
Vi=Yy— (rW/Z)(SQSHS(p + c9c¢), (5.13)
zp =2z — (1, /2)CuS¢- (5.14)
Dynamika uktadu opisana jest zaleznoscia
_CQCM_
SBCH
9/
x' = f(s,x(s),u(s)) = g . (5.15)
Ug
uy
Ug
L Uy,
Pochodne trzech pierwszych sktadnikow wektora stanu (5.3) - x',y'iz' -

reprezentowane s3 przez pierwszg kolumne macierzy obrotu (A.26) zamieszczonej
w zatgczniku A.

W przypadku trasy manewru o petli zamknietej, wektor zmiennych stanu na
poczatku i koncu trasy powinien spetnia¢ warunek cyklicznosci x(s;) = x(sg).

W zaprezentowanym ZSO poszukiwane jest sterowanie u minimalizujace biad
odwzorowania krawedzi trasy (sktadnik Fl(s,x(s)) we wskazniku jakosci 7). Btad
odwzorowania zdefiniowany jest jako odlegto$¢ miedzy wyznaczang numerycznie
krawedzia trasy a danymi wejSciowymi. Sktadnik F, (s, u(s)) w funkcjonale J penalizuje
zmiany zmiennych sterujacych. Wagi (wspoétczynniki kary) wg, w,, wy, oraz w,, pozwalaja
sterowac poziomenm filtracji danych wejSciowych.

Przedstawione ZSO moze by¢ réwniez wykorzystane w procesie numerycznego
odwzorowania toru ptaskiego (dwuwymiarowego). Poming¢ nalezy wéwczas sktadniki
zwigzane ze wspoirzedng z oraz katami Eulera ¢ i u. Poming¢ nalezy rowniez powigzane
z nimi zmienne sterujgce. Wektor zmiennych stanu upraszcza sie wéwczas do postaci

x=[x,y,0,1,]".
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5.2. Dane wejsciowe w procesie optymalizacji

Danymi wejSciowymi w procesie numerycznego odwzorowania jezdni sg odpowiednio

przygotowane dyskretne zbiory informacji o potozeniu krawedzi toru. Przyja¢ mozna, ze

surowe dane wejsciowe beda charakteryzowac sie r6zng licznoscig punktéw na lewej

(x;;:1 =1,...,N) oraz prawej (X,;:j =1, ..., M) krawedzi trasy. W punktach tych znane

beda trzy wspoétrzedne kartezjanskie (dwie w przypadku odwzorowywania jezdni

plaskiej). Przez odpowiednio przygotowane dane wej$ciowe rozumiana jest rowna liczba
unikalnych (réznigcych sie przynajmniej jedng wspotrzedng) punktow na obydwu

krawedziach jezdni. Ponadto, odpowiadajace tej samej wspotrzednej krzywoliniowej s

punkty obydwu zbioréw powinny znajdowac sie na wspdlnej prostej prostopadtej do

krzywej szkieletowe;j.

Dla réznej poczatkowej licznos$ci obydwu zbioréw (surowe dane wejsciowe), przy
zatozeniu, Ze N < M, przyjeta procedura przygotowania danych wejsciowych
przebiegata w sposé6b nastepujacy:

1. Dlakazdego i-tego punktu x;, lewej krawedzi jezdni znajdowany byt najblizszy punkt
potozony na krawedzi prawe;j.

2. Dla kazdej z N znalezionych par punktow (x;,X,) okreslano punkt Srodkowy
¢; = (X, +X;,)/2 rozciggnietego miedzy punktami x; i X,, odcinka (punkty c;
oznaczone na rys. 5.2 stanowig dyskretng reprezentacje krzywej szkieletowej).

3. Obliczano odlegtos¢ pomiedzy kolejnymi punktami krzywej Srodkowej
As; = |ciz1 — ¢;|, a nastgpnie kazdemu punktowi ¢;, X;; i X, przypisywano
wspotrzedna s; = Y24 Asy, gdziei = 2, ..., N.

Jezeli punkty pomiarowe byty rzadko potoZone (nieregularne oraz duze odlegtosci
migedzy punktami), to warunek prostopadfosci odcinka tgczacego punkty x;, oraz X,
wzgledem krzywej szkieletowej nie byt w dostatecznym stopniu spetnionym, jak na
rys. 5.2a. W przypadku N > M nie byt réwniez spetniony warunek unikalnosci punktow.
Zageszczano wowczas (w procesie interpolacji funkcjami wielomianowymi) dyskretng
reprezentacje krzywej szkieletowej, na ktorej poszukiwany byt najblizszy ,sasiad”

(rys 5.2b).

5.2.1. Numeryczne modele terenu o zasiegu globalnym

W sieci dostepne sa liczne zbiory danych, ktére moga znaleZ¢ zastosowanie

w omawianym problemie numerycznego odwzorowania jezdni. W niniejszym
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Rys. 5.2. Graficzna interpretacja procesu poszukiwania najblizszego ,s3asiada”:
niedostateczna liczba punktéw na krawedzi przeszukiwanej (a) oraz po interpolacji (b)

podrozdziale poddane zostaty analizie bazy danych nazywane numerycznymi modelami
terenu (NMT).

Numeryczny model terenu jest to chmura punktéw o znanych wspéirzednych
geograficznych oraz wysokosci, dla ktérej znany jest algorytm interpolacyjny pozwalajacy
na wyznaczenie wysokosci terenu w dowolnym punkcie obszaru objetego modelem. Dane
wysokosSciowe zawarte w takiej bazie danych dotycza wytgcznie rzezby terenull.
Zabudowania, roslinno$¢ oraz inne obiekty nie bedace formami uksztattowania terenu sg
cyfrowo usuwane. NMT moga by¢ siatkg kwadratéw, prostokatéw lub trojkatéw. Rozmiar
siatki prostokatnej oznaczany jest para liczb a X b [m], gdzie a i b s3 dtugo$ciami
krawedzi elementow siatki.

W pierwszej kolejnoSci omoéwione zostang globalne numeryczne modele terenu, do
ktorych dostep mozliwy jest na przyktad za pomoca darmowego portalu GPS Visualizer2.
Portal ten umozliwia dostep do baz danych NED (USGS), SRTM1 i SRTM3 (NASA), ODP,
ODP1 oraz ASTER, ktérych domyS$lne przypisanie do regioné6w S$wiata zostalo
przedstawione na rys. 5.3. Najlepsza rozdzielczosScig przestrzenng charakteryzuje sie
baza ODP1 (30x20 m), najgorszg za$ zbiér danych wysokos$ciowych SRTM3 (90 X90 m).

Narzedzie GPS Visualizer umozliwia przypisanie punktom o znanych wspétrzednych

11 Bazy danych uwzgledniajgce roslinno$¢ oraz obiekty infrastruktury nosza nazwe numerycznych modeli
pokrycia terenu (NMPT).
12 JRL: gpsvisualizer.com [dostep: 03.2023].
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Rys. 5.3. DomyS$lne przyporzadkowanie baz danych wysoko$ciowych do regionéw Swiata
w narzedziu udostepnionym na portalu GPS Visualizer!3

geograficznych informacji o ich wysokosci. Wspo6trzedne geograficzne moga zostaé
pozyskane za pomoca pomiaréw satelitarnych, jak réwniez za posrednictwem aplikacji

przeznaczonych do pracy z mapami oraz zdjeciami satelitarnymi (rys. 5.4).

5.2.2. Numeryczne modele terenu o zasiegu lokalnym

Rezultaty numerycznego odwzorowania trasy za pomoca NMT o zasiegu globalnym
zostang przedstawione w dalszej czeSci rozprawy, jednakze porownujac szerokos$¢ toru
wyscigowego (rzadko przekraczajgca 15 m) do rozmiardw siatek wyszczegdlnionych
modeli terenu trudno spodziewac sie satysfakcjonujacych rezultatéw.

Oprécz NMT o zasiegu globalnym, w sieci dostepne s3 takze szczegétowe bazy danych
dotyczace regiondw, panstw lub miast, ktére charakteryzujg sie wysoka rozdzielczo$cia
oraz Srednim btedem wysokos$ci rzedu dziesigtych metra. Przyjeto nazywac je w dalszej
czes$ci pracy szczegétowymi numerycznymi modelami terenu. Przyktadowe szczegétowe
bazy danych wysokosciowych to:

e Numeryczny model terenu dla Polski podany w siatce 1X1 m, o $rednim btedzie
wysokosci 0.1 m, udostepniony przez Gtowny Urzad Geodezji i Kartografii na
Geoportalu Infrastruktury Informacji Przestrzennej!4.

e NMT obejmujacy wiekszos$¢ obszaru Stanow Zjednoczonych, podany w siatce 1X1 m
i Srednim btedzie wysokosci 0.1 m, udostepniony przez United States Geological

Surveys (USGS).

13 URL: gpsvisualizer.com/elevation [dostep: 04.2023].
14 URL: geoportal.gov.pl/dane/numeryczny-model-terenu [dostep: 04.2023].
15 URL: apps.nationalmap.gov/downloader [dostep: 04.2023].
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e NMT dla regionu Katalonia w siatce 2X2 m i $rednim btedzie wysokosci 0.15 m,
obejmujacy miedzy innymi Tor Catalunya pod Barcelong (poddawany analizie

w wielu publikacjach naukowych). Model terenu udostepniony zostat przez Institut

Cartogrdfic i Geoldgic de Catalunya?®.

Szczegbtowe NMT roznig sie miedzy sobg formatem plikoéw, jak rowniez uktadem
wspotrzednych. Na rys. 5.5 przedstawiony zostat fragment pliku w formacie Arclnfo Grid
o rozszerzeniu .asc zawierajacy NMT dla obszaru obejmujacego tor kartingowy
w Koszalinie. Pierwsze sze$¢ wierszy pliku zawiera informacje dotyczace siatki modelu.

Pliki o rozszerzeniu .asc wczytywano do pamieci programu MATLAB za pomoca
wbudowanej funkcji arcgridread, ktéra zwraca macierz danych wysoko$ciowych oraz
informacje o rozmiarze siatki i potozeniu geograficznym pierwszego punktu siatki.

Wizualizacja NMT zapisanego w tym formacie pliku zostata przedstawiona na rys. 5.6a.

Google Earth

Rys. 5.4. Pobieranie wspéirzednych krawedzi jezdni koszalinskiego toru kartingowego -
zrzut ekranu z aplikacji Google Earth

&) *DEM1x1_Koszalin.asc — Notatnik — ] X
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Rys. 5.5. Zawarto$¢ pliku w formacie Arcinfo Grid

16 JRL: icc.cat/appdownloads/index.html [dostep: 04.2023].
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Format GeoTIFF pozwala na uzupetnienie pliku o rozszerzeniu TIFF (fotografii
lotniczej lub satelitarnej) o informacje georeferencyjne. W przypadku numerycznego
modelu terenu kazdemu pikselowi obrazu przypisywana jest informacja o wspotrzednych
geograficznych oraz wysokos$ci. Graficzna reprezentacja danych z pliku o rozszerzeniu
GeoTiff zostata przedstawiona na rys. 5.6b i dotyczy fragmentu toru Road Atlanta (baza
danych wysokos$ciowych USGS), ktéry bedzie omawiany w dalszej czeSci rozprawy. Dane
wysokoSciowe reprezentowane s3 odcieniami szaro$ci pojedynczych pikseli. Odczyt
metadanych w wykorzystywanym w niniejszej pracy S$rodowisku MATLAB zostat
przeprowadzony za pomocg programu geotiffinterpl” dostepnego w bazie programéow
typu open-source MATLAB File Exchange.

Podstawowym uktadem wspoétrzednych w nawigacji satelitarnej jest uktad
wspotrzednych WGS 84. Jest to rowniez domys$lny uktad, w ktorym eksportowane sg
wspotrzedne punktéw z aplikacji przeznaczonych do pracy z mapami oraz zdjeciami
satelitarnymi. Numeryczne modele terenu s3 zazwyczaj wyrazone w uktadach
wspotrzednych charakterystycznych dla danego obszaru. Szczegétowy NMT obejmujacy
obszar Polski okreslany jest w uktadzie wspdéirzednych EPSG:2180, zas§ NMT obejmujacy
region Katalonii w uktadzie EPSG:25831. Niezbedna transformacja pobranych
wspotrzednych krawedzi toru do ukitadu wspéirzednych danej bazy informacji

wysokosciowych mozliwa jest miedzy innymi za pomocg dostepnych w sieci
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Rys. 5.6. Wizualizacja w sSrodowisku MATLAB danych wysokoSciowych: NMT w formacie
Arclnfo Grid (a) oraz w formacie GeoTiff (b)

17 URL: mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/47899-geotiffinterp [dostep: 04.2023].
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nieodptatnych kalkulatorow. Moze zosta¢ rowniez przeprowadzona w $Srodowisku
MATLAB za pomocg dodatku o nazwie MATLAB Geodetic Toolbox rozszerzajacego
funkcjonalno$¢ oprogramowania lub zosta¢ dokonana poprzez zmiane domys$lnego
uktadu wspoétrzednych eksportowanych danych z aplikacji przeznaczonej do pracy

Z mapami.

5.2.3. Uklad wspdirzednych prostokatnych UTM

Sformutowane w podrozdziale 5.1 zadanie numerycznego odwzorowania trasy wymaga
danych wejsciowych wyrazonych w uktadzie wspoétrzednych prostokatnych, ktérego os z
skierowana bedzie zgodnie ze zwrotem przyspieszenia ziemskiego g. Wspoétrzedne
krawedzi trasy wyrazone sg natomiast w uktadzie wspotrzednych elipsoidalnych. Wobec
braku mozliwosci rozwiniecia elipsoidy na ptaszczyzne, nalezy postuzyc¢ sie jedng z metod
odwzorowania kartograficznego, ktére pozwalajg na konwersje wspoétrzednych z uktadu
wspotrzednych geograficznych do uktadu wspétrzednych prostokatnych ptaskich.

W niniejszej pracy wykorzystano uniwersalne poprzeczne odwzorowanie Mercatora
(z ang. Universal Transverse Mercator, skrot: UTM) [66]. Ukitad wspotrzednych
prostokatnych UTM powstaje w wyniku podziatu elipsoidy odniesienia na 60 pasow
(stref) o ditugosci 6° kazdy. Nastepnie, kazdemu punktowi elipsoidy
przyporzadkowywany jest punkt na ptaszczyznie zgodnie z przyjetym odwzorowaniem.
Maksymalne znieksztatcenie liniowe wystepuje na potudniku osiowym danej strefy
(potudnik dzielacy strefe na potowy) i wynosi 40 cm/km (wspéiczynnik skali liniowej
my = 0.9996). Dla kazdej strefy istniejg dwie linie r6wnolegte do potudnika osiowego
oddalone od niego o 180 km, dla ktérych my; = 1. Wspdiczynnik skali w punktach
najbardziej oddalonych od potudnika osiowego wynosi my = 1.00097. Skala liniowa jest
stata wzdtuz potudnika i zmienia sie w sposéb paraboliczny wraz ze wzrostem odlegtosci
od potudnika osiowego strefy. Ze wzgledu na znaczacy wzrost btedu odwzorowania poza
strefg, uktad UTM powinien by¢ stosowany w obrebie jednej strefy.

Zbiory punktéw charakteryzujace krawedzie trasy (opisane za pomoca szerokos$ci
oraz dtugosci geograficznej w uktadzie wspétrzednych WGS 84) przeksztatcono do
uktadu wspoétrzednych prostokatnych UTM za pomoca wbudowanej funkcji programu
MATLAB o nazwie mfwdtran. Funkcja mfwdtran, po wcze$niejszym wskazaniu
odpowiedniej strefy UTM, dostarcza wspéirzedne w ukladzie wspotrzednych

prostokatnych ptaskich. Poniewaz odwzorowywany obiekt wy$cigowy moze znajdowac
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sie na granicy stref, przyjeto, ze wybor strefy UTM warunkowac bedzie liczno$¢ punktow

w danej strefie.

5.2.4. Analiza rezultatéw numerycznego odwzorowania jezdni

W niniejszym przykladzie omoéwiony zostanie rezultat numerycznego odwzorowania
toru kartingowego zlokalizowanego w Koszalinie. Tor ten charakteryzuje sie
zroznicowang geometrig jezdni, zmianami wysokoSci terenu oraz zréznicowanym
pochyleniem poprzecznym.

Wykorzystanymi w zadaniu danymi wysoko$ciowymi byty: globalny NMT podany
w siatce 30X 20 m oraz szczegétowy NMT podany w siatce 1X1 m. Wspotrzedne krawedzi
toru okreslono za pomoca aplikacji Google Earth na podstawie zdjecia satelitarnego
(rys. 5.4). Wspétczynniki kary obecne w sktadniku F, (s, u(s)) wskaznika jakosci (5.1)
dobierane byty metodg préb i btedow do momentu uzyskania satysfakcjonujgcych
rezultatow. Ich warto$ci zostaty zebrane w tabeli 5.1.

Odwzorowany numerycznie tor zostat przedstawiony na rys.5.7. Danymi
wejsciowymi byto tgcznie 879 punktéw potozonych na obydwu jego krawedziach. Modut
btedu odwzorowanial® krawedzi toru przedstawiony zostat na rys. 5.8, a usrednione jego
wartosci (dla NMT o rozdzielczo$ci 1 m) wyniosty: 0.19 m (w ptaszczyznie jezdni) oraz
0.02 m (w ptaszczyZnie prostopadtej do ptaszczyzny jezdni). Maksymalne warto$ci btedu
odwzorowania w ptaszczyznie jezdni przypadty na zakrety nr 11, 12 oraz 13 (rys. 5.9)
i dotycza zewnetrznych krawedzi tukéw, w miejscach, w ktérych nie nalezy spodziewac
sie przebiegu optymalnej trajektorii ruchu pojazdu. Uwzgledniajac zastosowana metode
pozyskiwania danych wejsciowych polegajaca na recznym wskazywaniu krawedzi toru
na zdjeciu satelitarnym oraz majac na uwadze doktadno$¢ NMT, jak réwniez interpolacje
danych wysoko$ciowych w punktach miedzyweztowych, uzyskany S$redni btad
odwzorowania uznany zostat za satysfakcjonujacy.

Na rys. 5.10 zostata przedstawiona trojwymiarowa wizualizacja koszalinskiego toru

kartingowego pokolorowana w zaleznosci od pochylenia podtuznego, za$ na rys. 5.11

18 Wyrdznione zostaty dwa btedy odwzorowania: w ptaszczyznie jezdni oraz w ptaszczyznie prostopadtej
do plaszczyzny jezdni. Btad odwzorowania w ptaszczyznie jezdni zdefiniowany zostat jako odlegtosé
mierzona w ptaszczyznie jezdni miedzy dowolnym punktem danych wejSciowych a odpowiadajacym mu
punktem na wyznaczonej numerycznie krawedzi. Btad odwzorowania wysokos$ci sformutowany zostat
w sposéb analogiczny, z ta roéznica, ze odlegto$¢ miedzy punktami odmierzana byta w kierunku
prostopadtym do ptaszczyzny jezdni.

88



Tabela 5.1. Wagi w zadaniu numerycznego odwzorowania jezdni

Waga Wartos$¢
Wy 10*
Wg 10*
w, 10*
Wiy 10?

Rys. 5.7. Mapa odwzorowanego numerycznie toru kartingowego w Koszalinie wraz
Z przyjeta przez autora pracy numeracjg zakretow
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Rys. 5.9. Zblizenie na fragmenty trasy o najwiekszym btedzie odwzorowania

w plaszczyZnie jezdni: zakrety nr 11 12 (a), zakret nr 13 (b)

pokolorowana w funkcji pochylenia poprzecznego jezdni. Aby uwidoczni¢ réznice miedzy
pionowymi wspétrzednymi trasy, modyfikacji poddane zostaty proporcje osi z, w taki
sposob, ze pojedyncza jednostka na osi z przyjmuje dtugo$¢ réwng trzem jednostkom na
osi x lub y. Prezentowane na rys. 5.10 pochylenie podtuzne u przyjmuje wartos¢ dodatnig,
gdy jezdnia wznosi sie, za$§ prezentowane na rys. 5.11 pochylenie poprzeczne ¢ jest
dodatnie, gdy kierunek pochylenia jezdni wzgledem osi t reperu Darboux jest zgodny
z regutg Sruby prawoskretnej.

Odwzorowany numerycznie tor o dtugosci krzywej szkieletowej wynoszacej 947.3 m
charakteryzuje sie przewyzszeniem réwnym 6.1 m, maksymalnym bezwzglednym
pochyleniem poprzecznym |¢,,qx | = 5.9° oraz maksymalnym dodatnim i ujemnym
pochyleniem podtuznym wynoszacym odpowiednio py,q, = 3.0° 1 pnin = -3.6°. Dtugos¢
linii Srodkowej podawana na oficjalnej stronie internetowej toru wynosi 1050 m, jest wiec

o ponad 100 m wieksza od estymowanej. Otrzymany numerycznie wynik zostat
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potwierdzony za pomocg pomiaru diugosci Sciezki linii Srodkowej toru korzystajac
z narzedzia Google Earth. Wyznaczone w zadaniu sterowania optymalnego krzywizny
Q, Q, 1 Q, oraz szeroko$c¢ toru 7, zostaly przedstawione na rys. 5.12.

We wstepie do niniejszego rozdziatu zostata zamieszczona informacja, ze obecne we
wskazniku jako$ci wspoétczynniki kary dobrane zostaly metoda préb i btedéw. Réznice
w krzywiznie (), w zaleznoSci od warto$ci wagi wy zostaty zilustrowane na rys. 5.13.
Prezentowane  krzywe dotycza rezultatbw dla  nastepujacych  wartoSci
wagi wg: 102 (linia kreska-kropka w kolorze niebieskim), 104 (linia ciggta w kolorze
czarnym), 5 - 10* (linia przerywana w kolorze czerwonym). Wraz ze wzrostem warto$ci
wspotczynnika kary wzrasta poziom filtracji, ale spada doktadno$é odwzorowania. Sredni
btad odwzorowania w ptaszczyznie jezdni wyniost 0.15 m dla wy = 102, 0.19 m dla
wg = 10° oraz 0.25 mdlawy =5 10%.

Dane wysoko$ciowe pochodzace z NMT podanego w siatce 30X20 m oraz NMT
podanego w siatce 1X1 m zostaty poréwnane na rys. 5.14 i 5.15. Poniewaz z punktu
widzenia analizowanego problemu, interesujgca jest wytacznie wzgledna wysokos¢
punktéw wzgledem siebie, przyjeto, ze wspoéirzedna pionowa lewego kranca linii
startu-mety bedzie przyjmowa¢ warto$¢ roéwna zeru. Réznica potozenia pionowego
miedzy lewg, a prawg krawedzig toru, istotna pod wzgledem wiernosci odwzorowania
pochylenia poprzecznego jezdni, zostata przedstawiona na rys. 5.15. R4znice w danych
wejsciowych prowadza do zauwazalnych rozbieznoSci w przebiegach katow Eulera
(rys. 5.16). Narys. 5.16a przedstawiony zostal przebieg wyznaczonego w ZSO pochylenia
poprzecznego ¢, zas na rys. 5.16b pochylenia podtuznego p. Przebiegi katéw ¢ oraz u dla
NMT podanego w siatce 30xX20 m charakteryzuja sie znacznymi wahaniami wartosSci.
Ponadto, ¢ oraz u przyjmuja w wielu fragmentach trasy przeciwny znak niz w przypadku
NMT podanego w siatce 1xX1m (524-624 m, 749-807 m na wykresie pochylenia
poprzecznego oraz 231-270 m i 430-475 m na wykresie pochylenia podtuznego).

Poréwnanie graficznej reprezentacji odwzorowanych numerycznie toréw zostato
przedstawione na rys. 5.17. Traktujagc NMT o rozdzielczosci 1 m jako punkt odniesienia,
mozna stwierdzi¢, ze globalny numeryczny model terenu (w siatce 30X20 m i rzadszej)
jest niewystarczajacy do satysfakcjonujacego odwzorowania geometrii tréjwymiarowe;j
jezdni. Obserwowane ré6znice pomiedzy otrzymanymi rezultatami sg zaré6wno ilo$ciowe

jak i jakosciowe. Rezultaty dla globalnego NMT sa ponadto wizualnie niezgodne
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Rys. 5.12. Przebiegi wybranych charakterystyk jezdni, w kolejno$ci od gory: skrecenie
geodezyjne (), krzywizna normalna (,,, krzywizna geodezyjna (), szeroko$¢ jezdni ;,
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Rys. 5.14. Wysoko$¢ lewej (a) oraz prawej (b) krawedzi trasy okreslona na podstawie
NMT podanego w siatce 1 X 1 m (linia ciggta) oraz 30 X 20 m (linia przerywana)
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Rys. 5.15. Ro6znica pionowej wspodtrzednej miedzy lewa a prawg krawedzig jezdni dla NMT
podanego w siatce 1 X 1 m (linia ciggta) oraz 30 X 20 m (linia przerywana)
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Rys. 5.16. Poréwnanie pochylenia poprzecznego ¢ (a) oraz pochylenia podtuznego u (b)

z rzeczywisto$cig. Dla NMT podanego w siatce 30X20 m, wyznaczone pochylenie
poprzeczne pierwszego tuku trasy skierowane jest w kierunku zewnetrznej krawedzi
jezdni, podczas gdy w rzeczywistosSci jest to zakret o najwiekszym pochyleniu
poprzecznym skierowanym w strone krawedzi wewnetrznej (rys. 5.18).

W przypadku uproszczenia problemu do zadania ptaskiego, obserwowane sa
nieznaczne réznice w dtugosci krzywej szkieletowej oraz szerokosci jezdni (rys. 5.19),
wynikajgce z rzutowania charakteryzujacych krawedzie toru punktow na ptaszczyzne.
Jezdnia ulega zwezeniu na pochylonych poprzecznie fragmentach trasy, za§ mniejsza
catkowita dtugo$¢ krzywej szkieletowej zwigzana jest z pominieciem pochylenia
podtuznego. Dla omawianego obiektu wysScigowego, catkowita diugos¢ krzywej
szkieletowej jest 0 0.42 m krétsza niz w przypadku obliczen 3D, zas maksymalna réznica
szerokosci jezdni wynosi 0.03 m.

Zaprezentowane na rys.5.20 zdjecie satelitarne z natozona odwzorowang
numerycznie jezdnig potwierdza poprawno$¢ doboru metody odwzorowania

kartograficznego.

5.2.5. Pozyskiwanie danych wysoko$ciowych za pomoca systemu pozycjonowania

Szczegbtowa analiza pomiaréw satelitarnych wykracza poza ramy niniejszej pracy,
jednakze w przypadku analizowanego problemu nie sposéb te kwestie poming¢, tym
bardziej, Ze pomiary satelitarne wykorzystywane sg w niemal kazdym wysScigowym
poktadowym uktadzie pomiarowym. Mozliwo$¢ potraktowania danych z systemu

nawigacyjnego jako metody pozyskiwania danych wysokoSciowych uzalezniona bedzie
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Rys. 5.17. Poré6wnanie odwzorowanej numerycznie jezdni dla NMT o rozdzielczo$ci 1 m
(kolor niebieski) oraz NMT podanego w siatce 30x20 m (kolor pomaranczowy)

Rys. 5.18. Pierwszy zakret toru kartingowego w Koszalinie, klatka filmu umieszczonego
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Rys. 5.19. Por6wnanie szerokosci toru przestrzennego oraz ptaskiego

19 URL: youtube.com/watch?v=dz-eiTiWQ_0 [dostep: 04.2023].
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Rys. 5.20. Zdjecie satelitarne z aplikacji Google Earth z naniesionym odwzorowanym
numerycznie torem

od rodzaju odbiornika satelitarnego, jego oprogramowania, liczby wykorzystywanych
systemOw nawigacyjnych, jak rowniez licznych czynnikow zewnetrznych. Niniejszy
rozdziat ma na celu zwro6cenie uwagi na istotne aspekty pozyskiwania danych
wysokos$ciowych za pomoca pomiaréw satelitarnych oraz konieczno$¢ krytycznej oceny
otrzymywanych rezultatow.
Pomiary satelitarne w poktadowych uktadach pomiarowych wykorzystywane sa
w celu:
e powigzania rejestrowanych danych z pozycja pojazdu na torze,
e okre$lenia predkos$ci pojazdu, jego przyspieszen (wzdtuznego oraz poprzecznego)
oraz predkosci katowe;j,
e informowania kierowcy za posSrednictwem tablicy wskaznikdw o czasie ostatniego
okrazenia oraz aktualizowanej w czasie rzeczywistym roéznicy czasu miedzy

okrazeniem biezgcym a okrazeniem referencyjnym.
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Jedna ze zwracanych przez system pozycjonowania informacji jest wysokos$¢
elipsoidalna, ktéra moze zostaC potraktowana jako trzecia wspdirzedna (wysokos$c)
w zbiorze danych wejsciowych w procesie numerycznego odwzorowania jezdni.

Odbiorniki sygnatu satelitarnego wykorzystywane w wyscigowych pokitadowych
uktadach pomiarowych charakteryzuja sie (z reguty) wspétczynnikiem CEP20 mniejszym
od 3.0 m. Wspétczynnik CEP na przyktadzie dokumentacji firmy 2D Datarecording [67],
przyjmuje wartosci:

e od 25 m do 3.0 m - w przypadku odbioru danych satelitarnych z systemu
nawigacyjnego GPS,

e 1.5 m-wprzypadku jednoczesnego odbioru danych satelitarnych z dwdéch systemow
nawigacyjnych: GPS oraz GLONASS/BeiDou,

e <1 m - gdy odbiér danych satelitarnych mozliwy jest jednocze$nie z czterech
systeméw nawigacyjnych: GPS, GLONASS, Galileo oraz Beidou.

Czestotliwo$¢ rejestrowanych pomiaréw zawiera sie miedzy 10 a 50 Hz. Przyjmuje
sie, ze doktadno$¢ pozycjonowania w pionie jest okolo dwa razy mniejsza niz
w ptaszczyznie horyzontalnej.

W celu oceny mozliwosci zastosowania w procesie numerycznego odwzorowania
jezdni danych wysokos$ciowych pozyskiwanych za pomoca pomiaréw satelitarnych,
poddano weryfikacji wysokos$¢ elipsoidalng rejestrowang przez standardowy odbiornik
sygnatu satelitarnego montowany w wyscigowych poktadowych uktadach pomiarowych.
Wykorzystano dane eksperymentalne udostepnione w sieci, dotyczace ruchu
samochodu?! oraz motocykla [68] po torze wyScigowym Road America. Omawiane dalej
dane zostaty pozyskane za pomocg urzadzenia AIM EVO4S, ktére rejestrowato informacje
satelitarne poprzez odbiornik AIM GPS0822 umozliwiajacy jednoczesny odbiér sygnatu
z dwdch systemoéw satelitarnych: GPS oraz GLONASS.

Gérny wykres na rys.5.21 przedstawia zarejestrowang wysoko$¢ elipsoidalng

w trakcie trzech odrebnych standardowych sesji treningowych. Przedstawiona na

20 CEP (z ang. Circular Error Probability) - promien okregu o srodku w punkcie o znanej pozycji, w ktérym
zawierac sie bedzie 50% pomiarow.

21 W prezentowanym przykladzie wykorzystano dane zarejestrowane podczas ruchu samochodu, poniewaz
zamontowany na motocyklu odbiornik sygnatu satelitarnego przechyla sie wraz z pojazdem, co wprowadza
dodatkowe zrédto bledu. Zrédto danych eksperymentalnych: youtube.com/watch?v=6i0YWARplyg
[dostep: 04.2023].

22 URL: aimtechnologies.com/aim-gps08-module/ [dostep: 05.2023].
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Rys. 5.21. Potozenie pionowe (wysokos$¢) trajektorii ruchu pojazdéw (u gory), réznica
potozenia pionowego wzgledem NMT o rozdzielczo$ci 1m (wykres srodkowy), liczba
satelitow, z ktorych odbierane byly dane (na dole). Zbiory pomiaréw satelitarnych
oznaczono kolorem czerwonym (samocho6d), niebieskim (samochéd) oraz
pomaranczowym (motocykl), NMT o rozdzielczosci 30 m kolorem zielonym, za§ NMT
o rozdzielczosci 1 m kolorem czarnym. Pogrubione linie przedstawiaja usrednione
przebiegi poszczegdlnych zestawow danych eksperymentalnych

rys.5.21 wysoko$¢ dotyczy wiec zarejestrowanych trajektorii przejazdow.
Wyszczeg6lnione zostaty trzy zbiory danych. Przejazdy samochodem w trakcie dwéch
réoznych sesji treningowych zostaty oznaczone odpowiednio kolorem czerwonym oraz
niebieskim. Zbior krzywych w kolorze pomaranczowym dotyczy ruchu motocykla. Dla
kazdego zestawu danych wyznaczono usredniony przebieg oznaczony pogrubiong linig
w odpowiadajgcym danemu zbiorowi kolorze. Kolorem czarnym zilustrowane zostaty
dane wysokoSciowe pozyskane za pomocg NMT o rozdzielczosci 1 m (baza danych
wysokoSciowych USGS). Kolor zielony powigzany zostal z NMT o rozdzielczosci
w przyblizeniu réwnej 30 m. Dane wysoko$ciowe z obydwu modeli NMT przypisane
zostaly wspotrzednym  geograficznym odpowiadajgcym  trajektorii  przejazdu
z wybranego okrazenia z analizowanej bazy danych. Przyjeto umownie, Ze prezentowane
przebiegi przyjmuja warto$¢ rowng zeru na poczatku okrazenia. R6znica wysokos$ci
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zbiorow danych eksperymentalnych wzgledem szczegétowego NMT zostata
przedstawiona na Srodkowym wykresie z rys 5.21. Dolny wykres przedstawia liczbe
satelitow, z ktdrych odbiornik sygnatu satelitarnego pozyskiwat informacje.
Zaprezentowane narys.5.21 dane wysokos$ciowe pochodzace z globalnego
numerycznego modelu terenu s3 znacznie blizsze modelowi szczegétowemu niz
w przyktadzie omawianym w podrozdziale 5.2.4. Zmienno$¢ zarejestrowanej
eksperymentalnie wysokos$ci elipsoidalnej jest zblizona do NMT, w szczegd6lnosci
w przypadku zbioru oznaczonego kolorem czerwonym. Jednakze, ze wzgledu na
niedostateczng powtarzalno$¢ pomiaréw miedzy réznymi sesjami pomiarowymi
nalezatoby rozwazy¢ rezygnacje z poszukiwania pochylenia poprzecznego jezdni.
Domniemac¢ mozna, zZe przypisanie identycznych danych wysokos$ciowych dla punktéw
zarejestrowanych na obydwu krawedziach trasy (gdyby taki pomiar zostat zrealizowany)
pozwolitoby na uzyskanie zblizonego do szczegd6towego NMT przebiegu pochylenia
podiuznego u oraz krzywizny (1,. Analogiczny wniosek moze zosta¢ sformutowany
w odniesieniu do globalnych numerycznych modeli terenu, ktore, jak przedstawiono
w podrozdziale 5.2.4, charakteryzuja sie niewystarczajaca rozdzielczoscia do

satysfakcjonujgcego odwzorowania pochylenia poprzecznego jezdni.

5.3. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiony zostat problem numerycznego odwzorowania
geometrii jezdni opisanej jako znana z geometrii rézniczkowej powierzchnia
zorientowana. Gléwnag czeS¢ rozdziatu poswiecono analizie dostepnych metod
pozyskiwania danych wejsciowych do sformutowanego we wstepie zadania
optymalizacji. Poniewaz proces okre$lania wspotrzednych geograficznych krawedzi
trasy nie stanowi wiekszego problemu (moga zosta¢ zarejestrowane za pomoca
pomiaréw satelitarnych lub wyznaczone za pomocg aplikacji przeznaczonych do pracy
z mapami), prowadzone rozwazania dotyczyty pozyskiwania danych wysokos$ciowych.
Opisano metody niewymagajgce stosowania specjalistycznego sprzetu pomiarowego ani
prowadzenia kosztownych prac pomiarowych na odwzorowywanym obiekcie.
Rozpatrzono dostepne w sieci bazy danych wysokos$ciowych (numeryczne modele
terenu) oraz poruszono zagadnienie pomiaru wysokosci elipsoidalnej za pomoca
typowego odbiornika sygnatu satelitarnego wykorzystywanego w poktadowych
systemach akwizycji danych w pojazdach wys$cigowych.
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Na podstawie przeprowadzonej analizy poréwnawczej rezultatow obliczen
numerycznych, sformutowane zostaty nastepujace wnioski:

e rozdzielczo$¢ globalnych numerycznych modeli terenu jest niewystarczajgca do
uzyskania satysfakcjonujgcego odwzorowania pochylenia poprzecznego jezdni,

¢ btedy odwzorowania wynikajgce z zastosowania globalnego NMT mogg by¢ na tyle
duze, Ze zauwazalne s3 ,goltym okiem”,

e charakterystyki jezdni koszalinskiego toru kartingowego odwzorowane za pomocg
globalnego NMT cechowaly sie oscylacyjnym przebiegiem,

e rezultaty otrzymane za pomocg szczegélowego NMT s3a wizualnie zgodne
z rzeczywisto$cig i pozwolg w zagadnieniach omoéwionych w rozdziatach 6 i 7 na
satysfakcjonujace odwzorowanie ruchu pojazdu po przestrzennej jezdni,

e wierne odwzorowanie pochylenia poprzecznego jezdni na podstawie danych
wysokos$ciowych pozyskanych za pomoca typowych odbiornikéw sygnatu
satelitarnego montowanych w wys$cigowych poktadowych uktadach pomiarowych
mozna uznac za niemozliwe (ze wzgledu na zbyt duza niepewnos¢ pomiaru),

e domniema¢ mozna, Ze pomiary satelitarne mogg by¢ potraktowane jako
alternatywna metoda pozyskiwania informacji wysokosciowych, gdy poszukiwang
charakterystyka jezdni bedzie jej pochylenie podtuzne,

e konieczna jest wnikliwa analiza otrzymywanych rezultatéw, w szczegdlnosci
w zadaniach, w ktérych wykorzystane zostaty globalne NMT oraz pomiary
satelitarne.

W najblizszych latach nalezy spodziewac¢ sie wzrostu popularnosci oraz dostepnosci
technologii precyzyjnych pomiaréw satelitarnych RTK23, ktoérg charakteryzuje
doktadnos¢ pozycjonowania rzedu centymetréw. Przy zapowiadanej doktadno$ci mozna
domniemad, Ze pomiary wykonane w trakcie przejazdu po jednej i drugiej krawedzi toru
(co jest mozliwe do zrealizowania na przyktad po zakonczeniu dnia treningowego?#)

powinny umozliwi¢ otrzymanie wystarczajaco doktadnych informacji wysoko$ciowych.

23 Pomiar RTK (z ang. Real Time Kinematic) to metoda precyzyjnych pomiaréw satelitarnych, w ktérych
pozycja mobilnego odbiornika sygnatu satelitarnego podlega w czasie rzeczywistym poprawkom. Poprawki
wprowadzane s3 na podstawie danych obserwacyjnych wysylanych z naziemnej stacji referencyjnej
o znanych wspéirzednych.

24 Po zakonczeniu dnia treningowego poruszanie sie po nitce toru wyscigowego jest z reguty ograniczone
do ruchu pieszego, pojazdow napedzanych sitag mies$ni lub pojazdéw elektrycznych typu hulajnoga.
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6. Zadanie minimalizacji czasu manewru w ruchu po jezdni 3D

Zadanie poszukiwania optymalnej trajektorii ruchu (i minimalizacji czasu manewru) po
trojwymiarowej jezdni moze zostac opisane za pomoca identycznego zestawu zmiennych
stanu jak w przypadku dwuwymiarowego modelu jezdni: predkos$ci stycznej do
trajektorii ruchu, odlegtosci pojazdu od krzywej szkieletowej mierzonej w ptaszczyZnie

jezdni oraz kata miedzy wektorem predkosci a styczng do krzywej szkieletowe;j.

6.1. Wyprowadzenie rOwnan stanu

Aby ustali¢ niezbedne zaleznosci kinematyczne wprowadzony zostat nieinercjalny uktad
wspotrzednych A, poruszajgcy sie wraz z pojazdem, zaczepiony w punkcie A bedacym
rzutem $rodka ciezkoSci pojazdu na ptaszczyzne jezdni (rys. 6.1). Wspétrzedne tego
punktu w ukladzie wspotrzednych jezdni (reperze Darboux) wynosza n = [0n 0].
Predkos¢ katowa reperu Darboux w dziedzinie czasu opisuje zaleznos¢

ds
o = [w; w, w,]T = Qp Frie Qps. (6.1)

W przypadku, gdy § = 1, prawdziwa jest rownos$¢ w = .

Predko$¢ bezwzgledna punktu A wyrazona w uktadzie wspotrzednych jezdni2s

wynosi
S W 0 0 S —nwy
v=|[0]|+ |wn|X|n|+]|al=] n | (6.2)
0 Wp 0 0 nw;
za$ w uktadzie zwigzanym z pojazdem
veO = [y v wlT. (6.3)

25 Predko$¢ punktu P w ruchu ztozonym opisana jest ogélna zaleznoscia:

_dr _d _dry, dp dry  (dp dpy
v a =gt =t (ar), (), e rexe

gdzie r =, + p jest promieniem wodzacym punktu P, r, - promieniem wodzacym $rodka ruchomego
uktadu odniesienia zwigzanego z bryta, w ktérym aktualnie porusza sie punkt P, p - wektorem wodzacym
w uktadzie ruchomym, v, - predkoscia ruchomego uktadu odniesienia, za§ w jego predkosciag katowa.
Sktadnik (dp/dt), nazywany pochodng unoszenia opisuje zmiany wektora p wynikajgce z unoszenia go
razem z brylg, a pochodna lokalna (dp/dt); odzwierciedla zmiany w uktadzie ruchomym. Predkos$¢

bezwzgledna réwna jest sumie predkosci unoszenia v, + w X p oraz predkosci wzglednej w.
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krzywa szkieletowa

trajektoria

Rys. 6.1. Uktady wspotrzednych: jezdni (O, ) oraz pojazdu (Agy; oraz Agy;)
Jako ze zwigzany z pojazdem uktad wspoétrzednych Agp . obrécony jest w ptaszczyznie

jezdni o kat y wzgledem reperu Darboux, to wektor predkosci v przyjmuje postac

ucosy —vsiny
V= R(ez,)()v(&m = |usiny + vcos x| (6.4)
w
Z poréwnania stronami zaleznosci (6.2) i (6.4) otrzyma¢ mozna zwigzek
S nwy, +uUcosy — v siny
[fl] = usiny +vcosy (6.5)
0 W — nw;
Z pierwszego rownania wektora (6.5) wynika, Ze
ucos y — vsin
§ = 254 2 (6.6)

1—-nQ,
Drugie réwnanie wektora (6.5) opisuje pochodng n wchodzaca w sktad poszukiwanych
réwnan stanu
n=usiny + vcosy. (6.7)
Trzecia zalezno$¢ wynikajaca z wektora (6.5) moze zosta¢ zapisana jako w = nw;
i zwigzana jest z zerowg predkoscig pojazdu w kierunku normalnym do ptaszczyzny
jezdni.

Do dalszych przeksztatcenn wygodniej bedzie postuzy¢ sie uktadem wspétrzednych
Agzys, Ktorego o$ X skierowana jest wzdtuz stycznej do trajektorii ruchu. Wielkosci
wyrazone w uktadzie wspoirzednych Agy; bedg oznaczane symbolem daszka nad literg
symbolizujacg zmienna.

Zgodnie z rys. 6.1 predko$¢ V réwna jest VuZ +v2, zaé kat § = y + 8, gdzie
p = arctg(v/u). Ze wzgledu na pominiecie kagtow znoszenia, predkos¢ v w kierunku
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poprzecznym do trajektorii ruchu rowna jest zeru, co prowadzi do zerowej wartosci kata
p. Predkos¢ bezwzgledna punktu A w ukfadzie wspoirzednych Agp, wynosi wiec
v=[VOow]". Zaleznoici (6.6) i (6.7) wyrazone w ukladzie Agy, moga zostaé

sformutowane jako

¢ = Vcosy 68)
1-— nQb’ '
n = Vsiny. (6.9)

Predko$¢ katowa @ pojazdu rowna jest sumie predkosci katowej uktadu
wspétrzednych jezdni oraz predkosci katowej pojazdu wzgledem jezdni [0 0 )E]T i moze

zostac¢ zapisana za pomocg zalezno$ci

Dy 0 W COS ¥ + wy, Sin
®=|dy[=R(e, N)Tw+|0|=|wpcos ¥ — @y sin ¥ |. (6.10)
W, X wp + X

Przyspieszenie punktu A w uktadzie Az, o zmieniajacych sie kierunkach opisane jest

roéwnaniem

A—<d‘7)+AxA 6.11
p= at), ™ X V. (6.11)

Pochodng lokalng (d¥/dt); przedstawia zaleznos$¢

(9 [ 612
w
za$ iloczyn wektorowy @ X ¥ wynosi
wa,,
OXV =V, —wh,|. (6.13)
-V,

Z zaleznosci (6.12) i (6.13) otrzymywane sg wyrazenia opisujace wzdtuzne, poprzeczne

oraz pionowe przyspieszenie punktu A (w uktadzie A,

VZ
Ay =V +way, (6.14)
4, =Vad, — way, (6.15)
a, =w—Vva,. (6.16)

Zalezno$¢ (6.14) pozwala wyznaczy¢ drugie z poszukiwanych réwnan stanu

V=, —wa,. (6.17)
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Pamietajac zgodnie z (6.10), ze &, = w), + ¥, z zaleznosci (6.15) wyznaczane jest trzecie,
brakujgce rownanie dynamiki uktadu
a, + way

7=
Za pomoca reguty (4.10) umozliwiajgcej zamiane zmiennej niezaleznej z czasu t na

wsp6trzedna krzywoliniowa s mogg zosta¢ zapisane nastepujgce réwnania stanu

1

V' = 5 (@, —way,), (6.19)
1

n' = EV sin ¥, (6.20)

o4

(6.21)

1 a, + wy B
s vV b
Sktadniki wi, oraz w@, sa mate i zgodnie z [27] mogg zostaC pominigte. ZaleznoSci

(6.19) - (6.21) upraszczaja sie do postaci

V=22 (6.22)
S
1
n = EV sin ¥, (6.23)
14,
p=——=—0,. 6.24
sy P (6:24)

6.2. Uogodlniony model motocykla

Przedstawiony w niniejszym rozdziale model pojazdu bazuje na rozwazaniach
przedstawionych w publikacji [26]. Uzupetniony zostat o dodatkowe Zr6dto oporu (opér
toczenia), charakterystyke trakcyjng oraz niezbedne wyprowadzenia. Przystepujac do
budowy modelu pojazdu przyjeto uproszczenia i zatozenia opisane w podrozdziale 4.3.
Réwnania ruchu, ktére postuza do scharakteryzowania obwiedni osiggéw pojazdu,

zostaty sformutowane na podstawie rys. 6.2 i przyjmuja postac

Z Fg: mily = Fy — Fyy — Fy, (6.25)
z Fy: mii, =y + Fyp, (6.26)
Z Fy: mg = N, + Ny, (6.27)
z Mg: ma,h cos¢ =mghsin @, (6.28)
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Z My: ma,hcos@ = bN, — (w — b)Ny — Fghy, cos @, (6.29)

Z M;: mayhsin® = bE. — (w — b)Ff — Fyhy, sin §. (6.30)

Kat przechylenia ¢ moze zosta¢ wyznaczony z réwnania (6.28) i wynosi

P = arctg%. (6.31)
Wielko$¢ ¢ moze by¢ interpretowana jako kat miedzy ptaszczyzng symetrii motocykla
a ptaszczyzna prostopadla do ptaszczyzny jezdni przechodzaca przez punkty styku kot
z jezdnia.

WielkoSci a,, d, i g pozwalajg na sparametryzowanie uogolnionego diagramu g-g,
ktory od tego momentu bedzie nazywany diagramem g-g-g. W celu wyznaczenia relacji
miedzy wielkoSciami @, d@, i § a wielkoSciami @, oraz @, rozpatrzono ruch Srodka masy
pojazdu. W trakcie prezentowanych dalej wyprowadzen przyjeto uproszczenie, ze
wypadkowy Srodek ciezkosci uktadu motocykl-kierowca potozony jest na ptaszczyznie
Az, awiec jego wspotrzedne w uktadzie Ay, sq niezmienne i rowne

0
pc= [ 0 ] (6.32)
—h

Zgodnie z zasada zachowania pedu ciata sztywnego, a doktadniej prawa ruchu $rodka

masy bryty, moze zosta¢ zapisana zaleznos$¢

dB v,
— =m—=F RT 6.33
- "G + mgR'e,, (6.33)

Rys. 6.2. Uogdlniony model pojazdu
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w ktérej B = m¥, jest pedem ciala sztywnego, m - masa motocykla wraz z kierowca,
V. - predkoscia $rodka ciezkosci bryly, zas F=[E F, FZ]T jest wektorem sit
zewnetrznych?é, Macierz obrotu R = R(e,, H)R(ey,u)R(ex, ¢)R(e,, x) opisuje relacje
miedzy ukladem wspéirzednych pojazdu a globalnym, inercjalnym uktadem

wspotrzednych O,,,,. Sktadnik gRTe, w zaleznosci (6.33) rowny jest

CMS¢Sj\( - SHC)?
gR7e, = g|SuSy T CuSpCz . (6.34)
C”Cqb
Predkos¢ V.. sSrodka ciezkosci bryty opisana jest zaleznoScia
V.=V+®Xpg, (6.35)

gdzie ¥ = [V 0w]" jest predkos$cig uktadu odniesienia zwigzanego z pojazdem, a ®
predkoscia katowag tego ukiadu. Roézniczkujac zaleznos$¢ (6.35) wzgledem czasu

otrzymywana jest zaleznos$¢

dv, dv d dv d® dp,
T AT BV 6.36
dt dt+dt(°°xPC) dt+thpC+wxdt' ( )

Sktadnik (d¥/dt) w réwnaniu (6.36) réwny jest sumie pochodnej lokalnej i pochodnej

unoszenia
(1) oo |va w 67
ar - \ar), W XV= By — Wiy . (6.37)
W—wa

Przyspieszenie katowe bryty € = (d®/dt) zwigzane jest ze zmiang dtugosci oraz
kierunku wektora predkosci katowej ®. Ze wzgledu na to, ze sktadniki zwigzane
z obrotem wektora predkosci katowej @ ,skracaja sie”, przyspieszenie kgtowe € zalezy
wytacznie od zmiany dtugosci wektora ®. Zapisujac

dw .
g = <E)l = B, (6.38)

przyspieszenie obrotowe (d®/dt) X p,. moze zosta¢ wyrazone za pomoca zaleznosci

do | 7hoy

Pochodna (dp./dt) wynosi

26 W prezentowanych dalej przeksztatceniach pomijany bedzie symbol daszka nad sitami zewnetrznymi.
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(6.40)

dp. (d’ﬁc> (dﬁc _h“’y]
+
dt l

= ® X D. = 2y
dt dt )u WX Pe [ hoy
0
Wyrazenie ® X (dp./dt) zwane przyspieszeniem doosiowym moze zosta¢ zapisane na
podstawie (6.40) jako
—ho, o,
DX (D xp,)=| —hdyo, | (6.41)
h(@2 + @5
W wyniku sumowania (6.37), (6.39) oraz (6.41), réwnanie (6.33) przyjmuje postac
V+wd, — h(@y + &,0,)
m|Va, — wd, + h(@, — 0,d,)| =F +mg

W —Vd, + h(&F + @}

Squ\( + CHS¢C)?
C#C(l)

CHS¢S)A( - SMC)A(]
. (6.42)

Przeksztatcenie pierwszej zaleznosci z macierzowego uktadu réwnan (6.42) do postaci
m[V +wa, — h(c’[)\y + 0, 0;) — 8(cuSpSy — suc)?)] =F (6.43)
oraz przyjecie zgodnie z (6.14), ze 4, =V + wd,, umozliwia wyznaczenie pierwszej
z poszukiwanych zaleznosci wigzgcych wielkosci d, d, oraz g z przyspieszeniami d, i d,,
Gy = Gy — h(@y + 0,D;) — 8(CuSpSy — SuCz)- (6.44)
Druga z poszukiwanych zalezno$ci moze zosta¢ wyznaczona z formuty (6.15) oraz
drugiego ré6wnania macierzowego uktadu réwnan (6.42) i przedstawia sie nastepujaco
a, =a, + h(®, — W, ;) — g(sﬂs)? + cus¢c)?). (6.45)
Trzecie roéwnanie macierzowego uktadu rownan (6.42) prowadzi do zaleznoSci na
pozorng grawitacje
g =—a, — h(®2 + @2) + gcucy, (6.46)
gdzie @, opisane jest wzorem (6.16). Zgodnie z [27], mate sktadniki zwigzane

Z przyspieszeniem obrotowym, doosiowym oraz pochodnga w moga zosta¢ pominiete.

W zwigzku z tym rownania (6.44) - (6.46) upraszczajg sie do postaci:

a, = a, — g(cusd,s)? — S“C)A(), (6.47)
a, =a, — g(sﬂs)A( + cusd,c)?), (6.48)
g = gcucyp + V. (6.49)

ZaleznoSci (6.47) - (6.49) przedstawiaja poszukiwane relacje miedzy wielko$ciami

dy, d, oraz g a przyspieszeniami d, i d,,.
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6.2.1. Diagram g-g-g
W celu sparametryzowania diagramu g-g-g wykorzystane zostaly wielkoSci
V,d,,a, oraz g. Postuzono si¢ biegunowym uktadem wspoétrzednych, w ktérym promien

wodzacy p charakteryzujacy obwiednie diagramu przyspieszen opisany jest zaleznoscia

= () 650

zas amplituda & przedstawiona jest wzorem

@ = arctan2(d,, dy). (6.51)
Warunek periodycznos$ci przedstawia zaleznos$¢

p(m,V,8) = p(-mV,8), (6.52)
za$ warunek respektowania przez pojazd obwiedni diagramu g-g-g opisany jest przez
nier6wnos¢

P < Pmax(@,V, ). (6.53)
Analogicznie do rozwazan z podrozdziatu 4.1.1, kat & zdefiniowany zostal jako
arctan2(d,, d,), zamiast arctan2(dy, d, ).

Uogo6lniona na przypadek ruchu przestrzennego hiperpowierzchnia py,q.(&,V,g)
sparametryzowana jest za pomocg wielkos$ci &,V oraz g i powstaje w wyniku interpolacji
(krzywa B-sklejang trzeciego stopnia) diagraméw g-g-g wyznaczanych dla réznych
wartosci predkosci V oraz pozornej grawitacji §  Przyklady hiperpowierzchni
wyznaczonych dla réznych statych wartos$ci g przedstawia rys. 6.3a.

Diagramy przyspieszen mogg zosta¢ wyznaczone za pomocg zalezno$ci
przedstawionych w podrozdziale 4.3, w ktorych wielkoSci ay, a,, gi ¢ nalezy zastgpic
wielkoSciami d,, d,, g oraz ¢. Przyjmowana jest w pierwszej kolejnosci stata wartos¢
predkosci V oraz pozornej grawitacji g. Nastepnie, réwnania zamieszczone
w podrozdziale 4.3 rozwigzywane sg ze wzgledu na a, dla réznych wartosci @, . Kolejne
diagramy przyspieszen tworzone sg w analogiczny sposob dla nowych wartosci V oraz g.

Jesli znane sg wielkoSci charakteryzujace jezdnie: pochylenie podtuzne y, pochylenie
poprzeczne ¢ oraz Krzywizna normalna (),, to przyspieszenia a, i d, w plaszczyznie
jezdni moga zosta¢ wyznaczone za pomocg réwnan (6.47) - (6.49). W celu zilustrowania
wplywu wielkosci ¢, p i @,V na ksztatt obwiedni diagramu, na rys. 6.3b przedstawiony

zostal diagram przyspieszen g-g-g dla motocykla klasy Supersport 300. Linig kropkowang
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Rys. 6.3. Hiperpowierzchnie p,,.,(&,V,§) wyznaczone dla réznej warto$ci pozornej
grawitacji g (a) oraz diagram przyspieszen charakteryzujacy osiagi motocykla klasy
Supersport 300 w ruchu po jezdni tréojwymiarowej (b)

oznaczona zostata obwiednia osiggoéw pojazdu w ruchu po ptaskiej jezdni. Diagramy
sporzadzono dla predkosci V =20 m/s, wspotczynnikdw przyczepnosci przylgowej
Uy = 1.1, 4, = 1.2 oraz dla ponizszych charakterystyk opisujacych geometrie jezdni:

e pochylenia poprzecznego jezdni ¢ = —10°,

e pochylenia podtuznego jezdni u = —10°,

e iloczynu predkoSci katowej @, i predkosci V rownego —0.1 g.

Pochylenie poprzeczne jezdni przesuwa obwiednie osiggéw wzdtuz osi poziome;j
wykresu. Jesli pochylenie poprzeczne jezdni skierowane jest ku wewnetrznej krawedzi
zakretu, wéwczas maksymalne dopuszczalne przyspieszenie poprzeczne pojazdu
wzrasta. W sytuacji odwrotnej maksymalne przyspieszenie poprzeczne pojazdu bedzie
odpowiednio mniejsze.

Pochylenie podtuzne yu przesuwa obwiednie diagramu wzdtuz osi pionowej wykresu.
Dla dodatniej wartoSci kata p (wzniesienie) obwiednia diagramu przesuwa sie
w kierunku mniejszych wartoSci przyspieszen. Maleje wéwczas zdolno$¢ pojazdu do
rozpedzania sie oraz ro$nie maksymalna dopuszczalna warto$¢ opdznienia. Dla ujemnej
wartosci kata y sytuacja ulega odwrdceniu.

Sktadnik @,V skaluje obwiednie diagramu i zwigzany jest ze zmianami pochylenia
podiuznego jezdni (niezerowa warto$¢ krzywizny normalnej ,). Zamieszczona na
rys. 6.3b obwiednia w kolorze fioletowym przedstawia sytuacje, w ktdrej pojazd
przejezdza przez szczyt wzniesienia. Ujemna wowczas wartosc¢ sktadnika @,V powoduje

zmniejszenie warto$ci normalnych reakcji nawierzchni i granicznej sity przyczepnoSci.
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W przypadku dodatniej warto$ci sktadnika @, V, warto$¢ normalnej reakcji nawierzchni

oraz granicznych sit stycznych wzrasta.

6.3. Sformulowanie zadania sterowania czasowo-optymalnego

Rozpatrywany bedzie problem sterowania czasowo-optymalnego, ktérego wskaznik
jakosci przyjmowac bedzie identycznag posta¢ z funkcjonatem z zadania sterowania
optymalnego sformutowanego w rozdziale 4 dla ptaskiego ruchu uktadu. Dla
przypomnienia funkcjonat jakos$ci w dziedzinie wspoétrzednej krzywoliniowej s opisany

jest zaleznoscia
Sk 1
s S

gdzie s,is, oznaczaja odpowiednio poczatkowa oraz koncowag dtugos¢ krzywej
szkieletowej jezdni.
Dynamika uktadu przedstawionego na rys.6.4 opisana jest zalezno$ciami

(6.22) - (6.24), ktore dla przypomnienia przywotane zostaly ponizej

a
V=
Ny
S P
n' =—=Vsiny,
3 X
1da
Al y
=——=—0,.
X sV b

Podobnie jak w przypadku ruchu ptaskiego, zmiennymi sterujacymi beda pochodne
przyspieszen a, i @, (zryw wzdtuzny jx oraz zryw poprzeczny fy). Powstajg wiec dwa
dodatkowe réwnania stanu opisane zalezno$ciami

Ay = Jx (6.55)
ay = Jy. (6.56)

Sterowany uktad opisany jest za pomoca piecioelementowego wektora zmiennych

stanu
x=[Vnya,a,] (6.57)

oraz dwuelementowego wektora sterowan

u="[J]" (6.58)
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Rys. 6.4. PotozZenie pojazdu na tréjwymiarowej jezdni
PotozZenie poprzeczne pojazdu ograniczone jest krawedziami jezdni
—Tw/2<n<rn,/2 (6.59)
gdzie r, = 1;,(s) jest szerokoscig jezdni, za$ osiggi pojazdu ogranicza nier6wnos¢
P < Pmax- (6.60)
Poniewaz hiperpowierzchnia p,,,,(&,V,8) ograniczajagca maksymalne wartos$ci
przyspieszen pojazdu zostata sparametryzowana wielko$ciami &,V ig, w ktorych &
zalezy od d, oraz d,, to wielkoSci d,, @, i § muszg zosta¢ powigzane z przyspieszeniami
d, oraz d, zaleznosciami (6.47) - (6.49).
Zbiér wartoéci dopuszczalnych zmiennych sterujacych j, oraz fy opisuja
wprowadzone w podrozdziatach 4.1.2 i 4.1.3 ograniczenia
jy <13, (6.61)
Jxa SJx < Jip (6.62)
gdzie funkdcje j, = [, (V), ), = Ju,(V) i Jx, = Jx, (V) zaleza od predkosci V.
W przypadku ruchu pojazdu po torze o petli zamknietej obowigzuje warunek
brzegowy
x(s9) = x(sg) (6.63)

zapewniajacy cykliczno$¢ zmiennych stanu na poczatku i koficu okrazenia.
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6.4. Przyklady obliczeniowe

Uogéblnione do przestrzeni tréjwymiarowej zadanie minimalizacji czasu manewru
omoéwione zostanie za pomocag kilku zrdéznicowanych przyktadéw obliczeniowych.
W pierwszej kolejnosci zbadany zostanie wptyw wielkosSci charakteryzujacych jezdnie
@1 &,V na predkoS¢ oraz przyspieszenia pojazdu. Nastepnie, na przyktadzie
fragmentu toru kartingowego potozonego w Starym Kisielinie om6wione zostang réznice
pomiedzy ruchem optymalnym po jezdni ptaskiej i jezdni trojwymiarowej. W ostatnim
podrozdziale zaprezentowana zostanie szczeg6towa analiza poréwnawcza
eksperymentu z ,symulacjg” na przyktadzie motocykla klasy 600 cm3 i toru Road Atlanta
znajdujacego sie w Stanach Zjednoczonych Ameryki Péinocne;.

Sformutowane zadania sterowania optymalnego zostaty rozwigzane za pomocq
programu MATLAB, procedur dostepnych w rozszerzeniu GPOPS-II oraz biblioteki IPOPT.
W odréznieniu od ZSO z rozdziatéw 4 i 5, wykorzystana zostata standardowa procedura
numerycznego roézniczkowania zamiast wykorzystywanego dotychczas narzedzia
rézniczkowania algorytmicznego ADiGator, ze wzgledu na brak wsparcia dla
interpolowanych funkcji o trzech lub wiecej zmiennych. Zmienne stanu zostaly
przeskalowane zgodnie z informacjami zawartymi w podrozdziale 3.3.3. Przyjeta zostata
srzadka” 41. punktowa siatka poczatkowa, a osiagi pojazdu zostaty scharakteryzowane za
pomoca uogdlnionego na ruch przestrzenny hybrydowego diagramu g-g-g. Wszystkie
prezentowane w dalszej czeSci pracy rezultaty zostaty zweryfikowane poprzez
kilkukrotne ,uruchomienie” zadania dla zréznicowanych przyblizen poczatkowych
zmiennych stanu oraz sterowania, a takze dla réznych siatek startowych oraz metod ich
zageszczania.

W odroéznieniu od ZSO z rozdziatu 4, w ktérym przyjety zostal segmentowy opis trasy,
charakterystyki jezdni wyrazone zostaty w funkcji wspotrzednej krzywoliniowej s.
W zwiazku z tym zadanie sterowania optymalnego w oprogramowaniu GPOPS-II zostato

zdefiniowane jako jednofazowe (podrozdziat 3.3.4).

6.4.1. Analiza wplywu charakterystyk jezdni na rezultaty obliczen

Nastepstwa pochylenia poprzecznego jezdni ¢

W pierwszym przykladzie obliczeniowym zbadany zostat wptyw pochylenia

poprzecznego jezdni na wyniki procesu optymalizacji. Przyjeto, ze torem testowym
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bedzie pobocznica stozka Scietego o dtugosci tworzacej (szerokosci jezdni) 7, = 8 m.

Przyjete promienie podstaw wynosity

1

Ryew = Ry — ETW cos ¢, (6.64)
1

Ryeww = Rgr + > Tw €OS }. (6.65)

Wielko$¢ R,,.,, 0zZnacza promien mniejszej podstawy, R,., 0znacza promien wiekszej
podstawy, za$ Rg,, = 25 m jest promieniem okregu w potowie wysokosci stozka Scietego.
Zalozono, ze ruch po pobocznicy stozka bedzie odbywal sie w kierunku zgodnym
z ruchem wskazéwek zegara. Krzywizny jezdni wyznaczone w zadaniu numerycznego

odwzorowania trasy wyniosty odpowiednio

Q, = —6.947-1073 [1/m],
Q, =3.940-1072 [1/m].

Traktujac pojazd jako punkt materialny oraz zakladajac ruch jednostajny po okregu
na jezdni o pochyleniu poprzecznym ¢, moga zosta¢ zapisane nastepujace réwnania sit
i momentow

F, = m(a, cos ¢ — gsin ), (6.66)

N =m(a, sin¢ + gcos ¢), (6.67)
w ktorych a, jest przyspieszeniem doSrodkowym, F, jest sumg sit przyczepnosci
w kierunku poprzecznym, za§ N jest suma normalnych reakcji nawierzchni na kota
pojazdu. Sita F, potozona jest w ptaszczyznie jezdni, a sita N jest prostopadta do
nawierzchni toru. Za pomocg réwnan (6.66) i (6.67) oraz zaleznoS$ci na przyspieszenie
dosrodkowe w ruchu po okregu opisanej réwnaniem a,, = V? /R, maksymalna predkos$¢

pojazdu moze zosta¢ zapisana jako

sin¢ + p,, cos ¢
= |R 6.68
Vmax \/ g coS (l) _ ‘uy Sin ¢) ( )

gdzie p, =11 jest wspotczynnikiem przyczepnoSci przylgowej w Kierunku

poprzecznym, a R jest promieniem okregu.
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Czas jednego okrazenia o dtugosci L = 2mR wynosi
2mR.[cos ¢ — u, sin ¢
t = .
JRg(sin¢ + p,, cos ¢)

W wyniku przeksztatcenia réwnania (6.68) otrzymywana jest nastepujaca zaleznos$¢

(6.69)

na przyspieszenie dosrodkowe
_ sing +p, cos¢
- gcosd) — iy sing’

Sparametryzowane za pomocg promienia okregu R zaleznosci (6.68) i (6.69) zostaty

(6.70)

an

zilustrowane odpowiednio na rys. 6.5a i 6.5b. Pogrubiong linig ciggla oznaczono
przypadek ruchu po jezdni o pochyleniu poprzecznym ¢ = 10° (pochylenie poprzeczne
skierowane w strone wewnetrznej krawedzi jezdni), za$ linig cienkg oznaczono ruch po
torze ptaskim. Pionowe linie kropkowane reprezentujg promienie podstaw stozka
Scietego. Niezaleznie od pochylenia poprzecznego jezdni, minimalny czas manewru
osiggany jest w ruchu po wewnetrznej krawedzi toru. Predko$¢ pojazdu wynosi wowczas
15.07 m/s (dla ¢ = 0°) oraz 18.09 m/s (dla ¢ = 10°), za$ przyspieszenie dosSrodkowe
zmienia swoja wartos¢ z 1.10 g (2D) na 1.58 g (3D). Czas pelnego okrazenia wynosi
8.778 s dla toru ptaskiego oraz 7.316 s dla jezdni tréjwymiarowe;.

Optymalna trajektoria ruchu wyznaczona w zadaniu optymalizacji?’ zostata

przedstawiona na rys. 6.6.

a) b)
22 T

: : : — 10.5 y ‘ . r ‘ ‘ —
— 5 =10°} "=1°J‘
21 I ——¢=0% [} $=0° |

20t

©

predkosc V [m/s)
»
czas okrazenia t [s]

8.5

8t

151 1 75

h 1 | . I L L L 1 ) 7 h 1 1 1 . " L L 1
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

promien okregu R [m] promien okregu R [m]

Rys. 6.5. Predko$¢ V (a) oraz czas okrazenia t (b) w funkcji promienia okregu R dla toru
w ksztalcie pobocznicy stozka Scietego

27 W trakcie tworzenia diagraméw g-g-g charakteryzujgcych osiagi pojazdu pominiete zostaty opory ruchu.
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Rys. 6.6. Optymalna trajektoria ruchu po pobocznicy stozka Scietego

ZS0 sugeruje ruch po wewnetrznej krawedzi trasy z predkoscia 18.09 m/s.
Otrzymany wynik jest zgodny z wyznaczonym na drodze analitycznej. Przyspieszenie
poprzeczne w ukfadzie pojazdu Agy, wynosi @, = 1.56 g, za$ przyspieszenie styczne
a, = 0. Przyspieszenie w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny jezdni oznaczone

symbolem @, opisane jest zaleznoscig (6.16), ktora upraszcza sie do rownania
avz = _V&)y; (671)

poniewaz w analizowanym przypadku w = nw, = 0, ze wzgledu na ; = 0.

Aby poréwnaé warto$ci wyznaczonych numerycznie oraz analitycznie przyspieszen,
przyspieszenia d,, d, oraz d, wyrazono w uktadzie wspotrzednych prostokatnych, ktory
na potrzeby tego zadania oznaczony zostat jako A,,, i ktorego o$ x skierowana jest
wzdtuz osi X, za$ ptaszczyzna wyznaczona przez osie (x,y) jest rownolegla do
plaszczyzny Cyy inercjalnego uktadu wspoéirzednych Cyy,. Przyspieszenia a,, a, oraz a,

moga zosta¢ wyznaczone z nastepujacej macierzowej zaleznos$ci

aX ax 1 0 O ax ax
\ay = R(ex’ ¢) (’iy = |0 Cp —Sp &y = a_'yc(j) - azs(j) . (672)
a, a, 0 s¢ ¢4 ||a, aysy + a,cy

Wartosci liczbowe wyznaczonych przyspieszen wynosza odpowiednio a, =0,
a, = 1.58 g, zasa, = 0. Przyspieszenie a, jest wigc zgodne z przyspieszeniem a,

wyznaczonym na drodze obliczen analitycznych.
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Wptyw pochylenia poprzecznego ¢ na wartoSci sit reakcji nawierzchni oraz na kat
przechytu ¢ (kat miedzy ptaszczyzng symetrii pojazdu a ptaszczyzng prostopadta do
plaszczyzny jezdni przechodzaca przez punkty styku kot z jezdnig) zaprezentowany
zostat za pomocg tabeli 6.1. Prezentowane w tabeli wartosSci zostaty znormalizowane
wzgledem ruchu po jezdni o zerowym pochyleniu poprzecznym. Indeksy (3D) oraz (2D)
dotycza rezultatéw odpowiednio dla dwuwymiarowego oraz tréojwymiarowego modelu
jezdni.

Przyjety w niniejszej pracy liniowy model opon (sita przyczepnosci liniowo zalezna
od sity nacisku) powoduje, Ze maksymalny kat przechylenia pojazdu jest niezalezny od
pochylenia poprzecznego jezdni. Zmianie ulega jedynie catkowity kat przechytu ¢, ktory

dla analizowanego przypadku moze zosta¢ zapisany za pomocg zaleznosci ¢ = @ + ¢.

Tabela 6.1. Wptyw pochylenia poprzecznego jezdni ¢ na maksymalny kat przechytu
pojazdu oraz sity reakcji nawierzchni

Tor o pochyleniu poprzecznym ¢ = 10°

Sita wertykalna NGP)/NGDP)[—] 1.26
Sita poprzeczna Fy(3D)/Fy(2D) -] 1.26
Kat przechylu 3@ /%) [ 1.00

Wptyw wielkosci p oraz &,V na rezultaty obliczen

Wptyw wielkoSci p oraz @,V na rezultat procesu optymalizacji zilustrowany zostat na
przyktadzie dwoéch fikcyjnych toréw testowych przedstawionych na rys. 6.7: toru
przestrzennego (3D) oraz toru ptaskiego (2D). Przedstawiona trasa 2D powstata poprzez
zrzutowanie toru 3D na ptaszczyzne Cyy inercjalnego uktadu wspoétrzednych. W celu
utatwienia interpretacji prezentowanych dalej rezultatéw pominieto w analizach opory
ruchu. Przyjeto réwniez zalozenie, Ze niezalezne od predkosci ruchu, maksymalne
przyspieszenie pojazdu w ruchu po ptaskiej i nienachylonej jezdni wynosi¢ bedzie
ay,... = 0.26 g. Pojazdy rozpoczng ruch od S$rodka jezdni (n =0) zpredkoscig
poczatkowa Vy, = 5m/s.

Pierwszy fragment toru 3D dla s €< 0,20 > [m] charakteryzuje sie statym
pochyleniem podiuznym p = —5°, za$ odcinek na koncu trasy (98.6-118.6 m) stalym
pochyleniem podtuznym p = 5° W S$rodkowym fragmencie trasy nastepuje ptynna

zmiana pochylenia podtuznego jezdni, ktére osigga warto$¢ réwng zeru w potowie
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dtugosci toru. Swoja maksymalng warto$¢ osigga wéwczas krzywizna normalna jezdni
Q, =4.25-1073 [1/m] (rys. 6.8). Zgodnie z oczekiwaniami, wyznaczona optymalna
trajektoria ruchu pokryta sie z linig Srodkow3 jezdni (rys. 6.9). Czas wykonania manewru
wyniost 7.87 s (2D) i 7.22 s (3D). Pojazd poruszajacy sie po torze 3D przebyt dystans
dtuzszy 0 0.32 m.

Gdyby sprowadzi¢ model pojazdu do punktu materialnego, to ruch przyspieszony po

jezdni o pochyleniu wzdtuznym u moze zostac opisany rOwnaniem

ma, = Fp —mgsiny, (6.73)
gdzie Fy jest sila napedowa, za$ skitadnik (mgsinu) jest sktadowa sity ciezkosci
réwnolegta do ptaszczyzny jezdni.

Przebiegi przyspieszenia wzdtuznego pojazdéw poréwnano na rys. 6.10.
W pierwszej potowie manewru przyspieszenie @, w ruchu po torze 3D jest o sinu [g]
wieksze niz pojazdu poruszajgcego sie po torze 2D. W potowie dystansu przyspieszenia
pojazdoéw zréwnuja sie, a nastepnie pojazd poruszajacy sie po jezdni 3D kontynuuje ruch
z przyspieszeniem @, o siny [g] mniejszym. Rys. 6.11, na ktéorym poréwnano sktadnik
sing z réznicag przyspieszenia wzdtuznego pojazdow oznaczong symbolem Aa,,
potwierdza poprawnos$¢ budowy modelu numerycznego.

Predko$¢ w ruchu po jezdni 3D jest zawsze wieksza, z wytaczeniem poczatku
manewru (rys. 6.12). Maksymalna r6znica predkosci wynosi 2.17 m/s i przypada dla
s = 50 m. Nadwyzka predkosci pojazdu poruszajgcego sie po jezdni 3D skumulowana
w pierwszej potowie trasy jest nastepnie wytracana podczas wjazdu na wzniesienie.

Zgodnie z informacjami zawartymi w podrozdziale 6.2.1, sktadnik @,V zwigzany
z krzywizng normalng , skaluje obwiednie diagramu g-g. Jego wptyw na wartosci
normalnych reakcji nawierzchni zilustrowany zostat za pomoca rys. 6.13. Prezentowane
wartosci zostaty znormalizowane wzgledem ruchu po jezdni ptaskiej (2D). Na poczatku
i konncu manewru sumaryczne obcigzenie két (w kierunku normalnym do ptaszczyzny
jezdni) jest mniejsze o sktadnik sinyu [g] i pozostaje state, dopoki stata jest wartos¢
pochylenia podtuznego u. Zmiana pochylenia poprzecznego (przejazd przez zagtebienie)
powoduje zwiekszenie warto$ci normalnej reakcji nawierzchni. Maksymalna wartos¢ jest
1.18 razy wieksza niz w ruchu po jezdni 2D. Ekstremum przypada dla wspdirzednej
krzywoliniowej s = 63.3 m, czyli 4.0 m za polowa trasy. Przesuniecie ekstremum
normalnej reakcji nawierzchni wzgledem potozenia ekstremum krzywizny (1, zwigzane

jest z obecnoscia predkosci V w sktadniku @, V.
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Rys. 6.7. Poréwnanie trasy dwuwymiarowej z tréojwymiarowa
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Rys. 6.8. Krzywizny tréjwymiarowej trasy (a) oraz pochylenie podtuzne u (b)

y[m]

Rys. 6.9. Optymalna trajektoria ruchu po trasie 3D
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Rys. 6.10. Przyspieszenie wzdtuzne @, w ruchu po trasie 2D oraz 3D
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Rys. 6.11. R6znica przyspieszenia wzdtuznego Ad, miedzy analizami 2D i 3D oraz warto$¢
sktadowej przyspieszenia ziemskiego rownolegtej do ptaszczyzny jezdni
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Rys. 6.12. Porownanie predkosci V pojazdu poruszajacego sie po jezdni 2D i 3D
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Rys. 6.13. Sumaryczne obcigzenie opon na kierunku normalnym do ptaszczyzny jezdni
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6.4.2. Analiza poréwnawcza rezultatéw dla modelu jezdni 2D i 3D

Optymalny ruch pojazdu po jezdni ptaskiej (2D) oraz jezdni przestrzennej (3D) zostanie
omowiony na przyktadzie fragmentu toru kartingowego potozonego w Starym Kisielinie
charakteryzujacego sie znacznym pochyleniem poprzecznym jezdni w obrebie zakretow.
Wybrany fragment zawiera szeroko omawiane w literaturze sekwencje zakretdw: nawrot
o statym i zmiennym promieniu oraz szykane.

Wizualizacja odwzorowanego numerycznie toru zostata przedstawiona na rys. 6.14.
Krzywizny jezdni oraz katy pui¢ zostaly przedstawione na rys. 6.15. Maksymalne
bezwzgledne pochylenie poprzeczne wynosi |¢| = 6°i przypada na zakret nr 2. Szeroko$¢
toru réwna jest w przyblizeniu 8 m w sekcji zakretéw oraz 11 m na odcinku prostej
startowej (rys. 6.16). R6znice w szeroko$ci dwu oraz tréjwymiarowej reprezentacji trasy
s3 pomijalnie mate. Dtugo$¢ krzywej szkieletowej wynosi 607.43 m (3D) oraz 607.39 m
(2D), zas réznica wysokosci potozenia krzywej szkieletowej nie przekracza 1.7 m.

W prezentowanym przyktadzie rozpatrywany byt ruch pojazdu PB140, ktorego
charakterystyki zostaly zestawione w tabeli 4.1, z t3 roéznica, ze wspoétczynnik
przyczepnos$ci przylgowej w kierunku poprzecznym Uy przyjeto réwny 1.1. Diagramy
g-g-g charakteryzujace osiaggi pojazdu zostaty wygenerowane dla zakresu predkosci
7-27 m/s (z krokiem 1 m/s), kroku amplitudy & rownego 1° oraz pozornej grawitacji
g ={0.950.99 1.00 1.051.10 1.30}. Pojazdy rozpoczynaly manewr z predkoscia
poczatkowa V, = 25 m/s, za$ potozenie na poczatku i koncu manewru zostato przyjete
jako dowolne (w ramach szerokosci jezdni).

Rys. 6.17 przedstawia wyznaczone optymalne trajektorie ruchu oraz przebiegi:
predkosci, potozenia porzecznego i przyspieszen. Czas manewru wyniost 29.932 s (3D)
oraz 31.457 s (2D).

Predko$¢ poruszajgcego sie po jezdni 3D pojazdu jest wieksza na kazdym fragmencie
trasy. Maksymalna réznica predkosci wynosi 1.5 m/s (5.4 km/h) i obserwowana jest na
zakrecie nr 3 (s = 344 m). R6znica o podobnej warto$ci wystepuje roOwniez w pierwszym
tuku szykany (zakret nr 4). Maksymalne przyspieszenie poprzeczne (jezdnia 3D)
przypada na zakret nr 4 i wynosi 1.42 g. Osiggane na zakrecie nr 2 o najwiekszym
pochyleniu poprzecznym ekstremum przyspieszenia poprzecznego wynosi —1.37 g.
Wieksza bezwzgledng warto$¢ przyspieszenia poprzecznego osiggang na zakrecie nr 4

ttumaczy rys.6.18a, ktéry przedstawia przebieg pozornej grawitacji §. Zgodnie
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Rys. 6.14. Tréjwymiarowa wizualizacja poddawanego analizie fragmentu toru
kartingowego w Starym Kisielinie
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Rys. 6.15. Krzywizny jezdni (a) oraz katy Eulera (b) charakteryzujgce rozpatrywany
fragment toru kartingowego w Starym Kisielinie
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Rys. 6.16. Szeroko$¢ trasy ptaskiej oraz tréjwymiarowej
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Rys. 6.17. Por6wnanie rezultatéw obliczen dla ruchu po jezdni 2D i 3D. W kolejnosci od
gory: optymalne trajektorie ruchu, predkos$¢ V, potozenie poprzeczne n, przyspieszenie
wzdtuzne @,, przyspieszenie poprzeczne @,
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Rys. 6.18. Pozorna grawitacja g§ w funkcji wspotrzednej krzywoliniowej s (a), poréwnanie
przyspieszen pojazdéw na diagramie przyspieszen (b)

z informacjami zamieszczonymi w podrozdziale 6.2.1, pozorna grawitacja § wptywa na
warto$¢ normalnej reakcji nawierzchni N i w konsekwencji na graniczng site
przyczepnos$ci. Dla zakretow nr2i 4 pozorna grawitacja g przyjmuje maksymalng
warto$¢ rowng odpowiednio 1.15 g oraz 1.23 g, dlatego tez pomimo mniejszego
pochylenia poprzecznego jezdni w obrebie zakretu nr 4 osiggana jest na nim wieksza
wartosc¢ przyspieszenia a,,.

Efekt wprowadzonych w podrozdziatach 4.1.2 i 4.1.3 ograniczen na wartoSci
dopuszczalne zmiennych sterujgcych zauwazalny jest na wykresie przyspieszenia
wzdtuznego oraz poprzecznego (rys.6.17) jako ptynna zmiana wartoSci przyspieszen
oraz zroznicowanie ich zmienno$ci w zaleznosci od predkosci pojazdu.

Analizujac osiggane przez pojazdy przyspieszenia wzdtuzne, zauwazy¢ mozna, ze ich
maksymalna warto$¢ w poczatkowej fazie przyspieszania z zakretow jest wieksza
w ruchu po jezdni 2D niz po jezdni przestrzenne;j. Jest to zwigzane z mniejszg wartoscia
oporu aerodynamicznego (mniejsza minimalna predko$¢ w zakretach pojazdu
poruszajacego sie po jezdni ptaskiej). Maksymalne wartos$ci opéZnienia sg zblizone, przy
czym fazom hamowania w ruchu po trasie 3D towarzysza wieksze bezwzgledne wartosci
przyspieszenia poprzecznego, co zaobserwowal mozna na diagramie przyspieszen
przedstawionym na rys. 6.18b. Ksztatt zamieszczonego diagramu przyspieszen jest
charakterystyczny dla jazdy sportowej pojazdem jednosladowym typu minimotocykl,
w trakcie ktorej wiekszo$¢ manewrow hamowania inicjowana jest przy pewnym

niezerowym przyspieszeniu poprzecznym 4.
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Nawrdét o zmiennym promieniu

W przypadku nawrotu o zmiennym promieniu (bliZniaczy przyktad do prezentowanego
w podrozdziale 4.4.2) pojazdy inicjuja manewr skretu w pewnym oddaleniu od
zewnetrznej krawedzi jezdni. Przebieg srodkowej fazy manewru jest dla obydwu analiz
podobny, motocykle poruszajg sie blisko wewnetrznej granicy toru (100-138 m).

W koncowej fazie omawianego manewru poruszajacy sie po jezdni 3D pojazd dociera
do zewnetrznej krawedzi toru (n = —4 m), za$ poprzeczne potozenie pojazdu w ruchu po
jezdni 2D przyjmuje warto$¢ rowng n = —3.27 m. Minimalna predkos$¢ osiggana na

zakrecie nr 1 jest o0 1.0 m/s wieksza w ruchu po jezdni 3D.
Sekcja nawrotéw

Sekcje ztozong z zakretow nr 2 oraz 3 charakteryzujg zauwazalne rozbiezno$ci miedzy
wyznaczonymi optymalnymi trajektoriami ruchu. Aby uwidoczni¢ omawiane réznice
wprowadzone zostaty dodatkowe wielko$ci charakteryzujgce trajektorie ruchu: promien

krzywizny P oraz krzywizna K, ktére moga zosta¢ wyznaczone za pomoca zalezno$ci

VZ

P=—, 6.74
a (6.74)
1

K=5 (6.75)

Przebieg modutu promienia krzywizny |P| oraz krzywizny K przedstawiono na
rys. 6.19. 0§ rzednych na gérnym wykresie rys. 6.19 ograniczona zostata do zakresu
od 5do 70 m.

Rezultaty obliczen dla sekcji nawrotow (zakrety nr 2 i 3) zostaty poréwnane na
rys. 6.20. Lewa strona rys. 6.20 przedstawia zblizenie na omawiany fragment toru, za$
prawa czeS¢ zawiera wykresy: predkosci, potozenia poprzecznego oraz modutu
promienia krzywizny. Zakres osi odcietych prezentowanych wykreséw ograniczony
zostat do widocznego po lewej stronie rys. 6.20 fragmentu trasy.

Réznica w potozeniu poprzecznym zblizajacych sie do zakretu nr 2 pojazdow wynosi
0.75 m (183-235 m), a nastepnie maleje do zera w szczycie pierwszego z omawianych
nawrotéw. Motocykl (3D) porusza sie na zakrecie nr 2 trajektorig o mniejszym promieniu
krzywizny, a nastepnie, na zakrecie nr 3, trajektorig o wiekszym promieniu krzywizny.
Symulacja 3D inicjuje skret w kierunku zakretu nr 3 ze $rodka toru, za§ symulacja 2D

0 0.8 m blizej wewnetrznej krawedzi trasy. W rezultacie, osiggana na zakrecie nr 3
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Rys. 6.19. Modut promienia krzywizny trajektorii |P| (u gory), krzywizna trajektorii K
(na dole)
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Rys. 6.20. Zblizenie na fragment toru obejmujgcy nawroty (po lewej), predkos¢ V(u gory
po prawej), potozenie poprzeczne n (Srodkowy wykres po prawej), modut promienia
krzywizny |P| (u dotu po prawej)

minimalna predkos¢ motocykla w ruchu po jezdni 3D jest o 1.5 m/s wieksza niz pojazdu
poruszajgcego sie po jezdni ptaskiej. Ekstremum promienia krzywizny trajektorii ruchu
przypada wéwczas 1.6 m p6Zniej niz w przypadku jezdni 2D. Mozna wiec stwierdzi¢, ze
predkos$¢ pojazdu w szczycie zakretu nr 2 (jezdnia 3D) zostata ,poSwiecona” w celu
uzyskania wiekszej predkosci w konncowej fazie zakretu nr 3, po ktérym nastepuje krotki

prosty odcinek trasy.
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Zaleznos$ci (6.27) oraz (4.40) i (4.41) umozliwiaja przeprowadzenie analizy
obcigzenia kot pojazdu (rys. 6.21). Na gérnym wykresie z rys. 6.21 przedstawiony zostat
przebieg sumarycznej normalnej reakcji nawierzchni. Wykres dolny przedstawia sity N¢
oraz N, dziatajgce w kierunku normalnym do jezdni odpowiednio na przednie oraz tylne
koto pojazdu. Maksymalna sumaryczna normalna reakcja nawierzchni w ruchu po jezdni
3D (w analizowanej sekcji nawrotow) jest 1.17 razy wieksza niz w ruchu po torze ptaskim.
Dolny wykres z rys. 6.21 pozwala na zlokalizowanie fragmentdéw trasy, w ktdérych istnieje
ryzyko utraty kontaktu miedzy kotami a nawierzchnig. Minimalna warto$¢ normalnej
reakcji nawierzchni na tylng opone wynosi 128 N i przypada na faze hamowania przed
zakretem nr 2 (s = 230 m). Minimalne obcigzenie opony przedniej wynosi 246 N

(s = 297 m) i dotyczy symulacji 2D.
Analiza trajektorii przejazdu przez szykane

Fragment toru obejmujacy szykane ztozong z zakretéw nr 4 i 5 przedstawiony zostat na
rys. 6.22. Roznice pomiedzy trajektoriami ruchu pojazdéw zostaty uwidocznione za
pomoca modutu promienia krzywizny |P| (rys. 6.23c). Poruszajacy sie po jezdni 3D pojazd
pokonuje pierwszy zakret szykany trajektoria o mniejszym promieniu krzywizny, za$
zakret drugi trajektorig o wiekszym promieniu krzywizny i uzyskuje dzieki temu wieksza

predkos$¢ w koncowej fazie manewru. Osiggnieta réznica predkosci pozwala skrocic¢ czas

—3D
——--2D

s [m]

[
——N,(3D) —— N, (3D) - = =N (2D) .. N_(2D)

Rys. 6.21. Suma normalnych reakcji nawierzchni (u géry), normalna reakcja nawierzchni
N i N, na przednig oraz tylng opone pojazdu (na dole)
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Rys. 6.23. Przebiegi: predkosci V (a), przyspieszenia wzdluznego a, (b), modutu
promienia krzywizny |P| (c), przyspieszenia poprzecznego a, (d) dla manewru szykany
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przejazdu przez nastepujacy po zakrecie nr 5 prosty odcinek trasy. Minimum promienia
krzywizny w pierwszym tuku szykany przypada dla wspoétrzednej krzywoliniowej s
rownej 462 m (3D) oraz 467 m (2D).

Skupiajgc chwilowo uwage na manewrze inicjacji skretu w kierunku zakretu nr 4, na
wyKkresie przyspieszenia poprzecznego (rys. 6.23d) zauwazy¢ mozna, ze pojazdy dotykaja
zewnetrznej (lewej) krawedzi toru poruszajagc sie z pewnym niezerowym
przyspieszeniem poprzecznym d, = 0.59g (s =423 m). Ten specyficzny sposob
obierania trajektorii zostat juz szerzej opisany w podrozdziale 4.4.2 i jest wynikiem
wprowadzonych ograniczen na warto$ci dopuszczalne zmiennych sterujacych.
Konsekwencje wprowadzonych ograniczen widoczne sg réwniez w konncowej fazie ruchu
na zakrecie nr 5. Pojazdy osiaggaja zewnetrzng (prawg) krawedZ toru z niezerowym
przyspieszeniem poprzecznym d, = —0.56 g (s = 556 m). Nastepnie zblizaja si¢ w strone
linii Srodkowej jezdni korygujac jednocze$nie trajektorie ruchu w sposéb pozwalajacy na

przebycie pozostatego odcinka trasy po najkroétszej $ciezce.
Alternatywne sformutowanie zaleznosci na a, i d,
W pracy [26] podane zostaly nastepujgce zalezno$ci na wielkosci d, i d,,

a, = a, +gsiny, (6.76)

d, = d, —gcosusing. (6.77)

Prezentowane zaleznosci (6.76) i (6.77) zostaly otrzymane z roéwnan (6.47) i (6.48)
w wyniku przyjecia wartosci kata ¥ = 0. Wptyw tej modyfikacji na wyniki ZSO zostanie
zaprezentowany na dwoch przyktadach.

Pierwszy przyktad dotyczy omawianego toru kartingowego w Starym Kisielinie.
Po uwzglednieniu zaleznosci (6.76) i (6.77) czas manewru optymalnego ulegt skréceniu
o 0.1 s. Pojazd osiagnat wieksze przyspieszenie wzdtuzne w koncowej fazie manewru
skrecania przypadajacego na zakrety nr 2 i 3 oraz wieksze opdznienie w fazie hamowania
przed zakretem nr 3. Niewielkie rozbieznos$ci miedzy analizami sg réwniez zauwazalne
na wykresie potozenia poprzecznego (rys. 6.24).

RézZnica miedzy wynikami obliczen jest nieznaczna. Nie jest to jednak reguta. Aby
uwidoczni¢ wptyw kata ¥, modyfikacji poddany zostat przyktad z podrozdziatu 6.4.1.
Tréjwymiarowa jezdnia zostata dodatkowo przechylona o kat ¢ = —15° Przyjeto

identyczne zatozenia co do modelowanego pojazdu, z tg réznicg, Ze potozenie pojazdu na
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Rys. 6.24. Kat odchylenia ¥ od krzywej szkieletowej jezdni (po lewej), poréwnanie
przyspieszenia wzdtuznego a, (u géry po prawej) oraz potozenia poprzecznego n (u dotu
po prawej), w zalezno$ci od wykorzystanych zaleznosci na d, i d,,

poczatku manewru potraktowano jako swobodne (w granicy szerokosci jezdni).
Krzywizny oraz charakteryzujace trase katy Eulera byty identyczne z przedstawionymi
na rys. 6.8, zwyjatkiem pochylenia poprzecznego jezdni ¢, ktére w omawianym
przyktadzie wynosito —15°.

Wyznaczone trajektorie ruchu zostaty zaprezentowane narys. 6.25. W ZSO, w ktérym
wielkosci @, i @, wyrazono za pomocg rownan (6.76) i (6.77), trajektoria ruchu pojazdu
jest rownolegta do krawedzi trasy. W przypadku analizy, w ktdrej w zaleznoSciach na
dy 1 d, uwzgledniono kat ¥, pojazd rusza z gornej krawedzi jezdni ustawiony pod katem
¥ =—40° i wyKkorzystuje nachylenie jezdni do wuzyskania wiekszej wartosci
przyspieszenia wzdluznego w poczatkowej fazie ruchu. Nastepnie zbliza sie do
przeciwlegtego brzegu toru, by od s = 25 m kontynuowac¢ ruch doktadnie wzdtuz lewej
krawedzi trasy. Wyznaczona trajektoria ruchu pozwala osiggna¢ o 0.16 g wieksze
przyspieszenie wzdluzne w poczatkowej fazie manewru, o 0.8 m/s wieksza predkos¢
koncowaq (rys. 6.25) i 0 0.338 s krdtszy czasu manewru.

6.5. Pordéwnanie z danymi eksperymentalnymi - motocykl klasy Supersport

Prezentowane dotychczas przyktady odnosity sie do lekkich motocykli wyscigowych
o maksymalnej mocy silnika nie przekraczajacej 35 kW. W niniejszym przyktadzie
analizie poddany zostanie ruch motocykla klasy Supersport (600) o ponad dwukrotnie
wiekszej mocy maksymalnej (88 kW). Uzyskane rezultaty numeryczne zostang

poroéwnane z baza danych [68] udostepniong przez amerykanskiego zawodnika sportu
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Rys. 6.25. Poréwnanie wynikow ZSO w zaleznoSci od sformutowania wielkoSci d, i @,,.
W kolejnosci od gory: optymalne trajektorie ruchu, predko$¢ V, przyspieszenie
w kierunku wzdtuznym a,

motocyklowego - Nolana Lamkina, ktéry w 2021 roku startowat w Mistrzostwach
Ameryki AMA w klasie Supersport (600). Prezentowane dane eksperymentalne dotyczy¢
beda pierwszej rundy mistrzostw, ktéra odbyta sie w dniach 30.04-02.05.2021 na torze
Road Atlanta.

Udostepnione dane zostaty zarejestrowane za pomoca poktadowego uktadu
pomiarowego AIM Evo 5, ktéry zapisywal informacje z systemu nawigacji satelitarnej,
komputera sterujacego praca silnika oraz licznych czujnikow analogowych i cyfrowych,
w tym czujnikdbw przemieszczen liniowych do pomiaru ugiecia zawieszenia oraz
czujnikow predkosci obrotowej két jezdnych.

6.5.1. Model toru Road Atlanta

Mapa toru Road Atlanta wraz z przyjeta numeracjg zakretéw zostata przedstawiona na
rys. 6.26a. Konfiguracja toru wykorzystywana w mistrzostwach MotoAmerica jest
uktadem dostosowanym do wys$cigdéw motocyklowych i r6zni sie od petli samochodowej
zakretem nr 12 oraz dodatkowa szykang utworzong z zakretow 3a i 3b. Trase

charakteryzujg liczne zmiany wysokosci terenu, w tym miedzy innymi stromo nachylona
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sekcja zakretow od nr 3 do 5 nazywana The Esses (przedstawiona na rys. 6.26b) bedaca
znakiem rozpoznawczym obiektu.

W celu numerycznego odwzorowania jezdni wykorzystany zostal numeryczny model
terenu podany w siatce 1x1 m (baza danych USGS), ktérego Sredni btgd wysoko$ci wynosi
0.1 m. Zréznicowana charakterystyka toru Road Atlanta spowodowata trudnosci
w doborze uniwersalnej wartosci wspotczynnika kary wy w zadaniu numerycznego
odwzorowania trasy28. Mata warto$¢ wy pozwalata na wierne odwzorowanie zakretéw
o matym promieniu krzywizny, jednakze powodowata wzrost liczby punktéow siatki
potrzebnych do uzyskania zatozonej doktadno$ci obliczen. Wzrost szczegétowosci
odwzorowywanej jezdni skutkowat nastepnie wydtuzeniem czasu rozwigzywanego
w kolejnym etapie zadania optymalizacji trajektorii ruchu. Z drugiej strony, duza warto$¢
wg pozwalata na uzyskanie ,gtadkiego” przebiegu krzywizny geodezyjnej (};, jednakze
kosztem wiernosci odwzorowania zakretow o matym promieniu krzywizny.
W konsekwencji, w zadaniu optymalizacji trajektorii ruchu otrzymywano zawyzong
predkos$¢ w niektorych tukach trasy. Z tego tez wzgledu podjeto decyzje o ,recznym”
potaczeniu rezultatéw otrzymanych dla wspétczynnika kary wy réwnego 4 - 10* oraz
4 - 10°. Rezultaty dla wagi wy rownej 4 - 10* wykorzystane zostaty w obrebie zakretéw
nr3a i 3c oraz 10a i 10b. Wartosci pozostatych wspoétczynnikéw kary zestawiono
w tabeli 6.2.

Charakterystyki trasy przedstawione zostaty na rys.6.27 i 6.28. Rys. 6.27
przedstawia krzywizny jezdni oraz charakteryzujace ja katy Eulera ¢ iy, zas rys. 6.28
obrazuje szeroko$¢ toru. Estymowana dtugos$¢ krzywej szkieletowej jezdni wyniosta
4145 m. Maksymalna bezwzgledna warto$¢ pochylenia poprzecznego jezdni ¢p rOwna jest
5.3°i przypada na zakret nr 6. Maksymalne dodatnie pochylenie podtuzne u wynosi 6.0°,
za$ minimalne —8.8°. Szerokos$¢ toru zawiera sie w przedziale miedzy 11.5 a 12.7 m
przyjmujac minimalng warto$¢ dla zakretu nr 4. Réznica wysokosSci miedzy najwyzszym

a najnizszym punktem trasy wynosi 37.5 m.

28 Dla przypomnienia, waga wy penalizuje zmiany zmiennej sterujacej odpowiedzialnej za odwzorowanie
krzywizny 2, (krzywizny geodezyjnej).
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LINIA START-META

®

Rys. 6.26. Mapa toru Road Atlanta (a) oraz fotografia przedstawiajgca sekcje zakretow
The Esses?? (b)

Tabela 6.2. Wagi w ZSO numerycznej rekonstrukc;ji jezdni

Waga Wartos$¢
Wo 4-10%4-10°
W 4-10°
Wy 4-10°
Wy 1-10*

29 URL: blog.axisofoversteer.com/2012/10/Road-Atlanta-track-guide.html [dostep: 02.2023]
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Rys. 6.28. Szerokos¢ toru Road Atlanta

6.5.2. Model pojazdu Yamaha R6

Model pojazdu Yamaha R6 RJ27 (rok produkcji 2021) zbudowano na podstawie
pomiarow wtasnych, danych technicznych pojazdu oraz informacji udostepnionych przez
kierowce na jego stronie internetowej [68]. Przyjete w analizie charakterystyki pojazdu
zestawiono w tabeli 6.3. Wspotczynnik przyczepnoSci poprzecznej p,, dobrano metodg
prob i btedéw na podstawie analizy poréwnawczej rezultatow numerycznych z danymi
eksperymentalnymi.

Rys. 6.29a przedstawia krzywa momentu obrotowego oraz mocy silnika
zarejestrowang na hamowni podwoziowej w trakcie badania motocykla Yamaha R6
wykorzystywanego w Motocyklowych Mistrzostwach Polski. Badanie przeprowadzono
dla nieustalonego stanu pracy silnika. Wyznaczona charakterystyka trakcyjna dla biegoéw

od drugiego do szdstego zostata przedstawiona na rys. 6.29b. Pierwszy bieg pominieto,
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Tabela 6.3. Charakterystyki pojazdu Yamaha R6 przyjete w analizie

Symbol Opis Wartos¢
masa pojazdu wraz z kierowca [kg] 255.00

w rozstaw osi [m] 1.40
odleglos¢ wypadkowego srodka

b ciezkos$ci od punktu styku tylnego kota 0.69
z jezdnig [m]

L vxfy'sok(’)é.c' wypadkowego srodka 0.66
ciezkosci [m]

hy wysoko$¢ srodka cisnienia [m] 0.66

Poax moc maksymalna [kKW] 88.00

fo wspolczynnik oporow toczenia [-] 0.02

iloczyn wspotczynnika oporu
C,A aerodynamicznego i pola powierzchni 0.28
czotowej [m?]

04 gesto$¢ powietrza [kg/md] 1.20
wspotczynnik przyczepnoséi 118
Hx wzdhuznej [-] '
wspolczynnik przyczepnosci
M . 1.13
y poprzecznej [-]
i przetozenie pierwotne [-] 2.07
ig, przetozenie pierwszego biegu [-] 2.58
ig, przetozenie drugiego biegu [-] 2.00
ig, przetozenie trzeciego biegu [-] 1.67
ig, przetozenie czwartego biegu [-] 1.44
ig przetozenie piatego biegu [-] 1.29
ig, przetozenie szostego biegu [-] 1.15
i przetozenie przektadni tancuchowej [-] 2.88
s sprawnos¢ przektadni fancuchowej [-] 0.88
T4 promien dynamiczny tylnej opony [m] 0.330
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Rys. 6.29. Wykres mocy i momentu silnika (a), charakterystyka trakcyjna motocykla
Yamaha R6 (b)

poniewaz nie byt on wykorzystywany przez amerykanskiego zawodnika. W obliczeniach
trakcyjnych przyjeto oryginalny zestaw ko6t zebatych w skrzyni biegbéw, za$ nieznane
przetozenie koncowe oszacowano na podstawie relacji miedzy predkosScia obrotowa
silnika a predkoscia zarejestrowang przez system nawigacyjny.

Wspoétczynniki hiperbolicznych ograniczen narzuconych na zmienne sterujace j, ijy
wyznaczono za pomocg metody przedstawionej w podrozdziale 4.1.2 wykorzystujac
wyltacznie udostepniong przez zawodnika baze danych. WartoSci wspoétczynnikow
zamieszczono w tabeli 6.4.

Zmienng niezalezng na prezentowanych dalej wykresach bedzie pokonany dystans
Sgist, Zas predkos¢ pojazdu wyrazona bedzie w jednostce [km/h].

Predko$¢ oraz przyspieszenia pojazdu wyznaczone w zadaniu sterowania
optymalnego poréwnywane beda z wielkoSciami wyznaczonymi za pomoca
post-processingu danych satelitarnych rejestrowanych przez poktadowe systemy
pomiarowe. Okre$lana za pomoca urzadzenia firmy AIM (ktére zarejestrowato
prezentowane dalej pomiary) predkos$¢ pojazdu jest jego predkoscig przestrzenng [69]
(odpowiadajaca predkosci V. w ZSO), za$ przyspieszenie poprzeczne dotyczy ruchu
w plaszczyznie horyzontalnej. Jednakze, biorac pod uwage, Ze roznica miedzy
przyspieszeniem poprzecznym wyznaczonym w ptaszczyZnie horyzontalnej
a przyspieszeniem @, wyznaczonym w ZS0, jest rzedu procenta dla pochylenia
poprzecznego jezdni rownego 10° (przyktad obliczeniowy z podrozdziatu 6.4.1) oraz

majac na wzgledzie charakter metody (post-processing danych
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Tabela 6.4. Wspotczynniki funkcji ograniczajacych wartosci dopuszczalne zrywow

Wspébiczynnik Warto$¢
Ograniczenie f,
% 32.559
j
1y -0.378
Ograniczenie fxa
Jxa 15.440
an -
| 0.148
Ograniczenie Jy,
Jx
By -28.440
Jx,
B, 0.148

satelitarnych), przyjeto, Ze przyspieszenia z ukladu pomiarowego beda bezposrednio
poréwnywane z wielkoSciami wyznaczonymi w ZSO.

6.5.3. Analiza rezultatow

Prezentowane dane eksperymentalne dotycza drugiego wyscigu klasy Supersport,
w ktérym rozpatrywany zawodnik osiggnatl najlepszy czas okrazenia wynoszacy 90.485 s.
Czas optymalnego okrazenia w ruchu po torze tréjwymiarowym (SIM) wyniést 89.658 s
ijest 0 0.829 s krétszy od zarejestrowanego przez uktad pomiarowy (AQ). Trajektorie
pojazdoéw zestawiono na rys. 6.30, za$ ich predko$ci poréwnano na rys. 6.31, na ktérym
zamieszczono dodatkowo rezultat obliczen numerycznych dla dwuwymiarowego modelu
jezdni (2D). Wyznaczony minimalny czas okrazenia w analizie 2D wyni6st 91.211 s. Dolny
wykres na rys. 6.31 przedstawia skumulowang réznice czasu wzgledem okrgzenia
referencyjnego - okrazenia SIM.

Zaprezentowane przebiegi predkosci sg do siebie zblizone, przy czym predkos¢
w ruchu po jezdni 3D jest blizsza zarejestrowanym pomiarom. Predko$¢ maksymalna
uzyskiwana jest miedzy tukami nr 9 oraz 10 i przyjmuje wartosci: 263.8 km/h (SIM),
267.2 km/h (AQ) oraz 262.9 km/h (2D). Minimalna predko$¢ osiggana jest na zakrecie
nr 7 i wynosi: 72.7 km/h (SIM), 73.8 km/h (AQ) oraz 73.7 km/h (2D). Réznica predkosci
maksymalnej miedzy AQ a SIM zwigzana jest z poruszaniem sie rzeczywistego pojazdu
w cieniu aerodynamicznym za innym kierowca. Dla poddawanego analizie okrazenia,
predko$¢ maksymalna jest o 7.2 m/s wieksza od Sredniej z pozostatych okrazen. Z tego

tez wzgledu na rys 6.31 naniesiony zostat wycinek profilu predkosci z wybranego
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okrazenia o predkosci maksymalnej najblizszej wyznaczonej S$redniej (linia
kreska-kropka oznaczona jako AQ2). Tréjwymiarowy model jezdni pozwolil uzyskac
lepsze odwzorowanie predkosci na odcinkach o znacznej wartosci pochylenia
podiuznego y (miedzy zakretaminr 2i 3 oraz nr 4i5).

Przyspieszenia pojazdu poréwnano na rys. 6.32. Pomimo skomplikowanej geometrii
jezdni otrzymano bardzo dobrg zgodno$¢ rezultatéw numerycznych (3D) z przebiegami
eksperymentalnymi, zar6wno pod wzgledem wartosci liczbowych, jak i zmienno$ci
przyspieszen w przejsciowych fazach ruchu. Otrzymane rezultaty odpowiadaja danym
eksperymentalnym w caltym zakresie predkos$ci pojazdu, co jest zastugg wprowadzonych
w podrozdziatach 4.1.2 i 4.1.3 ograniczen fy(V),fxa (2] ifxd (V) na wartosci dopuszczalne
zmiennych sterujgcych. Wierne odwzorowanie przyspieszenia wzdluznego w trakcie
rozpedzania pojazdu jest zastugg uwzglednionej w obliczeniach charakterystyki
trakcyjne;j.

Maksymalna wartos¢ przyspieszenia d, wynoszgca 1.46 g (SIM) oraz 1.47 g (AQ)
obserwowana jest podczas ruchu na zakrecie nr 6 charakteryzujacym sie najwiekszym
pochyleniem poprzecznym ¢. Prawidtowe odwzorowanie maksymalnych wartos$ci
przyspieszen poprzecznych (bedace zastuga wyznaczonego na podstawie szczegétowego
NMT modelu jezdni) w poszczegdlnych tukach trasy potwierdza rys. 6.33a, na ktérym za
oS odcietych przyjeto predkos¢ V. Poprawnos$¢é odwzorowania pochylenia poprzecznego
w przyjetym w analizie modelu jezdni jest réwniez potwierdzona diagramem
przyspieszen przedstawionym na rys. 6.33b. Uwage zwraca szczegolnie dobra zgodno$¢
przyspieszen pojazdu w lewej potowie diagramu.

Zaprezentowane na rys. 6.34 wykresy punktowe przedstawiaja: pochodng po czasie
przyspieszenia poprzecznego (rys.6.34a) oraz wzdluznego (rys.6.34b). Podstawa
wykresow jest predkos¢ V. Ekstremalne wartos$ci zrywu poprzecznego malejg wraz ze
wzrostem predkosci V, a zarejestrowane wartosci zrywow w trakcie ruchu rzeczywistego
pojazdu zawierajg sie w obwiedni danych z ,symulacji”. Wartosci zrywu wzdtuznego sa
zgodne zardwno dla dodatnich jak i ujemnych gradientéw przyspieszenia a,. Uzyskana
zgodno$¢ odwzorowania zmiennoS$ci przyspieszen jest zwigzana z funkcjami
ograniczajacymi J,(V),J, (V) iJ,,(V), ktére zostaly wyznaczone na podstawie bazy

danych charakteryzujacej konkretny uktad motocykl-kierowca.
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Rys. 6.31. Poréwnanie predkosci pojazdéw w ruchu po torze Road Atlanta (u gory),
skumulowana strata czasowa wzgledem najlepszego okrazenia (na dole)
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Rys. 6.32. Przyspieszenie wzdtuzne @, (u gory) oraz przyspieszenie poprzeczne &, (na
dole) pojazdu rzeczywistego (kolor niebieski) oraz z ,symulacji” (kolor pomaranczowy)
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Rys. 6.33. Przyspieszenie poprzeczne d, w funkcji predkosci V (a) oraz diagram

przyspieszen (b)
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Rys. 6.34. Pochodna po czasie: przyspieszenia poprzecznego d, (a), przyspieszenia
wzdtuznego a, (b)

Kierowcy wys$cigowi korzystaja z charakterystycznych cech jezdni lub otoczenia do
umiejscowienia tak zwanych punktéw referencyjnych (odniesienia), w ktérych nastepnie
rozpoczynajg manewry hamowania, skrecania czy przyspieszania. Punkty odniesienia
pozwalajg na usystematyzowanie jazdy oraz poprawe jej plynnosSci. Wzorcowe
(optymalne) potozenie punktéw odniesienia moze zosta¢ okreSlone na podstawie
przeprowadzonych obliczenn numerycznych za pomocg wprowadzonej na te potrzebe
wielkosci I' opisanej zaleznos$cia

r= {1 dlama, +F; + F, =0,

0 dlamd, + Fy; +F, <0, (6.78)
ktora przyjmuje warto$¢ 1, gdy na tylne koto pojazdu dziata niezerowy moment
napedowy T, oraz 0, gdy do ktérego$ z két przytozony jest moment hamujacy Tj,.

Przedstawione na rys. 6.35 poréwnanie wprowadzonej wielkoSci I' z procentowym
otwarciem przepustnicy (oznaczonym na rys. 6.35 jako ,TPS” od ang. Throttle Position
Sensor) oraz ciSnieniem w ukiadzie hamulcowym przedniego kota pozwala
na modyfikacje obranych przez zawodnika punktéw odniesienia. Zmiane wartoSci I’
z0Ona 1 utozsamia¢ mozna zinicjalnym otwarciem przepustnicy znajdujacej sie
w uktadzie dolotowym silnika, za$ z 1 na 0 z rozpoczeciem manewru hamowania.

Charakterystyczng cechg analizowanego toru wysScigowego s3 zmiany pochylenia
podiuznego jezdni, ktére wptywaja na obcigzenie két w kierunku normalnym do
nawierzchni. Naniesione na géornym wykresie z rys. 6.36 normalne reakcje nawierzchni,

wskazujg, ze w trakcie przejazdu przez wzniesienie za zakretem nr 11 mozliwa jest utrata
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Rys. 6.36. W kolejnosci od gory: normalna reakcja nawierzchni Ny oraz N, na odpowiednio
przednie oraz tylne koto, ugiecie elementu sprezystego w zawieszeniu przedniego kota
wraz z liniowa predkoscig két, procentowe otwarcie przepustnicy (TPS)

kontaktu przedniego kota z jezdnig (zerowa wartos$¢ reakcji nawierzchni). Poczyniona
obserwacja znajduje potwierdzenie w obrazach z relacji internetowej (rys. 6.37) oraz
w danych z uktadu pomiarowego. O utracie kontaktu kota z jezdnig Swiadcza lokalne
spadki predkosci przedniego kota oraz bliska zeru wartos$¢ ugiecia elementu sprezystego
(Srodkowy wykres na rys. 6.36). Zawodnik oraz ,symulowany kierowca” prébuja
przeciwdziata¢ unoszeniu przedniego kota przejezdzajac przez rozpatrywane
wzniesienie z niezerowym przyspieszeniem poprzecznym d,, (osiagi pojazdu ograniczone
warunkiem reprezentowanym przez krzywa nr 3 na rys. 4.9a w podrozdziale 4.3).
Drugim fragmentem trasy, w ktérym nalezy spodziewal sie utraty kontaktu

przedniego kota z jezdnig jest szczyt wzniesienia za zakretem nr 5. Poczyniona
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obserwacja znajduje odzwierciedlenie w relacji z wys$cigu (rys. 6.37b) oraz w danych
eksperymentalnych. W poddanym analizie okrazeniu, zawieszenie przedniego kota
znajdowato sie w omawianym fragmencie trasy w pozycji maksymalnego rozciggniecia
przez ponad 40 m, za$ predkos$¢ liniowa przedniego kota zmalata ze 135 km/h do
118 km/h. Kierowca musiat ponadto powstrzymac¢ pochylajgcy ruch motocykla w strone
tylnego kota poprzez zmniejszenie warto$ci procentowego otwarcia przepustnicy
(Sgqist = 1488 m). Zamieszczony na rys. 6.38 zbiorczy wykres predkoSci liniowej
przedniego kota obrazuje powtarzalny charakter poczynionej obserwaciji.

Poréwnujac wyniki ,,symulacji” z eksperymentem, zauwazy¢ mozna znaczace réznice
miedzy osigganymi warto$ciami op6znien. Pojazd SIM osigga wieksze opdznienie przed
zakretami nr 2, 6, 10a i 12. Maksymalne opézZnienie w trakcie ruchu rzeczywistego
pojazdu zostato zarejestrowane w trakcie manewru hamowania przed szykang
z zakretow nr 10a oraz 10b i wynosito 1.20 g. W tym samym fragmencie trasy swoja
maksymalng warto$¢ opdznienia wynoszaca 1.50 g osigga takze pojazd z ,symulacji”.
Pojazd SIM hamuje na granicy utraty kontaktu tylnego kota z jezdnig, co widoczne jest na
rys. 6.36 jako zerowa warto$¢ normalnej reakcji nawierzchni na tylne koto

(3320-3400 m). Obcigzenie pionowe przedniego kota przyjmuje woéwczas maksymalng

Rys. 6.37. Wybrane klatki relacji z wy$cigu przedstawiajgce fragmenty trasy, na ktérych
obserwowana jest utrata kontaktu pomiedzy przednim kotem a jezdnia

1000.00 Distance [m] E ] 4000.00

Rys. 6.38. Zestawienie przebiegdéw liniowej predkosci przedniego kota dla wszystkich
okrazen wyscigu
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w trakcie catego okrazenia warto$¢ rowng 3234.3 N, ktéra jest o 781.8 N wieksza niz
ciezar pojazdu wraz z kierowca. Zwiekszona warto$¢ normalnej reakcji nawierzchni
w omawianym fragmencie trasy wynika ze zmiany pochylenia podiuznego u jezdni.
Dziatajgca na pojazd sita od$rodkowa (zwigzana ze zmianami p) umozliwia uzyskanie
0 0.3 g wiekszej wartos$ci opdznienia oraz pozwala na opdZnienie rozpoczecia manewru
hamowania o 45 m. Analiza przebiegu fazy hamowania rozpatrywanego uktadu
motocykl-kierowca znajdzie swojg kontynuacje w podrozdziale 7.4.2.

Kolejne warto$ciowe informacje dotyczace optymalnego przebiegu manewru moga
zosta¢ odczytane z wykresu przyspieszenia wzdtuznego przedstawionego na rys. 6.39a,
ktorego o$ odcietych odpowiada predkosci V. Naniesiony rezultat dla analizy 2D pozwala
uwidoczni¢ wpltyw oporu aerodynamicznego na wartosci przyspieszen wzdtuznych. Wraz
ze wzrostem predkosci ruchu ro$nie maksymalna warto$¢ op6Znienia. Zmiana pochylenia
podtuznego jezdni na prostych odcinkach trasy poprzedzajacych zakrety nr 6 oraz 10a
(rys. 6.39b) pozwala uzyskac¢ wieksze opdznienie niz w ruchu po jezdni ptaskie;.

W przypadku manewru hamowania przed szykang utworzong z zakretow nr 10a
i10b (hamowanie z maksymalnej predkosci), ekstremum opodZnienia pojazdu AQ
obserwowane jest pézniej niz dla pozostalych manewréw hamowania oraz niz wynika to
z przebiegu manewru optymalnego. Aby uwidoczni¢ omawiany aspekt, na rys. 6.40
wyszczegllnione zostaty przebiegi ciSnienia w uktadzie hamulcowym oraz

przyspieszenia wzdtuznego @, w funkcji predkosci ¥V dla manewréw hamowania

a)

1

ost /LN

a, [g]

-051

80 100 120 140 160 180 200 220 240
V [km/h]

Rys. 6.39. Przyspieszenie wzdtuzne a, w funkcji predkosci V (a) oraz fotografia30
przedstawiajgca opadajaca jezdnie przed szykang utworzong z zakretéw nr 10ai 10b (b)

30 URL: indycar.com/Schedule/2012/Pro-Mazda-Championship-Series/Road-Atlanta [dostep: 03.23].
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Rys. 6.40. Cisnienie w uktadzie hamulcowym przedniego kota (u géry), wybrane przebiegi
przyspieszenia wzdtuznego @, w funkcji predkosci V (na dole)

poprzedzajacych zakrety nr 1, 7 oraz 10a. Manewry hamowania poprzedzajace zakrety
nrl oraz 7 charakteryzujg sie przebiegiem bliskim optymalnemu manewrowi
(ekstremum opdZnienia osiggane w poczatkowej fazie manewru hamowania). Krzywa
ciSnienia przyjmuje wdéwczas charakterystyczny ksztatt ptetwy rekina. Maksymalne
ci$nienie obserwowane jest tuz po inicjacji hamowania, a nastepnie progresywnie maleje
az do zerowej wartosci. Odmienny ksztatt krzywej ciSnienia w trakcie manewru
hamowania przed zakretem nr 10a znajduje odzwierciedlenie na dolnym wykresie
zrys. 6.40 w formie przesuniecia ekstremum opo6Znienia w kierunku mniejszych
predkosci. Przeprowadzona analiza pozwala stwierdzi¢, ze optymalny przebieg krzywej
ci$nienia w uktadzie hamulcowym przedniego kota powinien przyja¢ ksztatt ptetwy
rekina. Wysnuty wniosek znajduje potwierdzenie w literaturze traktujacej o technikach

analizy danych z poktadowych systemoéw pomiarowych [70].

Omodwienie wybranych fragmentow trasy

W rozdziale 4.4.1 zostata zwrdcona uwaga na charakterystyczny ruch pojazdu w strone
srodka jezdni, nastepujacy po zetknieciu z zewnetrzng krawedzia toru w konncowej fazie

manewru skrecania. Zaobserwowana woéwczas trajektoria wynikata z wprowadzonych

w podrozdziatach 4.1.2 i 4.1.3 ograniczen na wartosci dopuszczalne zmiennych
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sterujacych. W niniejszym przyktadzie, ta charakterystyczna cecha poruszania sie
pojazdow jednosladowych po torze wyscigowym zauwazalna jest zaré6wno w rezultatach
ZS0, zarejestrowanych pomiarach, jak rowniez w relacji z wyscigu, z ktorej wycinki
zostaty przedstawione na rys. 6.41. Zamieszczone obrazy przedstawiajg kolejne
potozenia motocykli na prostej startowej miedzy zakretem nr 12 a 1. Po zetknieciu
z krawedzig jezdni w koncowej fazie manewru skrecania przypadajacego na zakret nr 12,
kierowcy zbliZajg sie do Srodka jezdni (rys. 6.41a), a nastepnie kieruja motocykle w strone
zewnetrznej krawedzi trasy, ktorg osiggaja w fazie inicjowania skretu w kierunku zakretu
nr 1 (rys. 6.41b). Motocykle s3 juz wéwczas przechylone w kierunku zbliZajgcego sie tuku
trasy (rys. 6.41b), zgodnie z optymalnym przebiegiem manewru opisanym
w podrozdziale 4.4.2.

Nastepujacy dalej zakret nr 1 jest fragmentem toru o znaczacej réznicy miedzy
trajektoriami pojazdow. Rozpatrywany kierowca kierowat swoj pojazd w koncowej czesci
zakretu nr 1 w kierunku prawej krawedzi jezdni, podczas gdy optymalna trajektoria
ruchu przebiega blisko linii Srodkowej trasy (rys. 6.30). Kierowcy prowadzacy wyscig,
przedstawieni na rys. 6.41c, w tym rekordzista toru w klasie Supersport - Sean Dylan

Kelly (rekordowy czas okrazenia 1:28.173), poruszali sie trajektorig blizszg wzorcowe;.

a)

AAAAAAAALL LA LA I

Rys. 6.41. Fragmenty przekazu telewizyjnego z wysScigu nr 1: potozenie pojazdéw na
prostej startowej (goérny rzad rysunkéw) oraz na zakrecie nr 1 (dolny rzad rysunkéw)

146



Zawodnicy zajmujacy miejsca od trzeciego do pigtego, w tym rozpatrywany kierowca
(drugi motocykl na rys. 6.41d), inicjowali skret w strone zakretu nr 2 od prawej krawedzi

jezdni.
Analiza odcinka trasy pomiedzy zakretami nr 51 6

W ostatnim przyktadzie poswieconym analizie ruchu po torze Road Atlanta omoéwiony
zostanie odcinek trasy pomiedzy zakretami nr 5 i 6. Rozpatrywany fragment toru
przedstawiony zostat po lewej stronie rys. 6.42, za$ po jego prawej stronie zamieszczono
przebiegi: predkoSci, przyspieszenia, modutu promienia krzywizny oraz wybranych
informacji z systemu pomiarowego: predkosci obrotowej silnika, procentowego otwarcia
przepustnicy (TPS) oraz wybranego biegu.

Motocykl SIM osigga o 3.5 km/h mniejszg predkos¢ na zakrecie nr 5, lecz o ponad
10.5 km/h wieksza predkos¢ na koncu prostego odcinka trasy pomiedzy zakretami nr 5
i6. Roznica czasu miedzy fragmentami toru oznaczonymi na wykresie predkosci
pionowymi przerywanymi liniami wynosi 0.166 s na korzy$¢ rozwigzania numerycznego.

Pojazdy poruszaja sie na zakrecie nr 5 z identycznym przyspieszeniem poprzecznym

A

d, = —1.25g, przy czym trajektoria motocykla SIM charakteryzuje si¢ mniejszym
promieniem krzywizny. Ponadto, ekstremum krzywizny trajektorii obserwowane jest
5m weczedniej niz w przypadku trajektorii eksperymentalnej. Ekstrema Kkrzywizny
oznaczono na rys. 6.42 znacznikami w ksztatcie kwadratu (AQ) oraz gwiazdki (SIM).
Zarejestrowany eksperymentalnie przebieg otwierania przepustnicy jest
charakterystyczny dla doswiadczonego zawodnika sportu motocyklowego
(rbwnomierne otwieranie przepustnicy), za§ moment rozpoczecia przyspieszania jest
zgodny z wyznaczonym numerycznie. Pomimo tego maksymalne zarejestrowane
dodatnie przyspieszenie a, w fazie przyspieszania z zakretu nr 5 jest mniejsze niz
w manewrze optymalnym. Z charakterystyki trakcyjnej przedstawionej na rys. 6.29b
wynika, ze dla danej predkosSci ruchu powinien zosta¢ wykorzystany bieg drugi.
Rzeczywisty kierowca korzystat za$§ z biegu trzeciego. Mniejszy promien krzywizny
trajektorii pojazdu SIM oraz mniejsza predko$¢ w szczycie tuku pozwala ,,symulowanemu
kierowcy” na wcze$niejsze wyprostowanie motocykla (zmniejszenie przyspieszenia
poprzecznego) i wykorzystanie wiekszej dostepnej sity napedowej. Na podstawie relacji
internetowej zomawianego wysScigu mozna stwierdzi¢, Ze prowadzacy wyscig

rekordzista toru korzystat w omawianym fragmencie trasy z biegu drugiego.
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Rys. 6.42. Zblizenie na fragment toru obejmujacy zakret nr 5 oraz odcinek trasy miedzy
zakretami 51 6 (po lewej). Przebiegi (po prawej): predkosci V, przyspieszenia wzdtuznego
dy, przyspieszenia poprzecznego d,, modutu promienia krzywizny |P|, procentowego
otwarcia przepustnicy (TPS) i ciSnienia w ukladzie hamulcowym przedniego kota,
predkosci obrotowej silnika oraz wybranego biegu

Kolejna strata czasowa na analizowanym odcinku trasy zwigzana byta ze zbyt
wczesng zmiang biegu z trzeciego na czwarty w fazie przyspieszania z zakretu nr 5.
Kierowca zmienit bieg na szczycie wzniesienia, w momencie, w ktéorym przednie koto
tracito kontakt z jezdnig. Zmiana przetozenia odbyta sie przy zbyt niskiej predkosci

obrotowej silnika skutkujac niepetnym wykorzystaniem charakterystyki trakcyjne;.
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Btedny wybor biegu przed zakretem nr 5 oraz nieodpowiedni moment zmiany
przelozenia w skrzyni biegow w fazie przyspieszania z zakretu nr 5 spowodowaty
zaobserwowang na koncu prostego odcinka trasy roznice predkosci wynoszaca blisko
11 km/h (w miejscu odpowiadajacym potozeniu drugiej przerywanej linii na gérnym

wyKkresie na rys. 6.42).

6.5.4. Czasochtonno$¢ rozwiazania pojedynczego zadania optymalizacji

W niniejszym rozdziale, ze wzgledu na opis charakterystyk jezdni w funkcji wspotrzedne;j
krzywoliniowej s, zadanie sterowania optymalnego w programie GPOPS-II zostato
zdefiniowane jako jednofazowe (podrozdziat 3.3.4). W poréwnaniu do segmentowego
opisu toru stosowanego w rozdziale 4, czas rozwigzania pojedynczego zadania
optymalizacji dla dwuwymiarowego modelu jezdni zmalal w przyblizeniu dwukrotnie
i zawierat sie w przedziale miedzy 100a 150s (dla analizowanych toréw o petli
zamknietej). Opis problemu za pomocg jednej fazy pozwolit na skrécenie czasu obliczen,
jednakze wydtuzeniu ulegt proces przygotowania modelu jezdni. Utrudnione byto
réwniez tworzenie fikcyjnych scenariuszy testowych.

Czas rozwigzania pojedynczego zadania optymalizacji dla jezdni tr6jwymiarowej byt
ponad dziesieciokrotnie dtuzszy niz w przypadku jezdni dwuwymiarowej. Wzrost czasu
obliczen zwigzany byt z brakiem mozliwo$ci wykorzystywania narzedzia ADiGator
stuzacego do rézniczkowania algorytmicznego (brak wsparcia dla procedury interpolacji

funkcji o trzech lub wiecej zmiennych).

6.6. Podsumowanie
We wstepie do rozdzialtu wyprowadzone zostaty zaleznoSci kinematyczne
charakteryzujace ruch pojazdu po tréjwymiarowej jezdni oraz zaprezentowany zostat
uogolniony na przypadek ruchu przestrzennego model pojazdu. Nastepnie oméwiono
wpltyw geometrii jezdni na przebieg manewru optymalnego oraz przedstawiono
rozbudowany przyktad dla toru wyscigowego Road Atlanta, ktéry wzbogacono
o poréwnanie z danymi eksperymentalnymi.

Réznice pomiedzy manewrem optymalnym na dwu i tréojwymiarowej jezdni zostaty
omoéwione na przykladzie fragmentu toru Kkartingowego w Starym Kisielinie.
Zaobserwowano znaczaca réznice czasu manewru, ktéra wyniklta z mozliwosci

osiagniecia wiekszej predkosci na mocno nachylonych zakretach. Wykazano ponadto, ze
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maksymalna dopuszczalna przez diagram g-g-g wartoS¢ przyspieszenia poprzecznego
zalezy zaréwno od pochylenia poprzecznego p jezdni, jak i sktadnika @, V.

Zaproponowane w niniejszej pracy modyfikacje w sformutowaniu ZSO w warunkach
ruchu quasi-statycznego, polegajace na uwzglednieniu:

e charakterystyki trakcyjnej,

e poétempirycznego diagramu przyspieszen g-g-g,

e uzaleznionego od predkosci ruchu zbioru warto$ci dopuszczalnych zrywow,
pozwolity na uzyskanie rezultatéw numerycznych o wysokiej zgodnosci z pomiarami
zarejestrowanymi w trakcie ruchu rzeczywistego pojazdu. Pomimo uproszczenia pojazdu
do punktu materialnego, ograniczenia wprowadzone na warto$ci dopuszczalne zrywéw
pozwolity na uwzglednienie cech wynikajacych z dynamiki uktadu oraz fizycznych
uwarunkowan kierowcy. Ponadto, jak wykazano w ostatnim prezentowanym przyktadzie
obliczeniowym, wykorzystanie w procesie rekonstrukcji toru lokalnych numerycznych
modeli terenu o wysokiej rozdzielczo$ci pozwala na wierne odwzorowanie ruchu pojazdu
po obiekcie wyScigowym o skomplikowanej i geometrycznie zréznicowanej jezdni.

Sformutowane ZSO moze znaleZ¢ zastosowanie jako narzedzie wspomagajace proces
analizy danych. Mozliwe byto wskazanie fragmentéw trasy, w ktorych uktad
motocykl-kierowca dysponuje potencjalem na poprawe czasu, a takze fragmentow,
w ktorych geometria jezdni umozliwia uzyskanie wiekszych wartoSci przyspieszen.
Pomimo stosunkowo prostego modelu pojazdu mozliwe byto wskazanie obszaréw toru
o wysokim prawdopodobienstwie utraty kontaktu kota z jezdnig, co potwierdzono za
pomoca pomiaréw ugiecia zawieszenia oraz predkosci kot.

Sformutowane zadania: poszukiwania optymalnej trajektorii ruchu oraz
numerycznego odwzorowania jezdni stanowig dodatkowe Zrédto informacji
wspomagajace proces zrozumienia i interpretacji pomiaréw rejestrowanych w trakcie
ruchu rzeczywistego pojazdu. Moga by¢ z powodzeniem traktowane jako warto$ciowy
punkt odniesienia w analizie por6wnawczej, w szczegdlnosci, gdy nie sg dostepne zadne

inne dane referencyjne.
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7. Analiza geometrii pojazdu w czasie ruchu

W niniejszym rozdziale podjeto probe odpowiedzi na pytanie, czy w oparciu o rezultaty
z ZSO mozliwe jest wyciggniecie wnioskOw na temat ustawien3! pojazdu. Znajomos¢
przebiegdéw czasowych ugie¢ elementdw resorujacych bytaby cenng informacjg z punktu
widzenia dostosowywania geometrii pojazdu oraz doboru ustawien zawieszenia do
wymagan danego toru wysScigowego oraz preferencji kierowcy. W celu uzyskania
odpowiedzi na postawione pytanie, zaprezentowany zostanie model drgan pojazdu
jednosladowego, o trzech stopniach swobody, ktérego réwnania ruchu wyprowadzone
zostang za pomocg rownan Lagrange’a Il rodzaju, natomiast obcigzeniami dziatajagcymi
na modelowany pojazd bedg sity oraz momenty okreSlone na podstawie jego
przyspieszen. Za pomoca zaproponowanego modelu drgan oszacowane zostang ugiecia
zawieszenia jedno$ladowych pojazdow wyscigowych, ktére nastepnie zostang
poréwnane z badaniami drogowymi.

W prezentowanych w dalszej cze$ci rozdziatu rozwazaniach wykorzystywany bedzie
termin "ugiecie elementu sprezystego". Przyjeto umownie, Ze termin ten oznaczac bedzie
deformacje spowodowang wytacznie dziatajacym na element sprezysty obcigzeniem,
abstrahujac od wartosci napiecia wstepnego.

Opis geometrii pojazdu jednosladowego, nieliniowych charakterystyk elementow
resorujgco-ttumiacych oraz uktadéw dZwigniowych stosowanych w zawieszeniu tylnego
kota, przywotywany w dalszej czeSci niniejszego rozdziatu, zamieszczony zostat
w zatgczniku B, w ktérym zaprezentowano rdéwniez opis autorskiej aplikacji do
zarzadzania procesem modyfikacji geometrii pojazdéw jednosladowych.

7.1. Model drgan pojazdu jednosladowego

Wzgledem budowanego modelu numerycznego zostaly sformutowane nastepujace

oczekiwania:

e wynikiem obliczen bedzie przebieg czasowy ugiecia zawieszenia,

e do przeprowadzenia obliczen wystarczajagca bedzie znajomo$¢ predkosci
poczatkowej pojazdu oraz jego przyspieszen (z ZSO lub zarejestrowanych

eksperymentalnie),

31 Pojecie ,ustawienie pojazdu” zwigzane jest geometrig pojazdu oraz charakterystykami elementéw
resorujgco-ttumiacych.
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e uzyskana zostanie satysfakcjonujgca zgodnos$¢ rezultatow z referencyjnymi danymi
eksperymentalnymi,

e czas obliczen dla pojedynczego okrazenia toru wyscigowego nie przekroczy kilku
minut.
Przyjety model pojazdu jedno$ladowego przedstawiono na rys. 7.1 oraz 7.2. Sktada

sie on z czterech ciat:

e gléwnego zlozenia motocykla oraz kierowcy - ciato 1,

e zlozenia wahacza (zawieszenia tylnego kota) - ciato 2,

e tylnego kota - ciato 3,

¢ komponentoéw masy nieresorowanej zawieszenia przedniego kota - ciato 4.
Potozenie $rodkéw ciezkosci ciat przedstawiono na rys.7.2. Srodek ciezkosci

czwartego ciala (koto przednie wraz z opong, tarcza lub tarcze hamulcowe, zacisk lub

zaciski, nogi ruchome widelca teleskopowego oraz btotnik przedniego kota) przyjeto dla

uproszczenia w §rodku ciezkosci przedniego kota. W modelu pominieto ugiecie sprezyste

opon oraz zalezno$¢ promienia opony od kata przechytu ¢ motocykla. Drugie z przyjetych

uproszczen wynikato ze zredukowania przestrzennego ruchu pojazdu do ruchu

ptaskiego.
Wprowadzone narys. 7.1 7.2 oznaczenia to:

e [r - poczatkowa (maksymalna) dtugos¢ odcinka |AF|,

o [, -dtugos¢ wahacza,

e [, —dtugos$¢ ramy, mierzona od osi wahacza (punkt P) do linii widelca (punkt F),

® Ry - promien opony przedniej,

e R, - promien opony tylnej,

o gy igr - wspotrzedne Srodka ciezkosci ztozenia gtéwnego w lokalnym uktadzie
wspotrzednych o wersorach i, kK,

o g¥ig?Z - wspoétrzedne srodka ciezkosci ztozenia wahacza w lokalnym uktadzie
wspotrzednych o wersorach ig, K.

Odmierzane wzgledem poziomu katy ¢, (kat nachylenia ramy) i ¢,, (kat nachylenia

wahacza) charakteryzujg geometrie pojazdu dla zerowej wartoS$ci ugiecia elementow

resorujacych.
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7.1.1. Wspdirzedne uogdlnione oraz energia kinetyczna modelu pojazdu

Réwnania ruchu uktadu z rys.7.1 i7.2 zbudowane zostang za pomocg réwnan

Lagrange’a Il rodzaju, ktére przedstawi¢ mozna og6lng zaleznoscia

d (0E,\ OB, o
&(a_q,) = Q G=1,..,k), (7.1)

gdzie Ej jest energig kinetyczng ukiadu, q; - wspoétrzedng uogoélniong, Q; - sitg

uogodlniong, za$ k jest liczbg stopni swobody uktadu (liczba wspoétrzednych

uogodlnionych).

p F(%.2¢)

Xi /\
# \
Alxaz4)

% Plxp,zp)

Rys. 7.1. Model pojazdu jednos$ladowego o trzech stopniach swobody

ks

er(Xg,Zg)

Rys. 7.2. Potozenie Srodkdéw ciezkoSci ciat

153



Przyjety model pojazdu opisano za pomoca nastepujacych wspoétrzednych
uogodlnionych:
® (g, =Xx; - przemieszczenie pojazdu wzdtuz wersora e, nieruchomego ukiadu
wspbéirzednych,
® g, = ¢, - kat nachylenia ramy do podtoza,
® (3 = ¢, — kat nachylenia wahacza do podtoza.
Energie kinetyczng ciat uktadu wyznaczono za pomoca twierdzenia Koniga, zgodnie
z ktorym energia kinetyczna ciata sztywnego rowna jest sumie energii kinetycznej
w ruchu postepowym $rodka masy ciata oraz energii kinetycznej w ruchu obrotowym
ciata wokot jego Srodka masy. Twierdzenie Koniga moze zosta¢ zapisane za pomoca
ogolnej zalezno$ci

1

1 2 2
E, = Emcvc + E]cw ’ (7.2)

w ktérej m, jest masg bryty, v, - predkoscig srodka masy, w - predkoscig katowg bryty,
za$ J. jest momentem bezwtadno$ci ciala sztywnego wzgledem osi réwnolegtej do
wektora predkos$ci katowej w przechodzacej przez sSrodek masy ciata.
Sformutowana za pomocg réwnania (7.2) energia kinetyczna pierwszego ciata
przyjmuje postac
Ey, = %mﬂﬁz + %]10)%- (7.3)

Predkos$¢ katowa w; opisana jest zaleznos$cia w; = ¢, za$ predkos¢ v; Srodka masy

v = [% + 2. (7.4)

WielkoSci x,, i Zyy sa odpowiednio poziomg oraz pionowa sktadowa liniowej predkosci

opisuje r6wnanie

srodka ciezkoSci G,,. Wyrazone za pomocg wspotrzednych uogo6lnionych wspotrzedne

punktu G,, (xy, Z)) przyjmuja wartosci

Xy = X1 + Gm COS Y1 — gm Sin @1 + [5 cos ¢y, (7.5)

Zy = R, + g7, sinq + gZ, cos @1 + I sin @,. (7.6)
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Energie kinetyczna ztozenia wahacza opisuje zaleznos$¢
1 2.1,
Ey, = Emzvz + E]z(‘)z, (7.7)
w ktorej w, = ¢, oraz v, = /x5 + Zs. Wspotrzedne srodka ciezkosci Gs(xs, zg) wyrazone

za pomocg wspotrzednych uogoélnionych opisane sg zalezno$ciami
Xs = x1 + g§ cos @, — gi sin @, (7.8)

Zg = R, + g7 sing, + g& cos @,. (7.9)
Energie kinetyczna tylnego kota przedstawia r6wnanie
1 2 1 2
Ey, = 5 Msvs + 5130)3’ (7.10)
gdzie v; = x;. Przy zatozeniu zerowego poslizgu miedzy opong a nawierzchnig zaleznos¢

na predkos¢ katowa tylnego kota przyjmuje postac

W3 =p T (7.11)

Ciato czwarte posiada energie kinetyczng réwna
1 1
Ey, = 5mavi + 5403, (7.12)
gdzie v, = x4. Ze wzgledu na przyjete uproszczenie dotyczace potozenia Srodka ciezkoSci
czwartego ciata, predko$¢ katowa w, moze zosta¢ zapisana jako x,/Rf, za$ J, jest
momentem bezwladno$ci przedniego kota (oraz elementéw wraz z nim wirujgcych)
okreslonym wzgledem jego osi. Wspotrzedna prostokatna x, opisujaca potozenie srodka
ciezkoSci Gg, (x4, z4) moze zostac zapisana zaleznoScig

X4 =X+l cosp, +tg o, (lmsin<p1 + l;sing@, + R, —Rf) +

(7.13)
+1; cos @,.

Catkowita energia kinetyczna uktadu réwna jest sumie energii kinetycznych

wszystkich ciat i opisana jest r6wnaniem
Ek :Ek1+Ek2 +Ek3 +Ek4' (714)

Réwnania Lagrange’a Il rodzaju dla modelowanego uktadu przyjmuja postac
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d (aEk) 0E,
ac\ox,) " ox, - O (7.15)
d <6Ek> aEk _
dt \ 8¢, F Qpy» (7.16)
d <6Ek) 0E,
dt \d¢, g, Qpy» (7.17)

gdzie Qy,, Qy, 1 Q,, sa sitami uogolnionymi zwigzanymi z odpowiednimi wspoirzednymi

uogolnionymi.

7.2. Sily uogdlnione
Na uktad dziatajg nastepujace sity i momenty czynne:
e sita grawitacji,
e sity aerodynamiczne,
e sily wzdtuzne w punkcie styku kot z nawierzchnia,
¢ moment od sity obwodowej w tanncuchu.
Do sit czynnych zaliczono réwniez sity wewnetrzne w polaczeniach podatnych (sity
sprezystoSci) oraz sity dyssypacyjne. Sity uogdlnione Qy,, @y, i @,, Wyznaczono nadajgc
uktadowi przemieszczenia wirtualne, a nastepnie analizujgc zwigzane z nimi prace

wirtualne SL.

7.2.1. Sily sprezystoé$ci oraz sily dyssypacyjne

W pierwszym podej$ciu do modelowania zawieszenia przyjeto liniowy model sprezyny
oraz model ttumienia wiskotycznego. Sity potencjalne (sprezystosci) wprowadzono do
uktadu za pomoca pochodnych czastkowych energii potencjalnej, za$ sity dyssypacyjne za
pomoca pochodnych czgstkowych potencjatu dyssypacyjnego (dyssypacyjnej funkcji
Rayleigha). Uzyskane rezultaty obliczen byty jednak dalekie od oczekiwanych.

W rzeczywisto$ci, pomimo stosowania liniowych sprezyn Srubowych, wypadkowa
sita sprezystoSci elementu resorujgco-ttumigcego jest wogélnym przypadku
nieliniowa - rys.7.3a (powody nieliniowos$ci sily sprezystosci zostaly omoéwione
w zatgczniku B). Nieliniowa jest réwniez charakterystyka ttumienia (rys.7.3b),
wspotczynnik thumienia jest funkcja predkosci oraz kierunku ruchu ttoczyska. Z tego tez
wzgledu charakterystyki rzeczywistych elementéw resorujaco-ttumigcych stablicowano,

uzalezniajgc wartos$ci sit od odpowiednich wielkoSci wyrazonych za pomoca
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wspotrzednych uogdlnionych. Nastepnie, sity sprezystoSci oraz dyssypacyjne
wprowadzono do uktadu jako kolejny sktadnik sit uogélnionych.

Zawieszenie przedniego kota

Zawieszenie przedniego kota modelowanego pojazdu to tradycyjny widelec teleskopowy.
Sita sprezystosSci oraz sita dyssypacyjna zostaty wprowadzone do uktadu jako para
przeciwnie skierowanych sit oznaczonych na rys. 7.4 symbolem F,. Sita Frqq jest suma
sity sprezystosci Fs oraz sity dyssypacyjnej Fr.

a) b)

sita thumienia [N]
3000

400
2500 |

200
‘5 2000 [ krzywa dla zakresu pracy
sprezyny .top-out 400 -300 -200 -100 100 200 300 40
(i ud B di s d el RN AR s N
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sita sprezystosci [N]
= o
(=] o=
o o

=200

[

(=1

o
T

(A)

-400
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-600 [
ugiecie elementu sprezystego widelca [mm]

Rys. 7.3. Przyktadowy przebieg sity sprezystosci (a) oraz sity ttumienia (b) w zawieszeniu
przedniego kota

\Ffsd

\F fsd

Rys. 7.4. Sity oraz momenty od elementéw resorujacych w zawieszeniu przedniego oraz
tylnego kota. Zwroty przedstawionych na rysunku sit odpowiadajg dodatniej wartosci
ugiecia uy oraz kata skrecenia ¢
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Sita sprezystoSci Fy; zostala uzalezniona od ugiecia uy przedniego elementu

sprezystego, za$ sita dyssypacyjna Frq od predkosci ;. Ugiecie uy opisuje zalezno$¢

R, — Ry + L singq + [ sin @,

=1, —
Ur = I oS ¥ (7.18)

przedstawiajgca réznice miedzy poczatkowa (ls) a chwilowa dtugoscig odcinka |AF|
przedstawionego narys. 7.1.

Wykresy stablicowanych sit Frs i Frq przedstawiono na rys. 7.3. Stromo nachylone
krzywe oznaczone na rys.7.3a literami ,A” i ,B” zostaly wprowadzone w celu
ograniczenia skoku zawieszenia do rzeczywistych wartosci.

Prace wirtualne poziomych oraz pionowych sktadowych sity Fss; zostaly zestawione

w tabeli 7.1. Wspotrzedne punktu F (xg, zr) opisane sg zaleznoSciami
Xp = X1 + 1, cos @1 + L5 cos @, (7.19)
Zp = R, + L, sin @ + I sin @,. (7.20)
Zawieszenie tylnego kota

Zawieszenie tylnego kota moze zosta¢ zastgpione sprezyng kotowa. Zamieszczony na
rys. 7.4 moment M,;; jest suma momentu M, charakteryzujacego sprezystosé
zawieszenia oraz momentu M, ; zwigzanego z thumieniem.

Wzgledny ruch ciat (ramy i wahacza) powoduje skrecenie sprezyny kotowej. Ze
skreceniem sprezyny zwigzana jest para momentéw M, o takich samym wartoS$ciach,
lecz o przeciwnym znakach. Momenty M,.; s3 momentami swobodnymi przytozonymi do
ztozenia gléwnego oraz ztozenia wahacza w sposéb przedstawiony na rys. 7.4. Moment

M, zalezy od kata skrecenia sprezyny kotowej ¢,.¢, ktory opisany jest rownaniem

Prs = P1— P10 T P20 — P2- (7.21)

Przedstawiona na rys. 7.5a zalezno$¢ momentu M,.; od kata skrecenia sprezyny kotowej
¢, moze zosta¢ wyznaczona na podstawie charakterystyk zawieszenia przedstawionych
na rys. B.6 w zatgczniku B. Wprowadzone na rys. 7.5a krzywe (oznaczone literami ,A”
i,B”) ograniczajg warto$¢ kata skrecenia ¢,; do dopuszczalnego w rzeczywistosci

zakresu wartosci.
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Tabela 7.1. Praca wirtualna sity sprezysto$ci oraz dyssypacyjnej w zawieszeniu
przedniego kota

Sktadowa sity oraz punkt przytozenia Praca wirtualna

Pozioma sktadowa sity Frs4 przytozona w punkcie ' §L; = —Fpgq sin @, 8xp
Pionowa sktadowa sity Fygq przytozona w punkcie F 8L, = Ffgq cos @4 82
Pozioma sktadowa sity Frs4 przytozona w punkcie A 6Lz = Fpgq singq 8x,

Pionowa sktadowa sity Fyg4 przytozona w punkcie A 6Ly = —Frsq COS @ 624 = 0

Ttumienie w ukladzie reprezentowane jest przez pare momentéw M,; o tej samej
wartosci, lecz o przeciwnych znakach. Moment M,; zalezy od predkosci tloczyska
amortyzatora oraz chwilowego potozenia wahacza wzgledem ramy nosnej i moze zosta¢

opisany dwuwymiarowa tablicg wartosci, ktorej graficzng reprezentacje przedstawiono

narys. 7.5b.

Praca wirtualna momentu M,.;; opisana jest zalezno$cig
6L5 = - rsda(Pl + Mrsd6(P2- (7.22)

7.2.2. Sita ciezkoS$ci oraz sita odSrodkowa
Obcigzenie od sit ciezkos$ci oraz sit odsrodkowych zostato wyznaczone za pomocg réwnan
(6.26), (6.27) i (6.31). Na kazde z cial dziata pozorna sita ciezkoSci mg, gdzie g opisane jest
zalezno$cia (6.49). Réwnania (6.26), (6.27), (6.31) oraz pozorna grawitacja g§ pozwalaja
uwzgledni¢ w prowadzonych obliczeniach przestrzenny model jezdni.

Na rys.7.6a przedstawiono motocykl poruszajgcy sie z pewnym niezerowym

przyspieszeniem poprzecznym d,,. Sitg obcigzajgcg zawieszenie pojazdu jest wypadkowa

a) b)
2500 — T T T T T T
2000
— 1500 E
E krzywa dla zakresu pracy Z
£ sprezyny ,top-out” ®
» =
= 1000 £
& £
2 (=]
5 =
E 500t
| A —
-500 L - . : : .
0 2 4 6 8 10 12 predko$c ttoczyska [mm/s]
skrecenie sprezyny kotowej ¢rs [deg] skrecenie sprezyny kotowej ¢rs [deg]

Rys. 7.5. Przykladowy przebieg momentu M,; (a) oraz momentu zwigzanego
z thumieniem M,.; w zawieszeniu tylnego kota (b)
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pozornej sity grawitacji mg oraz sity ma,, o wartoSci mg/ cos ¢. Praca wirtualna sit m, g

oraz m,d, przytozonych w srodku ciezkoSci pierwszego ciata opisana jest zaleznoscia

myg
0L, = — 0Zy.
6= T osp oM (7.23)

Analogiczng zalezno$¢ sformutowang dla ztoZenia wahacza przedstawia réwnanie

. myg
6L7 - - cos ~ 6ZS- (7.24)

W przypadku trzeciego oraz czwartego ciata uktadu, praca wirtualna wymienionych
sit rdwna jest zeru, poniewaz ruch tych ciat odbywa sie wytacznie wzdtuz wersora e,
nieruchomego uktadu wspotrzednych prostokatnych.

Rys. 7.6b przedstawia poruszajacy sie ruchem jednostajnym pojazd na wzniesieniu
o pewnym pochyleniu podtuznym

i = —asin(cos p sin ¢ sin ¥ — sin y cos ¥) (7.25)

bedacym w ogdélnosci katem miedzy wektorem predkosci V w przestrzennym ruchu
pojazdu a jego rzutem na ptaszczyzne horyzontalng. Narys. 7.6b pominieto site oporu
aerodynamicznego oraz opor toczenia. Zaznaczona sita ciezkoSci mg moze zostac
roztozona na dwie sktadowe: prostopadta oraz réwnolegla do ptaszczyzny jezdni.
Sktadowa prostopadta do ptaszczyzny jezdni zostata uwzgledniona w ré6wnaniach (7.23)
i(7.24) za pomoca pozornej grawitacji g. Sktadowa rownolegta do ptaszczyzny jezdni

wprowadzono do uktadu za pomocg prac wirtualnych zestawionych w tabeli 7.2.

a) b)

Rys. 7.6. Sity dziatajace na motocykl: przechylony o pewien kat ¢ (a) oraz poruszajacy sie
ruchem jednostajnym na wzniesieniu o pochyleniu podtuznym i (b). Na rysunkach
pominieto sity oporu toczenia oraz site oporu aerodynamicznego
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Tabela 7.2. Praca wirtualna sktadowej sity ciezkosci rownolegtej do ptaszczyzny jezdni
w ruchu po jezdni o niezerowym pochyleniu podtuznym [

Ciato Praca wirtualna
Ztozenie gtéwne 6Lg —mygsinfidxy
Ztozenie wahacza 6Ly = —mygsin i 6xg
Tylne koto 6Ly; = —magsinfi dx,

Komponenty nieresorowane przedniego

) ) 0L, = —myugsinidx
zawieszenia 12 48 SIN U OXy

7.2.3. Sily aerodynamiczne
W przyjetym modelu pojazdu oporami ruchu s3a:
e opor bezwtadnosci - uwzgledniony w rownaniach Lagrange’a,
e opoér wzniesienia - wprowadzony w podrozdziale 7.2.2,
e 0poOr toczenia - omowiony w dalszej czesci rozprawy w podrozdziale 7.2.4,
e opor aerodynamiczny.
Za opor aerodynamiczny odpowiada sita F; opisana réwnaniem (4.41). Na pojazd

oddziatuje rowniez sita nosna F; opisana zaleznoscia

1
Fi =5 paCIAV?, (7.26)

prostopadta do sity F,; i potozona w ptaszczyZnie symetrii pojazdu. Wielko$¢ C; oznacza
wspotczynnik sity nosnej. Sity F; i F; przytozone sa w punkcie nazywanym $rodkiem
ci$nienia.

Praca wirtualna sily oporu aerodynamicznego oraz sity nos$nej opisana jest

zalezno$cia

6L8 = —Fd6xD + FISZD, (727)
gdzie dxp i1 6z sa wirtualnymi przyrostami wspotrzednych prostokatnych opisujacych
potozenie $rodka ci$nienia. Wspotrzedne x, i zp wyrazone sg zalezno$ciami (7.5) i (7.6),

w ktérych wielkosci gy, i g7, nalezy zastapi¢ wielko$ciami gy, 41 gim -

7.2.4. Sity wzdtuzne
Wzdtuzne sily reakcji nawierzchni oddziatujace na przednie lub tylne koto pojazdu
uzaleznione s3 od fazy ruchu, w celu kontrolowania ktérej wprowadzono wielko$ci y,, i vy,

zdefiniowane jako
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_ {1 dlaF, > 0,
=10 daF <o, (7.28)

_ (1 dlaFE <0,
Yh= {o dla £, >0, (7.29)

w ktorych
F, = Fg — Fr = md, + F,, + Fy¢ + Fy. (7.30)

Zaleznos¢ (7.30) powstata w wyniku przeksztatcenia rownania (6.25).

Wielkos$¢ y,, przyjmuje warto$¢ 1 dla sity F, wiekszej lub réwnej zero. Wéwczas na
tylne koto pojazdu oddziatuje niezerowy moment napedowy. Wielko$¢ y; przyjmuje
wartos$¢ rowng jednosci, gdy sita E, jest mniejsza od zera. Na ktores z kot pojazdu dziata

woOwczas niezerowy moment hamujacy.
Sita napedowa

Wzdtuzna sita reakcji nawierzchni w trakcie rozpedzania (przytozona w punkcie styku
tylnego kota z jezdnig) opisana jest zaleznoscig K, = ma, + F,, s + F;.]ej prace wirtualng

przedstawia réwnanie
5L9 = (FRYn - er)5x1 + RT(FRyn - er)6¢2; (731)

w ktérym sktadnik R, (Fry, — F,,) jest wartosciag momentu sily F,, (roztozonej zgodnie
z rownaniem (4.36) na dwa sktadniki: site napedowa Fy dziatajaca na tylne koto w fazie
rozpedzania (y,, = 1) oraz site oporu toczenia F,,, wystepujaca w obydwu fazach ruchu),
przeniesionej z punktu N do punktu B, wzgledem jej pierwotnego punktu przytozenia
(punktu N).

W przypadku motocykli wyscigowych moment obrotowy pochodzacy od watu
zdawczego skrzyni biegdw przenoszony jest na tylne koto za pomoca przektadni
fancuchowej. Sita obwodowa w tancuchu wywotuje moment obrotowy wzgledem osi
wahacza, ktéry wpltywa na ugiecie elementu sprezystego w zawieszeniu tylnego kota.
Warto$¢ tego momentu wyznaczono na podstawie rys. 7.7, na ktérym przedstawiono
schematyczng ilustracje przektadni tancuchowej w motocyklu. Wprowadzono
nastepujace niestosowane dotad oznaczenia:

e 1 - katnachylenia prostoliniowej cze$ci tancucha (wzgledem poziomu),

e [. - dtugos¢ prostoliniowej czesci tancucha,
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e qaq; - odlegto$¢ w poziomie miedzy osig obrotu wahacza, a osig obrotu kota

tancuchowego napedzajacego,

e b, - odlegtos¢ w pionie miedzy osia obrotu wahacza, a osig obrotu kota

tancuchowego napedzajacego,

e h odlegto$¢ w pionie miedzy osiami obrotu ko6t tancuchowych,

pc

e 1. - promien kota tancuchowego zamontowanego przy tylnym kole (kota

tancuchowego napedzanego),

e 1, - promien kota tancuchowego zamontowanego na wale zdawczym skrzyni

P
biegéw (kota tanicuchowego napedzajacego).
Wprowadzona na rysunku sita obwodowa T w tancuchu wynosi

T:FR_.

C

(7.32)

Moment sity T wzgledem osi wahacza, oznaczony symbolem My, opisany jest

zaleznosScia
My = T(r; — ls sin(g, — 1)).
Kat n dany jest rownaniem

hpc — 1. + rp>

n= asm( L

Rys. 7.7. Model przektadni tancuchowej w uktadzie napedowym motocykla
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gdzie

hpe = by + I sin @, (7.35)

lc = |ﬁ| = \/lﬁlZ - (rc - rp)z- (736)

Dtugo$¢ odcinka |BL| wynosi

IBL| = \/alz + b} + 12 — 21, ’alz + b} cos B, (7.37)

gdzie
=r—arcig (1) +
B = m — arctg a4 Q3. (7.38)
Odlegtosci a; i b; okreslone sg zalezno$ciami
a; = A;cos(91 — ¢10) — Bysin(py — ¢10), (7.39)
by = A;sin(@y — ¢10) + By cos(@; — ¢10), (7.40)

gdzie A; i B; sa wielkoSciami a; i b; okreSlonymi dla zerowego ugiecia elementow
resorujacych pojazdu.
Praca wirtualna momentu M; wynosi
6L1o = Mr¥nb@1 — Mrynd@,. (7.41)

Moment od sity obwodowej tanicucha obecny jest réwniez w trakcie fazy hamowania,
gdy przepustnica w uktadzie zasilania silnika jest zamknieta. W tym przypadku tylne koto
napedza silnik pojazdu. Napieta jest wéwczas dolna cze$¢ tancucha, a sita T jest

przeciwnie skierowana.
Sita hamowania

W pierwszej kolejno$ci oméwiony zostanie przypadek hamowania hamulcem przedniego
kota. Wzdtuzna sita reakcji nawierzchni dziatajaca na przednie koto opisana jest za

pomoca zaleznoSci
Fxf = —mdx - er - Fd- (7_4_2)

Praca wirtualna sity F,r, sktadajgcej sie z dwoch sktadnikow: sity hamowania

Fy = Fp oraz sily oporu toczenia F,, s, wyrazona jest relacjg
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6L11A = _(thh + wa)ng - Rf(thh + wa)6(p1 (743)

Dla przypadku hamowania obydwoma ukitadami hamulcowymi nalezy przyjac
zatozenie dotyczace rozdziatu sity hamowania. Mozna w tym celu zapisac relacje miedzy

wzdtuznymi a pionowymi sitami reakcji nawierzchni

Fxf Fxr .

N_f = —N—Tlh,gdzle Ap, > 0. (7_44)
Wprowadzony wspotczynnik 4, umozliwia sterowanie stopniem wykorzystania uktadu
hamulcowego tylnego kota (rozktadem sity hamowania) i jest réowny jednoS$ci

w przypadku hamowania optymalnego. Przeksztatcajac réwnanie (7.44) mozna zapisac

zalezno$¢

a = —Wlh = —ahlh. (745)

Wspotczynnik «@;, opisuje stosunek normalnych reakcji nawierzchni i moze zostac

zapisany za pomocg rownania

mayh + Fyh, —mb,/a% + g2

magh + Fahy, +m(w — b)J@ + 82

Podstawiajac zalezno$¢ (7.45) do rownania (6.25) otrzymywana jest zalezno$¢ na

ap = (7.46)

wzdtuzna site reakcji nawierzchni dziatajaca na tylne koto
Fo= mdx + Fd
T Z T aghy, (7.47)

Sita F s wyznaczona za pomocg rownan (7.45) i (7.47) opisana jest zaleznoScig

o (ma, + Fg)apAp

Réwnania (7.47) i (7.48) sa prawdziwe dla aj, > 0, czyli dla przyspieszen a, spetniajagcych

warunek

(7.49)

X

RS m(W - b)ﬁ 632; + gZ + Fdhp
a - .
mh

Prace wirtualne wzdtuznych sit reakcji nawierzchni dane sg za pomocg zaleznosci
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5L11B = Frynéx1 + Ry Frynbe, +

7.50
_(FF)/h + wa)6xA - Rf(FF)/h + wa)&pl ( )

W zalezno$ci od przyjetej strategii hamowania, w zbiorczym réwnaniu prac wirtualnych
znajdzie sie réwnanie (7.43) lub (7.50). W réwnaniu (7.50) pominiety zostal opoér
toczenia F,,, poniewaz sktadnik ten jest juz uwzgledniony w zaleznoSci (7.31).

Nalezy w tym miejscu zauwazy¢, ze przypadek hamowania za pomocg obydwu
uktadoéw hamulcowych jest jedyng sytuacja, w ktorej w zaproponowanym modelu drgan
wystepuje konieczno$¢ wykorzystania modelu opony.

7.3. Schemat procesu obliczeniowego

Réwnania ruchu (7.15) - (7.17) zostaly rozpisane za pomoca modulu do obliczen
symbolicznych Symbolic Math Toolbox dostepnego w dodatkach do oprogramowania
MATLAB. W kolejnym kroku, otrzymany ukiad réwnan rézniczkowych czgstkowych
drugiego rzedu zostat przeksztatcony do uktadu réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu za pomoca funkcji odeToVectorField. Nastepnie, w celu zastosowania procedury
numerycznego rozwigzywania uktadow rownan rézniczkowych (ode45) wyrazenia
symboliczne zostaty przeksztatcone do funkcji programu MATLAB za pomocg procedury
matlabFunction.

W trakcie budowy modelu pojazdu podjeto decyzje o stworzeniu aplikacji
z graficznym interfejsem uzytkownika. Przedstawiong na rys. 7.8 aplikacje utworzono za
pomocg modutu MATLAB App Designer.

Po uruchomieniu aplikacji uzytkownik jest proszony o:
e wskazanie pliku zawierajacego informacje o charakterystykach jezdni,
e wskazanie pliku z przebiegami czasowymi przyspieszenia wzdluznego &, oraz

przyspieszenia poprzecznego a,,
e podanie predkos$ci poczatkowej pojazdu,
e wczytanie charakterystyki ttumienia przedniego oraz tylnego amortyzatora.
Informacje o wymiarach geometrycznych motocykla przekazywane sg automatycznie
z aplikacji do zarzadzania geometrig pojazdu opisanej w zataczniku B.

Sprzegniecie modelu jezdni z danymi eksperymentalnymi wymaga przypisania
kazdemu punktowi trajektorii informacji o:
e charakterystykach jezdni odpowiadajacych najblizszemu punktowi na Kkrzywej

szkieletowej,
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Rys. 7.8. Widok ekranu przedstawiajacy interfejs uzytkownika aplikacji stworzonej do
analizy ugie¢ elementow sprezystych w zawieszeniu pojazdu

e odlegtosci pojazdu od krzywej szkieletowej (w kierunku prostopadtym do niej),

e odchyleniu trajektorii ruchu od krzywej szkieletowej (wyznaczenie kata }).

Nastepnie, na podstawie okreslonych wielkoSci wyznaczane sg przyspieszenia dy, d,

oraz g.

Rezultatem obliczen jest przebieg ugiecia elementéw resorujagcych pojazdu, ktory
moze zosta¢ wySwietlony w formie przebiegu czasowego lub w funkcji pokonanego
dystansu.

7.4. Przyklady obliczeniowe

W prezentowanych dalej przyktadach przyjete zostaty nastepujgce uproszczenia:

e pominieto op6r bezwtadnosci bryt bedacych w ruchu obrotowym (w réwnaniach
(7.10) i (7.12) pominieto sktadnik opisujacy energie kinetyczng w ruchu
obrotowym),

e pominieto site nos$ng,

e pominieto ujemng warto§¢ momentu napedowego silnika przy zamknietej
przepustnicy w uktadzie zasilania silnika.

Przyjete uproszczenia miaty na celu zachowanie spdjnosci z modelem pojazdu

wprowadzonym w rozdziatach 41 6.
Poprawno$¢ budowy modelu zostala zweryfikowana na drodze obliczen

analitycznych (zatacznik C).
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W dalszej czeSci rozdziatu zostang zaprezentowane dwa przykiady obliczeniowe,
w ktorych rezultaty otrzymane za pomocg modelu zostang poréwnane z badaniami
drogowymi. Pierwszy z przyktadow dotyczy¢ bedzie ruchu motocykla klasy Supersport
300 po Torze Poznan, drugi natomiast bedzie kontynuacjg analizy ruchu motocykla klasy
Supersport (600) po torze Road Atlanta. Charakterystyki analizowanych pojazdéw
zestawiono w tabeli 7.3. Momenty bezwtadnos$ci ciat przyjeto na podstawie danych
literaturowych [71]. Wartos$¢ wspo6tczynnika C,;A oszacowano na podstawie maksymalnej
predkosci pojazdu, zas wysoko$¢ srodka ci$nienia okreslono na podstawie analizy ugiecia

elementéw sprezystych w ruchu pojazdu na wprost (po prostej startowej toru).

7.4.1. Analiza poréwnawcza z badaniami jezdnymi - Tor Poznan

Badania drogowe na Torze Poznan zostaty zrealizowane w trakcie IV rundy

Motocyklowych Mistrzostw Polski odbywajacej sie w dniach 23-25.09.2022 r. Badanym

pojazdem byt motocykl Yamaha R3, za$ jego kierowca 6wczesny rekordzista Toru Poznan

w klasie Supersport 300. Zamontowany w motocyklu poktadowy uktad pomiarowy firmy

2D Datarecording umozliwiat pomiar:

e ugiecia elementéw resorujacych pojazdu,

e potozenia (wspétrzednych geograficznych),

e ciSnienia w uktadzie hamulcowym przedniego kota,

e procentowego otwarcia przepustnicy,

e predkosci kot,

e parametrow pracy silnika.

Charakterystyki ttumienia amortyzatoréw (rys. 7.9 oraz 7.10) zostaly zarejestrowane na

specjalistycznym stanowisku badawczym przedstawionym na rys. 7.11, znajdujacym sie

w pracowni LTD3432 zajmujacej sie wyScigowymi zawieszeniami motocyklowymi.
Najlepszy czas okrazenia uzyskany w trakcie trwajacych trzy dni zawodéw wynidst

105.629 s. Okrazenie zostalo osiagniete w trakcie wysScigu, podczas ktérego

zamontowana byta kamera poktadowa. Jej obecnos¢ spowodowata zaktécenia odbioru

danych satelitarnych, w wyniku czego otrzymano pomiary stabej jakos$ci. Z tego wzgledu

jako okrazenie referencyjne wybrano okrazenie z kwalifikacji, ktére kierowca pokonat

w czasie 106.488 s.

32 Adres strony internetowej firmy Luka Technic Designs LTD34, URL: 1td34.pl [dostep: 05.2023].
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Tabela 7.3. Charakterystyki pojazdow Yamaha R3 oraz Yamaha R6 przyjete w analizach

Symbol Charakterystyka R3 R6

my masa ciata 1 [kg] 185 213
m, masa ciata 2 [kg] 10 12
ms masa ciata 3 [kg] 14 16
my masa ciata 4 [kg] 10 14
J1 moment bezwladno$ci ciata 1 [kgm?] 24.0 26.2
J2 moment bezwladnosci ciata 2 [kgm?] 0.7 0.8
I dhugo$¢ ramy [m] 0.685 0.698
lg dtugo$¢ wahacza [m] 0.591 0.580
ly poczatkowa dhugos¢ odcinka |AF| [m] 0479 0491
Ry promien opony przedniej [m] 0.296  0.302
R, promien opony tylnej [m] 0.310 0.330
Im potozenie $rodka cigzkosci ciata 1 wzdtuz wersora i,, [M] 0.217  0.245
9 potozenie Srodka cigzkosci ciata 1 wzdhuz wersora Kk,,, [m] 0.170  0.179
gs potozenie $rodka ciezkosci ciata 2 wzdtuz wersora ig [m] 0.341  0.400
g% potozenie $rodka cigzkosci ciata 2 wzdhuz wersora K [m] 0.005 -0.095
Ima potozenie $rodka ci$nienia wzdhuz wersora i, [m] 0.167  0.150
Ima potozenie $rodka cisnienia wzdtuz wersora K,,, [m] 0134 0.142
o Tt e oo
BL hepedmpsceto nsgledom oo obrotavaacsa (1] 0003 0,009
P10 poczatkowy kat nachylenia ramy [°] 25.5 23.9
V20 poczatkowy kat nachylenia wahacza [°] 12.1 13.7
1 promien kota tancuchowego napedzajacego [m] 0.037  0.041
T, promien kota tahcuchowego napedzanego [m] 0.111 0.116

iloczyn wspotczynnika oporu aerodynamicznego oraz pola

Cad powierzchni czotowej [m?] 0.26 0.28
Pa gesto$¢ powietrza [kg/m®) 1.20 1.20
fw wspolczynnik oporu toczenia [-] 002  0.02
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Rys. 7.9. Przebiegi: sity sprezystosci (a) oraz sity ttumienia (b) charakteryzujace widelec
teleskopowy motocykla Yamaha R3
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Rys. 7.10. Charakterystyki zawieszenia tylnego kota motocykla Yamaha R3: przebieg
momentu M, (a), ugiecie elementu sprezystego w funkcji skrecenia sprezyny kotowej (b),
przebieg sity ttumienia w elemencie ttumigcym (c), przebieg momentu M,.; (d)
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Rys. 7.11. Stanowisko badawcze charakterystyk elementéw resorujgco-ttumigcych
znajdujace sie w siedzibie firmy Luka Technic Designs LTD34

Minimalny czas okrazenia wyznaczony w ZSO wynidst 105.588 s. W obliczeniach
przyjeto tréjwymiarowy model jezdni oraz hybrydowy diagram g-g. Przyjete zostato
takze zgodne z rzeczywisto$cig zatozenie o technice hamowania wytacznie za pomoca
uktadu hamulcowego przedniego kota. Mape toru oraz charakterystyki jezdni
przedstawiono narys.7.121 7.13. Eksperyment z ,symulacj3” poréwnano narys. 7.14, na
ktérym pokazano: predkos¢ pojazdu V, przyspieszenie wzdtuzne @, oraz przyspieszenie
poprzeczne a,,.

Wyniki otrzymane za pomocg modelu drgan zostaly przedstawione na rys. 7.15
oraz 7.16. Rys. 7.15 przedstawia rezultat obliczen dla danych wejSciowych w postaci
zarejestrowanych przyspieszen rzeczywistego pojazdu, za$ rys. 7.16 dla przyspieszen
wyznaczonych w ZS0. Na obydwu rysunkach naniesione zostaty ugiecia rzeczywistych
elementéw resorujgcych. Podstawowe wskazniki charakteryzujace prace zawieszenia
zostaty zestawione w tabeli 7.4.

Uzyskano bardzo dobra zgodno$¢ rezultatéw numerycznych z pomiarami, zaréwno
pod wzgledem zmiennoSci krzywych jak i wartosci obliczonych wskaznikéw. Dotyczy to

w szczegOlnosci obliczen, w ktérych wymuszeniami byty zarejestrowane w trakcie badan
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Rys. 7.12. Mapa toru Poznan (a), pochylenie poprzeczne ¢ oraz podtuzne p
charakteryzujace geometrie jezdni (b)
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Rys. 7.13. Krzywizny jezdni Toru Poznan
przyspieszenia. Rezultaty dla przyspieszen z symulacji sg zblizone.

Poréwnanie rezultatow dla réznej sztywnos$ci sprezyn w zawieszeniu przedniego
kota (7.5 N/mm oraz 8.0 N/mm w kazdym teleskopie) przedstawiono narys. 7.17. Zakres
osi odcietych ograniczono do pierwszego zakretu trasy. Modyfikacja sztywnoSci
zawieszenia spowodowata réznice Sredniej warto$ci ugiecia réwng w przybliZeniu 5 mm.
Przedstawiony na rys. 7.17 przebieg wprowadzonej w podrozdziale 6.5.3 wielkosSci I’
pozwala na oszacowanie fazy ruchu pojazdu (przyspieszanie lub hamowanie).

Znajomos¢ ugiecia elementéw resorujacych pozwala na wyznaczenie przebiegéw
czasowych wybranych wielkos$ci charakteryzujacych geometrie pojazdu. Przyktad takiej
analizy, dokonanej za pomocg opisanej w zatgczniku B aplikacji do zarzadzania geometria
pojazdow jednosladowych, zaprezentowano na rys.7.18. Przedstawiono: kat glowki
ramy, wyprzedzenie oraz kat nachylenia wahacza wzgledem ptlaszczyzny jezdni.

Zamieszczone na rys. 7.18 krzywe dotyczg wynikéw obliczen, w ktorych:
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Rys. 7.14. Poréwnanie badania drogowego z rezultatami z zadania sterowania
optymalnego, w kolejnosci od gérnego wykresu: predkos¢ V, przyspieszenie wzdtuzne a,,
przyspieszenie poprzeczne d,
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Rys. 7.15. Poréwnanie zarejestrowanych ugie¢ zawieszenia z wynikami otrzymanymi na
podstawie modelu numerycznego. Rezultaty numeryczne otrzymane dla danych
wejsciowych bedacych przyspieszeniami rzeczywistego pojazdu
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Rys. 7.16. Poréwnanie wynikéw otrzymanych na podstawie modelu numerycznego
z pomiarami. Wykres sporzadzony dla danych wejSciowych w postaci przyspieszen
z rozwigzania zadania sterowania optymalnego

Tabela 7.4. Minimalne, maksymalne oraz Srednie wartosci ugie¢ elementow sprezystych.
WielkoSci wyrazone w milimetrach

Model
: : . Model
Badanie (przyspieszenia : .
. (przyspieszenia
eksperymentalne zarejestrowane
. z ZS0)
eksperymentalnie)
Przéd Tyt Przéd Tyt Przéd Tyt
Min 10.25 0.08 16.49 -0.01 7.809 -0.08
Max 117.30 25.09 111.7 20.02 105.7 22.53
Srednia 44.52 11.83 44.66 11.57 47.79 13.01
120 T T T T T T T T T T 120

ugiecie [mm]
otwarcie przepustnicy [%]

500

SL‘/(SP [m]
przod - eksperyment przdd - Lagrange (sprezyna widelca 7.5 N/mm) ----- przod - Lagrange (sprezyna widelca 8.0 N/mm)
tyt - eksperyment tyt - Lagrange (sprezyna widelca 7.5 N/mm) tyt - Lagrange (sprezyna widelca 8.0 N/mm)

Rys. 7.17. Ugiecia elementéw sprezystych dla fragmentu trasy obejmujacego pierwszy
zakret. Pomiary eksperymentalne oraz rezultaty numeryczne dla réznej sztywnos$ci
sprezyn w widelcu teleskopowym
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Rys. 7.18. Przebiegi zmian wielkoSci charakteryzujacych geometrie pojazdu wyznaczone
na podstawie przebiegow ugie¢ zawieszenia, w kolejnosci od gérnego wykresu: kat
gtowki ramy, wyprzedzenie oraz kat nachylenia wahacza wzgledem poziomu

e uwzgledniono przechylenie pojazdu ¢ - pogrubiona linia ciggta w kolorze niebieskim,

e pominieto przechylenie pojazdu @ - linia przerywana,

e zastosowano dane wejSciowe (ugiecia elementow sprezystych) wyznaczone dla
zmienionej sztywnosci elementu sprezystego w widelcu teleskopowym - linia cienka
w kolorze pomaranczowym.
Pominiecie kata przechylenia ¢ powoduje znaczace réznice w rezultatach,

w szczegoOlno$ci w przypadku warto$ci wyprzedzenia.

7.4.2. Analiza poréwnawcza z badaniami jezdnymi - tor Road Atlanta

W  niniejszym przyktadzie, bedacym kontynuacja rozwazan prowadzonych
w podrozdziale 6.5, nie znano pelnej konfiguracji oraz specyfikacji pojazdu
(w przeciwienstwie do przyktadu z podrozdziatu 7.4.1). Z tego tez wzgledu przyjeto
szereg zatozen, ktore oparto na dosSwiadczeniu, dostepnej dokumentacji oraz
informacjach ze strony internetowej kierowcy, na ktorej udostepnione zostaly

prezentowane dane eksperymentalne [68].
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Geometrie pojazdu okreslono na podstawie pomiaréw przedstawionego na rys. 7.19
motocykla Yamaha R6. Przyjete podczas budowy modelu pojazdu uproszczenia oraz
zatozenia przedstawiaja sie nastepujaco:

e dilugo$¢ wahacza oraz wysuniecie widelca teleskopowego ponad goérng poétke
kierownicy (w motocyklu amerykanskiego zawodnika) oszacowano na podstawie
zdje¢ z omawianej rundy wyscigowej,

e sztywno$¢ elementow podatnych zawieszenia ustalono na podstawie dokumentacji
producenta zawieszenia,

e zalozono standardowa dilugos$¢ elementu resorujaco-ttumigcego w zawieszeniu
tylnego kota.

Wykorzystane w obliczeniach numerycznych charakterystyki elementéw
resorujgco-ttumigcych (rys.7.3 oraz7.5) zostaly przyjete na podstawie badan
przeprowadzonych na identycznych komponentach zwyszczegdlnionymi przez
amerykanskiego zawodnika na jego stronie internetowej [68]. Pomiary charakterystyk
(dla standardowych ustawien regulatoréw ttumienia, wyszczegélnionych w specyfikacji
zawieszenia) zostaly wykonane w siedzibie pracowni LTD34.

W trakcie pierwszej cze$ci analizy (podrozdziat 6.5) zidentyfikowane zostaty
fragmenty trasy, w ktorych pojazd z ,symulacji” hamowat z op6Znieniem wiekszym niz
pojazd rzeczywisty. Stwierdzono woweczas, Ze ,symulowany kierowca” wykorzystywat
zmiany pochylenia podtuznego jezdni (na odcinku trasy przypadajacym na manewr
hamowania) do uzyskania wiekszej wartoSci op6znienia.

Za pomoca zaproponowanego modelu drgan poddano weryfikacji mozliwos¢

hamowania z opo6Znieniem wyznaczonym w ZSO. Rezultaty obliczen zostatly

Rys. 7.19. Motocykl Yamaha R6, na podstawie ktorego okresSlono wielkosci
charakteryzujace geometrie pojazdu, przed (a) i w trakcie prac pomiarowych (b)
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przedstawione na rys.7.20. Z zaprezentowanych wykresow wynika, ze w trakcie
manewrdéw hamowania poprzedzajacych zidentyfikowane w podrozdziale 6.5 fragmenty
trasy (zakrety nr: 6, 10a oraz 12) zostalaby osiggnieta maksymalna warto$¢ ugiecia
(wykorzystany skok zawieszenia33), a wiec hamowanie zwyznaczonym w ZSO
opo6znieniem bytoby niemozliwe (bez wprowadzenia zmian w ustawieniach pojazdu).

W trakcie jazdy rzeczywistym pojazdem maksymalna warto$¢ ugiecia zostata
osiagnieta dwukrotnie: w trakcie fazy hamowania przed zakretem nr 10a (na odcinku
miedzy 3364.a 3416. metrem trasy) oraz w trakcie fazy hamowania przed zakretem nr 12
(dla sz = 3856 m).

Na podstawie zaprezentowanych rezultatow oraz zamieszczonej w podrozdziale 6.5
analizy, mozna stwierdzi¢, ze kierowca dysponowat mozliwos$cig zwiekszenia wartosci
opdznienia w trakcie manewru hamowania przed zakretem nr 6 oraz na poczatku
manewréw hamowania przed zakretami nr 10a oraz 12. Dla manewru hamowania
poprzedzajacego zakret nr 6, maksymalne ugiecie elementu sprezystego w zawieszeniu
przedniego kota byto o 17 mm mniejsze od dopuszczalnego. W przypadku manewrow
hamowania poprzedzajacych zakrety nr 10a oraz 12, maksymalna warto$¢ ugiecia
rejestrowana byta dopiero po (odpowiednio) 160. i 118. metrze od rozpoczecia fazy
hamowania. Przesuniecie ekstremum ugiecia wzgledem rezultatu numerycznego dla

przyspieszen z ZSO wynikato znieprawidtowego przebiegu cisnienia w uktadzie

ZAKRET 6 SZYKANA 10a - 10b ZAKRET 12

b
doath

y g
I | |
0 500 1000 1500 \-/2000 2500 3000 500 \-/4000

sd/st (m]

przdd - eksperyment ----- przéd - Lagrange(ZSO) tyt - eksperyment - - - -~ tyt - Lagrange(ZSO)l

Rys. 7.20. Poréwnanie ugie¢ elementéw sprezystych motocykla Yamaha R6
poruszajgcego sie po torze Road Atlanta. Przebiegi danych eksperymentalnych oraz
wyznaczonych numerycznie dla danych wejsciowych w postaci przyspieszen
wyznaczonych w zadaniu minimalizacji czasu manewru

33 W przypadku wykorzystania skoku, zawieszenie traci zdolnos¢ do absorbowania nieréwnosci
nawierzchni, co zwieksza ryzyko utraty przyczepnosci.
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hamulcowym przedniego kota, co opisano szczegétowo w podrozdziale 6.5.3.

Zauwazony problem polegajacy na osiagnieciu maksymalnej dopuszczalnej wartosci
ugiecia zawieszenia mogtby zosta¢ rozwigzany za pomoca:

e zmiany napiecia wstepnego elementoéw sprezystych w widelcu teleskopowym,
e zmiany sztywno$ci sprezyn w widelcu,
e zmiany poziomu oleju (objeto$ci komory kompensacyjnej amortyzatora).

Wptyw wymienionych zmian na wypadkowa site sprezystosci elementu
resorujgco-ttumigcego przedstawiony zostal na rys. 7.21. Zmiana napiecia wstepnego
przesuwa charakterystyke wzdtuz osi rzednych wykresu, zmiana sztywnosci sprezyny
zmienia nachylenie krzywej, za§ zmiana poziomu oleju wplywa na progresje sity
sprezystosci. Dwa pierwsze rozwigzania, ze wzgledu na globalny charakter zmiany
charakterystyki, wptynetyby na ugiecie zawieszenia w calym zakresie pracy, powodujac
zmiane geometrii pojazdu we wszystkich fazach ruchu. Zmiana poziomu oleju
(zatacznik B) ma charakter lokalny i powoduje zmiane charakterystyki dla ugie¢ bliskich
maksymalnego.

Zaktadajac sytuacje, w ktorej kierowca motocykla nie zglasza innych zastrzezen
dotyczacych zachowania pojazdu, nalezatoby rozwazy¢ rozwigzanie mozliwie neutralne

dla prawidtowo przebiegajgcych faz ruchu. W zwigzku z tym analizie poddano przypadek
zmiany poziomu oleju. Rezultaty obliczen dla poziomu oleju wynoszacego 180 mm oraz

200 mm zostaty przedstawione na rys. 7.22. Maksymalna warto$¢ ugiecia w trakcie

T T T T T T

\—— poziom oleju 200 mm
3000 ,,;—pozm?m oleju 180 mm :
i sprezyna +0.5 N/mm

[ [ napiecie wstepne +3 mm

sita sprezystosci [N]

1000.p \ \ L \ | ! \ |

40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
ugiecie elementu sprezystego widelca [mm]

Rys. 7.21. Poro6wnanie sity sprezystosSci dla réznej objetosci komory kompensacyjnej,
sztywno$ci sprezyny oraz napiecia wstepnego
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Rys. 7.22. Wplyw objetosci komory kompensacyjnej na rezultat obliczen

manewru hamowania poprzedzajacego zakret nr 10a zmalata o 1.8 mm, za$ Srednia
warto$¢ ugiecia na przestrzeni catego okrazenia zmalata o 0.5 mm. Zaproponowana
zmiana powinna umozliwi¢ uzyskanie pozadanego rezultatu, to znaczy zmniejszy¢
maksymalng warto$¢ ugiecia przy jednoczesnej minimalizacji wptywu wprowadzonej
zmiany na geometrie pojazdu w pozostatych fazach ruchu.

Rozpatrywany w niniejszym podrozdziale przyktad umozliwia przeprowadzenie
analizy wptywu modelu jezdni (2D lub 3D) na wynik obliczen. Na géornym wykresie
zrys.7.23 poréwnano ugiecie rzeczywistych elementow sprezystych z warto$ciami
oszacowanymi na podstawie zarejestrowanych eksperymentalnie przyspieszen.
Obliczenia numeryczne zostaly przeprowadzone dla dwu i tréjwymiarowego modelu
jezdni. Dolny wykres z rys. 7.23 przedstawia fragment trasy miedzy zakretami nr 51i 9.
Najwieksze roznice miedzy wynikami obliczen numerycznych obserwowane sg w trakcie
przejazdow przez wzniesienia (1470-1570 m i 2420-2570 m) oraz w trakcie manewréw
hamowania poprzedzajacych zakrety nr 6, 10a i 12. Tréjwymiarowy model jezdni
pozwolit uzyska¢ wysoka zgodnos$¢ rezultatbw numerycznych z eksperymentem.
W przypadku dwuwymiarowego modelu jezdni, réznica ugiecia w trakcie pokonywania
szczytOw wzniesien siega (wzgledem danych eksperymentalnych) 10 mm w przypadku
zawieszenia przedniego kota oraz 5 mm w przypadku zawieszenia kota tylnego.

Pozyskane eksperymentalnie charakterystyki tlumienia umozliwity wierne

odwzorowanie przebiegdw ugiecia zawieszenia.
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Rys. 7.23. Por6wnanie rezultatéw obliczen dla dwuwymiarowego oraz tréjwymiarowego
modelu jezdni (gorny wykres), zblizenie na fragment trasy miedzy zakretami
nr 519 (dolny wykres)

7.5. Podsumowanie
Niniejszy rozdziat poSwiecony zostat prdébie odpowiedzi na pytanie, czy w oparciu
o rezultaty z ZSO mozliwe jest wyciggniecie wnioskdw na temat ustawien pojazdu.
Podrozdzialty 7.1 i 7.2 poswiecono opisowi modelu pojazdu jednosladowego, za
pomoca ktérego, na podstawie informacji o przyspieszeniach pojazdu (z ZSO lub
eksperymentu), wyznaczono przyblizone wartosci ugie¢ elementow resorujgcych
w zawieszeniu przedniego oraz tylnego kota. Rdwnania ruchu sformutowano za pomocg
rownan Lagrange’a Il rodzaju. Przedstawiono roéwniez szczegélowy opis obcigzen
dziatajgcych na analizowany pojazd. W obliczeniach numerycznych uwzgledniono
tréojwymiarowy model jezdni oraz nieliniowe charakterystyki sit sprezystosci oraz

ttumienia. Rezultaty obliczen numerycznych poréwnano z badaniami drogowymi.
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Zaprezentowano rowniez przyktad, w ktérym zbadano wptyw wybranych charakterystyk
zawieszenia na $rednie i maksymalne wartoSci ugie¢ elementow sprezystych.

Analiza poréwnawcza z eksperymentem wykazata bardzo dobra zgodnos¢
rezultatow, pomimo, ze skomplikowany tréjwymiarowy ruch pojazdu zostat
zredukowany do ruchu ptaskiego. Wykazano, Ze model jezdni w znaczacy sposéb wptywa
na otrzymywane za pomocg modelu numerycznego rezultaty, w szczegélnos$ci na trasach
charakteryzujacych sie zmianami pochylenia podtuznego jezdni (niezerowa krzywizna
normalna).

Zaproponowany model drgan spetnia sformutowane na poczatku rozdziatu
oczekiwania3*. Pozwala na weryfikacje ugie¢ elementow sprezystych w zawieszeniu
pojazdu jednos$ladowego na podstawie znajomos$ci jego przyspieszen - z ZSO lub
zarejestrowanych w trakcie badan drogowych. Powinien réwniez umozliwi¢ skrocenie
czasu poszukiwania odpowiednich ustawien pojazdu, dzieki zastosowaniu numerycznej
weryfikacji roznych konfiguracji wprowadzanych zmian. Moze zosta¢ rowniez rozwazony
jako narzedzie rozszerzajace mozliwosci uktadéw pomiarowych, ktérych dziatanie oparte

jest wytacznie o pomiary satelitarne.

34 W odniesieniu do wymagania dotyczacego czasu obliczen, maksymalny czas w przypadku
prezentowanych przyktad6éw nie przekroczyt dwdch minut.
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8. Podsumowanie

W trakcie prowadzonych prac badawczych szczegdlng uwage zwracano na aplikacyjny
aspekt rozwazanego zagadnienia oraz mozliwo$¢ wykorzystania otrzymywanych
numerycznie wynikdw w po6zniejszej pracy z kierowca wyscigowym lub podczas prac
poswieconych rozwojowi i udoskonalaniu wyscigowego pojazdu jednosladowego. Z tego
tez wzgledu prezentowane w niniejszej rozprawie przyktady obliczeniowe zostaly
w wiekszos$ci przypadkéw zestawione z pomiarami zarejestrowanymi w trakcie ruchu
rzeczywistych pojazdéw. Prezentowane dane eksperymentalne pozyskiwane byty za
pomoca wyscigowych poktadowych uktadéw pomiarowych.

Z punktu widzenia mozliwosci uzytkowania narzedzi numerycznych w warunkach
pracy na torze wyscigowym (np. w trakcie trwania jazd testowych) istotny jest czas
trwania obliczen. Z tego tez wzgledu analizie poddano problem sterowania optymalnego
pojazdem w warunkach ruchu quasi-statycznego, ktéry ze wzgledu na zwiezty opis
dynamiki sterowanego uktadu przedstawiany jest w literaturze jako mato ztozony
obliczeniowo. Cecha charakterystyczng przyjetego podejScia jest roéwniez jego
uniwersalno$¢ wynikajgca z opisu obwiedni osiggéw pojazdu za pomoca diagraméw
przyspieszen (diagramow g-g). Dla tego samego uktadu réwnan stanu mozliwa jest
zaroOwno analiza ruchu samochodu, jak i motocykla. Zmianie ulega jedynie ksztatt
obwiedni diagramu przyspieszen.

Analiza rezultatow wstepnych symulacji numerycznych realizowanych
w poczatkowej fazie procesu badawczego wykazata, Ze prezentowane w literaturze
podejscie polegajace na sterowaniu pojazdem za pomoca jego przyspieszenia wzdtuznego
oraz poprzecznego jest niewystarczajace do uzyskania precyzyjnych i wartosciowych
rezultatow z punktu widzenia analizy poréwnawczej z danymi eksperymentalnymi.
Rozpatrywany problem charakteryzowato sterowanie typu ,bang-bang”. Pojazd
dysponowal mozliwo$cig natychmiastowej zmiany warto$ci sterowania na dowolng
warto$¢ dopuszczalng okreslong obwiednig diagramu g-g, w zwigzku zczym
otrzymywane rezultaty cechowatl brak realizmu. Zastosowane w nastepnym kroku
prowadzonych prac znane w literaturze podejscie sterowania pojazdem za pomoca
pochodnych pierwotnych zmiennych sterujacych pozwolito wuzyska¢ blizsze
rzeczywistoSci rezultaty, lecz jedynie w przypadku ograniczonego zakresu osigganych

przez pojazd predkoSci. Otrzymane rezultaty trudno wiec byto uzna¢ za w peini
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satysfakcjonujgce. Na kanwie zdobytych do$wiadczen zastosowano wtasne, oryginalne
podejscie, w ktorym statg warto$¢ dopuszczalng zmiennych sterujacych (bedacych
pochodnymi przyspieszenia - zrywami) zastgpiono zbiorem ograniczonym od gory oraz
od dotu hiperbolicznymi funkcjami zaleznymi od predkosci ruchu. Ograniczenia
wyznaczono na podstawie zbioréw danych eksperymentalnych, ktére zawieraty
informacje orejestrowanych w trakcie ruchu rzeczywistego pojazdu zrywach.
Zastosowane podejscie pozwolito uwzgledni¢ istotne cechy dynamiki pojazdu
wptywajace na zmiennos$¢ przyspieszen, jak rowniez uwzgledni¢ skonczong wartosé
momentu przyktadanego do kierownicy powigzang z fizycznymi uwarunkowaniami
cztowieka. Za pomocg licznych przyktadéw obliczeniowych wykazano, zZe
zaproponowane zmiany w sformutowaniu problemu pozwalajga uzyska¢ wysoka
zgodno$¢ zmian przyspieszen w calym zakresie osigganych przez pojazd predkosci.

Wprowadzona modyfikacja pozwolita na otrzymanie lepszego oszacowania
potozenia punktéow odniesienia (rozpoczecia fazy hamowania, przyspieszania, inicjacji
skretu) oraz w zauwazalnym stopniu wptyneta na ksztalt wyznaczanej w zadaniu
optymalizacji trajektorii ruchu. Po ograniczeniu dopuszczalnych wartosci zmiennych
sterujacych (zrywow) zaobserwowano (w otrzymywanych wynikach) manewry
charakterystyczne dla profesjonalnych kierowcéw wyscigowych, ktére moga zostaé
potraktowane jako ogdlne wskazéwki do efektywnej (szybkiej) jazdy motocyklem po
torze wysScigowym. Zaproponowana modyfikacja problemu zostala réwniez
z powodzeniem zastosowana w uogélnionym na ruch przestrzenny pojazdu zadaniu
minimalizacji czasu manewru. Wykazano réwniez na jednym z przedstawionych
przyktadéw, ze rezultaty otrzymane za pomocg sformutowanego zadania sterowania
optymalnego moga zosta¢ wykorzystane do poprawy czasu manewru w warunkach
rzeczywistego ruchu.

Majac na wzgledzie praktyczne cechy omawianego modelu obliczeniowego zwrécono
szczegblng uwage na dobor danych wejSciowych w procesie numerycznego
odwzorowania geometrii jezdni. Proces ten sformutowano jako zadanie optymalizacji
(zadanie sterowania optymalnego), w ktdrym minimalizowanym wskaZnikiem jako$ci
byta odlegto$¢ numerycznie odwzorowywanej krawedzi trasy od zadanych danych
wejsciowych. W przedstawionej analizie skupiono sie na metodach pozyskiwania
informacji o wysokoSciowym potozeniu krawedzi. Poréwnano ze sobg numeryczne

modele terenu o réznych rozdzielczos$ciach, a takze poruszono temat rejestrowanej za
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pomoca pomiardw satelitarnych wysokosci elipsoidalnej. Zaprezentowano wéweczas, ze
nieodpowiednio pozyskane dane wejSciowe moga skutkowac rezultatami wizualnie
niezgodnymi zrzeczywisto$cig. Zaprezentowane (w rozdziatach 6 i7) przykiady
obliczeniowe, umozliwity stwierdzenie, ze modele numeryczne o wysokiej rozdzielczosci
(na przykitad prezentowane w niniejszej rozprawie modele o rozdzielczosci 1 m)
pozwalajg na satysfakcjonujagce odwzorowanie geometrii rzeczywistej jezdni oraz
(w nastepnym etapie obliczen) cech ruchu pojazdu po tréjwymiarowej trasie.

Satysfakcjonujace rezultaty zapewnit réwniez zaproponowany model pojazdu
jednosladowego o trzech stopniach swobody, za pomoca ktérego przeprowadzono
analize ugiecia elementow resorujacych. Zbadano wplyw krzywizny normalnej jezdni na
warto$ci normalnych reakcji nawierzchni i wynikowe ugiecia elementdéw sprezystych
w zawieszeniu pojazdu. Zaprezentowano ponadto potencjal metody pod wzgledem
numerycznej weryfikacji réznych konfiguracji pojazdu, a nastepnie oceniono wplyw
wybranych zmian w pojeZdzie na przewidywane wartos$ci ugiec.

Sformutowane na poczatku rozprawy cele zostaty spetnione w satysfakcjonujacym
dla autora niniejszej rozprawy stopniu. Zaprezentowane modele oraz zaproponowane
modyfikacje podejs¢ opisanych dotychczas w literaturze pozwolity na uzyskanie
rezultatéw, ktére mogg by¢ traktowane jako warto$ciowe dane poréwnawcze w analizie
ruchu pojazdéw jednosladowych w warunkach uczestnictwa w zmaganiach sportowych.
Zaprezentowany przyktad obliczeniowy dotyczacy ruchu po skomplikowanej
geometrycznie jezdni toru wyscigowego Road Atlanta pozwolit wykaza¢ adekwatno$¢
oraz prawidtowos$¢ sformutowanych w pracy zatozen oraz zaproponowanych modyfikacji
w sformutowaniu problemu. Zostat réwniez spetniony cel rozprawy dotyczacy propozyc;ji
toku postepowania prowadzacego do wyznaczenia optymalnej trajektorii ruchu
wyscigowego pojazdu jednos$ladowego w warunkach ruchu quasi-statycznego.
Zaprezentowane zostaly niezbedne do realizacji procesu obliczeniowego narzedzia,
przedstawiono metody analizy rezultatéw oraz opisano sposéb realizacji obliczen.

Sprzegniecie zaproponowanych modeli ze stworzong aplikacja wspomagajaca proces
zarzadzania geometrig jednosladow pozwala traktowac caly przedstawiony proces

obliczeniowy jako warto$ciowe, dodatkowe Zrédto informacji w analizie ruchu motocykli.

184



8.1. Kierunki dalszych badan

Mozliwe kierunki dalszych badan podsumowano w formie nastepujgcych punktéw:

1. Uwzglednienie w modelu pojazdu bardziej szczegétowego modelu opony oraz sity

nosnej (sity docisku), co bytoby szczegdlnie wskazane ze wzgledu na obserwowany
w ostatnich latach znaczacy rozwoj aerodynamiki pojazddéw jednosladowych.
Sprzegniecie procesu generowania diagramu g-g z utworzong aplikacja do
zarzadzania geometria motocykli, ktére miatoby na celu uwzglednienie zmian
charakterystyk pojazdu spowodowanych ugieciami elementéow sprezystych
w zawieszeniu pojazdu.

Rozbudowanie zaproponowanego modelu drgan o pominiete w pracy aspekty
zwigzane z: ujemnym momentem silnika przy zamknietej przepustnicy,
bezwtadnos$cig elementéw wirujacych oraz sitg nosna.

Podjecie proby estymacji katoéw znoszenia k6t w ruchu optymalnym przy zatozeniu
ruchu krzywoliniowego w warunkach quasi-statycznych oraz uwzglednieniu zmian

w geometrii pojazdu spowodowanych ugieciami elementéw sprezystych.
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Zalaczniki

A. Opis jezdni w geometrii rozniczkowej

Wiasnosci  dowolnej gtadkiej krzywej przestrzennej c: (sg,sr) — R?® Klasy C3,
sparametryzowanej dtugos$cig tuku s, dla ktérej c¢''(s) # 0, nieprzecinajgcej sie oraz
unormowanej, to znaczy takiej, dla ktorej |c'(s)] =1, okre$lone sg wzorami
Freneta-Serreta. ZaleznoSci te opisujag pochodne wersoréw zwigzanego z krzywa
trojscianu Freneta: wersora osi stycznej T, normalnej gtéwnej N i binormalnej B (rys. 5.1
w podrozdziale 5.1). TréjScian Freneta tworza trzy wzajemnie prostopadte ptaszczyzny
nazywane: plaszczyzng S$ciSle styczng do krzywej (rozpieta przez wersory T i N),
normalng (rozpietg przez wersory N i B) oraz prostujaca (rozpieta przez wersory T i B).
Wersor T opisany jest réwnaniem T = ¢, wersor N opisuje zalezno$¢ N = T'/|T’|, za$
wersor B jest prostopadly do dwoéch pozostatych i powstaje w wyniku mnozenia
wektorowego

B = T X N. Zaleznosci Freneta-Serreta zapisane w postaci macierzowej przedstawiajg sie

nastepujgco3s
T 0 k O[T
N'|[=|-x« 0 <t|[|N] (A.1)
B’ 0 -t ollB
gdzie 7 jest torsg krzywej, zas$ k jej krzywizng dang wzorem
k=T (A.2)
Promien krzywizny wyraza zalezno$¢
p=1/k. (A.3)

Pierwsza zalezno$¢ w réwnaniu macierzowym (A.1) wynika wprost z definicji
wersora N.
W celu wyprowadzenia zalezno$ci na torsje 7 nalezy jednostkowa dtugo$¢ wersora B

zapisa¢ za pomocg iloczynu skalarnego

35 W przypadku krzywej przestrzennej, dla ktérej ¢’(s) # 1, parametr s zastepowany jest parametrem s(t)
i obowiazujace sg zaleznosci

dT dT dN _ dN dB  dB

dt “ds’  dt Cds’  dt Cds

193



B-B=1. (A.4)
W wyniku zrdzniczkowania (A.4) otrzymuje sie
B'*-B+B:B' =0. (A.5)
Korzystajac z wtasnosci formy dwuliniowej zapisa¢ mozna zalezno$¢
B'-B=0, (A.6)
z ktorej wynika, ze B’ jest ortogonalne do B. Wiadomo réwniez, ze iloczyn skalarny
B-T=0, poniewaz BLT. W wyniku zrézniczkowania wyrazenia B-T =10
otrzymywane jest réwnanie
B'-T+B-T =0. (A.7)
Drugi sktadnik rownania (A.7) zeruje sie ze wzgledu na ortogonalnos$¢ wersoréw B oraz
N, poniewaz T' = kN. Z zerowania pierwszego sktadnika réwnania (A.6) oraz (A.7)
wynika, Zze pochodna B’ jest ortogonalna do wersor6w T i B i moze zosta¢ wyrazona za
pomoca zaleznosci
B’ = —1N, (A.8)
ktdra jest trzecim wzorem Freneta-Serreta. Torsja T jest wiec dana zaleznoScig

¢ X ¢

! -

T=-B (A.9)

~leller

Trzecie rownanie w macierzy (A.1) powstaje poprzez zrozniczkowanie wyrazenia
N=BXxT.

Poniewaz pochodna wersora wynika jedynie ze zmiany jego kierunku, réwnania
Freneta-Serreta (A.1) opisuja predkos¢ katowa tréojScianu Freneta.

Orientacja tréj$cianu Orpg W nieruchomym uktadzie wspoétrzednych prostokatnych

moze zostac przedstawiona za pomocg macierzy obrotu3é
R(s) = [T P B]. (A.10)

Korzystajac z (A.10), zalezno$¢ (A.1) moze zostac przeksztatcona do postaci

0 —x O
R'=R[x 0 —t|=RS(Qp), (A11)
0 7 0

36 W algebrze liniowej, macierz obrotu R jest macierza transformacji zwigzang z obrotem uktadu
wsp6trzednych, dla ktérej prawdziwe sg warunki RRT = I oraz det (R) = 1. Kazda macierz obrotu moze
zosta¢ wyrazona za pomocg wektora osi obrotu oraz kata obrotu.
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w ktorej S(Qf) jest macierzg antysymetryczng3’, zas Qp jest wektorem predkos$ci katowej
trojScianu Freneta nazywanym wektorem Darboux.
Predkos$c¢ katowa Q rdwna jest sumie predkosci katowych wzgledem osi tréjscianu
Qr = 01 + 0y + Wp. (A.12)
Aby wyznaczy¢ wielko$ci wr, wy oraz wgp postuzy¢ sie mozna pojeciem predkosci

polowej opisanej w ogdlnym przypadku zalezno$cia

((ii_,: _ Alsir_{lo r(s) xer(z + As)' (A13)
w ktorej A jest (dla pewnego As) polem powierzchni figury (potowy réwnolegtobokus38)
ograniczonej przez promien wodzacy r(s) poruszajacy sie wokoét ogniska.
Z rézniczki wyrazenia r(s + As) otrzymywana jest zalezno$¢
dA lirm r(s) xr'(s)As _ r(s) x r’(s).

- = (A.14)
ds As—o0 2As 2

Kazdy z wektorow tréjscianu Freneta zakres$la tuk o statym promieniu. Wyrazenie dA/ds
jest wiec zwigzane ze zmiang kata w czasie i sktadniki réwnania (A.12) moga zosta¢
wyrazone jako

_TxT

= A.15

(I)T 2 /] ( )
N x N’

oy = ——, (A.16)
B X B’

Koncowy wzoér na predkos¢ katowa tréjScianu Freneta, wyznaczony za pomoca rOwnania

(A.12) oraz wzorow Freneta-Serreta, okresla zalezno$¢

Qp = kB +1T. (A.18)

37 Dowolna macierz antysymetryczna 3x3 moze zosta¢ zapisana jako

0 -n, n,
S(m) = [ ng 0 _nx‘;
—-n, Ny 0
gdzie ny, n,, n, sa elementami wektora n. Macierz antysymetryczna, z definicji, spetnia warunek ST =-8.

38 Pole rownolegtoboku utworzone z dwoch wektoréw a i b réwne jest iloczynowi wektorowemu a X b tych
wektorow.
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Prawdziwe jest wiec sformutowanie

0 —x O
S(Qp) = [K 0 —T]. (A.19)
0 0

Krzywa c¢(s), na mocy twierdzenia o jednoznacznos$ci rozwigzan réwnan
rézniczkowych z zadanym warunkiem poczatkowym [72], moze zosta¢ odtworzona za
pomoca zaleznoSci

Sf
c(s) = f tds, (A.20)
So
jesli znane sg warunki poczatkowe na c(sy).

Powierzchnia zorientowana

Wyprowadzenia prezentowanych w dalszej czeSci niniejszego zalacznika formut
zamieszczone sg w publikacji [18]. Wystepujace roznice oznaczen zostaty podsumowane
w formie ponizszej listy:
e osie tréjscianu Freneta oznaczono jako T, N, B zamiast t, p, b,
e osie reperu Darboux oznaczone zostaly jako t, n, b zamiast t, n, m,
e predkos$¢ katowg reperu Darboux przyjeto oznacza¢ symbolem £ zamiast Qp,
o sktadowe predkosci katowej reperu Darboux oznaczono symbolami Q,, Q,, Q,
zamiast Q,, .Qy, Q,.
Opis powierzchni zorientowanej danej r6wnaniem

w(s,n) =c(s) +n(s)ne R3:s e < s,,5 >n €< n(s),n,(s) >, (A.21)

gdzie n jest wielko$cig skalarng przedstawiajaca przesuniecie poprzeczne w ptaszczyznie
powierzchni zorientowanej (w kierunku wersora n prostopadiego do stycznej t),
dokonywany jest w ruchomym uktadzie wspétrzednych O,,, poruszajacym sie po
krzywej ¢, ktérego ptaszczyzna Oy, jest styczna do drogi, a oS t pokrywa sie z osig T
trojScianu Freneta (rys. 5.1 w podrozdziale 5.1).

Reper Darboux powstaje w wyniku obrécenia tréjscianu Freneta o kat v. Jego

predkos¢ katowa wynosi wiec

- 1 0 0 1[c+7 T+ Q¢
Qp = R(e,,v)Q, )=10 cosv sinv|| 0 |=]|ksinv|=[2)] (A.22)
0 —sinv cosv K K COSV Oy

gdzie R(e,, v) jest elementarng macierza obrotu, zas wielkosci Q;, Q,, i Q; nazywane sg

odpowiednio skreceniem geodezyjnym, krzywizng normalng oraz krzywizng geodezyjna.
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Uktad wspétrzednych zwigzany z powierzchnig zorientowang moze zostac
otrzymany z inercjalnego uktadu wspoétrzednych za pomoca trzech macierzy obrotu

zwigzanych z katami Eulera. Macierze rotacji zwigzane z elementarnymi obrotami

opisane s3 zaleznoSciami

1 0 0
R.(¢) =R(e,¢) =0 C —Sg|, (A.23)
0 Sq) C¢
c, 0 s,]
R,(w) =R(ey,u)=[0 1 0, (A.24)
—Su 0 ¢y
-Cg —Sp 07
R,(0) =R(e,0)=|sg cg O] (A.25)
0 o0 1l

Przyjeta w niniejszym problemie sekwencja obrotow3° zyx prowadzi do zaleznoSci

CQCH CQS#S¢ - SQC¢ CgSqu, + SQS¢
R =R,(0)R, ()R, (P) = |[SeCu SoSuSe +CoCp SeSuCep — CoS¢p|.  (A.26)
=S, CuSe CuCo
Wielkosci ,,s” oraz ,c” oznaczaja odpowiednio sinus oraz cosinus. Ze wzgledu na fakt, ze
prezentowany opis dotyczy geometrii drogi, przyjeto umownie, ze wielkosci 8, ¢ oraz u
beda nazywane odpowiednio odchyleniem, pochyleniem poprzecznym oraz pochyleniem
podtuznym. Wersory t, n, b reperu Darboux opisane sg odpowiednio przez pierwsza,

druga oraz trzecig kolumne macierzy (A.26).

Predkosc¢ katowa Qj, reperu Darboux powigzana jest z kagtami Eulera zaleznoScia

Q, =R"(0'e, + w'R.e, + $'R,RyR,) = J[¢' ' 6", (A.27)
w ktorej macierz J opisana jest jako
1 0 —Su
J=1[0 c¢ cussl. (A.28)
0 —sg Cucy

39 7 kazda kombinacjg obrotéw zwigzane jest potozenie osobliwe [18]. W sekwencji obrotéw zyx potozenie
osobliwe wystepuje dla p = +m/2.
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B. Aplikacja do zarzadzania geometria motocykla

Geometrie pojazdu jednosladowego charakteryzuja wielkosci (rys. B.1):
e w - rozstaw osi,
e d - odsadzenie kolumny zawieszenia przedniego (odlegto$¢ osi widelca

teleskopowego od osi gtowki ramy),

e [, - dtugos¢ wahacza,

e ¢ - katgtowkiramy,

e a, - Kkatnachylenia wahacza do podtoza,

e Rf - promien przedniej opony,

e R, - promien tylnej opony,

® a,=Rgsine—d - wyprzedzenie normalne,
e a=ay,/cose - wyprzedzenie.

Istotnym etapem prac rozwojowych nad ulepszaniem motocykla oraz prac
prowadzonych w trakcie dni testowych, jest proces dostosowywania pojazdu do
charakterystyki toru wyscigowego, opon i wymagan kierowcy. Praca nad ustawieniami
pojazdu polega na wprowadzaniu zmian w jego geometrii, na modyfikacji charakterystyki
sprezystosci i ttumienia elementdéw resorujaco-ttumigcych oraz na doborze ustawien

elektronicznych systemow*? wspomagajacych jazde.

a w

Rys. B.1. Geometria pojazdu jednosladowego

40 Systemami wspomagajacymi jazde wys$cigowa sa: uktad regulacji poslizgu wzdtuznego opony napedzanej
(z ang. traction control), uktad zapobiegajacy unoszeniu przedniego kota ponad jezdnie w trakcie
przyspieszania (z ang. anti-wheelie), sterowana elektronicznie przepustnica (z ang. ride-by-wire) oraz uklad
regulacji ujemnego momentu obrotowego silnika przy zamknietej przepustnicy w uktadzie dolotowym
silnika (z ang. engine-braking).
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Geometria drogowego motocykla o konwencjonalnym zawieszeniu teleskopowym
oraz napedzie za pomocg przektadni tancuchowej moze zosta¢ zmodyfikowana za
pomoca:

e zmiany dtugosci wahacza (zmiany liczby ogniw tancucha) - rys. B.2a,

e zmiany potozenia widelca teleskopowego wzgledem gornej pétki kierownicy,

e zmiany sztywnoSci elementow sprezystych zawieszenia oraz modyfikacjiich napiecia
wstepnego.

Podwozia motocykli wyscigowych umozliwiaja dodatkowo:

e regulacje dtugosci ramy oraz kata gtéwki ramy - rys. B.2b,

e zmiane potozenia osi wahacza - rys. B.2c,

e regulacje odsadzenia kolumny zawieszenia przedniego wzgledem osi gtowki
ramy - rys. B.2d,

¢ modyfikacje charakterystyki zawieszenia tylnego kota za pomoca wymiennych
elementéw uktadu dZwigniowego oraz regulowanej dilugosci elementu
resorujgco-ttumiacego,

¢ modyfikacje potozenia silnika wzgledem gtéwnej ramy nosnej,

e zmiane dtugosci tylnego elementu resorujgco-ttumiacego,

e regulacje ttumienia przy $ciskaniu i rozcigganiu amortyzatora, dla niskich i wysokich
predkosci ttoczyska w elemencie ttumigcym.

Lista mozliwych modyfikacji uzalezniona jest od klasy oraz modelu motocykla.
Geometria podwozia modyfikowana jest zazwyczaj za pomoca wymiennych wktadek,
ktorych przyklady zostaty przedstawione na rys. B.2. Zamieszczone rysunki
przedstawiaja modele CAD elementow regulacyjnych motocykla PreMoto3
zaprojektowanego i zbudowanego na Politechnice Warszawskiej przez akademicki zesp6t
zarzadzany przez autora rozprawy.

Modyfikacja geometrii jednosladu za pomoca jednej z wyszczegdlnionych metod
powoduje jednoczesng zmiane Kkilku wielkos$ci charakterystycznych. Na przyktad, zmiana
potozenia przedniego zawieszenia wzgledem poétek kierownicy wptywa na kat gtéwki
ramy, warto$¢ wyprzedzenia, kat nachylenia wahacza oraz rozstaw osi. Zmienia sie

réwniez potozenie wypadkowego Srodka ciezkoSci. W odpowiedzi na potrzebe
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kontrolowania procesu zmian powstato kilka pakietow oprogramowania*l, ktére znalazty
zastosowanie wsrod inzynier6w wyscigowych oraz producentéw motocykli. Wymienione
aplikacje umozliwiajg wyznaczenie wielko$ci charakteryzujacych geometrie motocykla
dla dowolnej wartosci ugiecia zawieszenia. Rozszerzona wersja oprogramowania
MotoSpec Chassis Program umozliwia ponadto analize wybranych wielko$ci
charakterystycznych na przestrzeni catego okrazenia lub wybranego fragmentu trasy.
Analiza ta dokonywana jest na podstawie przebiegu czasowego ugiecia zawieszenia
zarejestrowanego za pomocg czujnikow przemieszczen liniowych. Przyktadowe sposoby
montazu takich czujnikoéw zostaty przedstawione na rys. B.3.

W trakcie prowadzonych badan podjeto decyzje o opracowaniu wtasnej wersji
aplikacji utatwiajacej proces modyfikacji geometrii pojazdu jednosladowego. Uzyskano
wten sposéb swobode rozbudowy funkcjonalno$ci programu oraz wyzbyto sie
ograniczen zwigzanych z zamknietym formatem plikdbw. Wtasng wersje aplikacji

opracowano w srodowisku MATLAB.

Rys. B.2. Elementy regulacyjne geometrii motocykla (oznaczone na rysunkach kolorem
pomaranczowym): regulacja dtugosci wahacza (a), wktadki regulacyjne dtugosci ramy
oraz kata gtowki ramy (b), wktadki regulacyjne potozenia osi wahacza wzgledem ramy
nosnej pojazdu (c), wktadki regulacyjne odsadzenia kolumny zawieszenia przedniego
kota od osi gtéwki ramy (d)

41 Pakiety oprogramowania: MotoSpec Chassis Program, SuspAct, ZeroChassis.
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Rys.

B.3. Przykltadowe sposoby montazu czujnikOw przemieszczen liniowych.

Zdjecia: lewe oraz w prawym goérnym rogu przedstawiajg motocykl PreMoto3 zbudowany
na Wydziale SiMR Politechniki Warszawskiej. Rysunek trzeci jest fotografia z sieci#?

Aplikacja zapewnia funkcjonalno$¢ zblizong do jej komercyjnych odpowiednikéw

i pozwala na:

analize geometrii pojazdu dla zadanych ugie¢ elementéw resorujacych oraz zadanego
kata przechytuy,

poréwnywanie geometrii r6znych motocykli,

graficzne przedstawienie wynikow, w tym charakterystyk mechanizmu
dZzwigniowego tylnego zawieszenia,

tworzenie wielosegmentowych charakterystyk sity sprezysto$ci w elemencie
resorujgcym,

realizacje obliczen, w ktorych profil poprzeczny opony opisany jest za pomoca elipsy.

Aplikacja oferuje takze unikalne mozliwosci, takie jak:

analiza geometrii motocykla z uwzglednieniem kata skretu kierownicy,
analiza wielkoSci charakteryzujacych geometrie pojazdu w oparciu o przebiegi
czasowe: ugiecia elementéw resorujacych, kata przechytu oraz kata skretu

kierownicy.

42 URL: datamc.org/data-acquisition/adding-sensors/suspension-potentiometers [dostep: 05.2023].
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Rys. B.4. Etapy procesu obliczeniowego stworzonej aplikacji

Proces obliczeniowy podzielony zostat na trzy etapy (rys. B.4). Niezbedne wymiary
oraz informacje o pojezdzie przechowywane s3 w zbiorczym arkuszu kalkulacyjnym
MS Excel.

Pierwszy etap obliczen
Zbudowana aplikacja zapewnia wsparcie dla nastepujacych uktadow tylnego
zZawieszenia:

e elementu resorujgcego potaczonego bezposrednio z wahaczem (rys. B.5a),

e mechanizmu dZwigniowego typu ProLink (rys. B.5b),

¢ mechanizmu dzwigniowego typu Unitrak (rys. B.5c),

¢ mechanizmu dZwigniowego znanego z motocykli Ducati Panigale (rys. B.5c).

W ramach pierwszego etapu obliczen wyznaczane sg podstawowe charakterystyki
zawieszenia tylnego kota:

e relacja kinematyczna miedzy ugieciem sprezyny, a pionowym przemieszczeniem

tylnego kota (rys. B.6airys. B.6b),

e sztywno$¢ zredukowana tylnego zawieszenia (rys. B.6¢c),

e statyczna sita pionowa wywotujgca pionowe przemieszczenie kota (rys. B.6d).
Zamieszczone na rys. B.6 charakterystyki zostaty przedstawione jako funkcje pionowego
przemieszczenia tylnego kota.

W etapie pierwszym wyznaczana jest dodatkowo charakterystyka elementu
resorujgco-ttumigcego. Przyktad takiej charakterystyki dla standardowego elementu
resorujgco-ttumigcego stosowanego w zawieszeniu tylnego kota przedstawiony zostat na
rys. B.7a. Elementem sprezystym jest wowczas liniowa sprezyna Srubowa oraz gaz
sprezany w komorze kompensacyjnej amortyzatora. W stosowanych w motocyklowych
zawieszeniach elementach resorujgco-ttumigcych przemieszczenie ttoka ttumika rowne
jest ugieciu elementu sprezystego. Budowa amortyzatora (elementu ttumigcego)

implikuje nieliniowy przebieg sily sprezystosSci, rowniez w przypadku zastosowania
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Rys. B.5. Uktady zawieszenia tylnego kota obstugiwane przez stworzong aplikacje:
element resorujgco-ttumigcy potaczony bezposrednio z wahaczem (a), mechanizm
dzwigniowy Pro-Link (b), mechanizm dzwigniowy Unitrak (c), mechanizm dZwigniowy
stosowany w motocyklu Ducati Panigale (d)

sprezyny o charakterystyce liniowej. Poruszona kwestia zostanie doktadniej oméwiona
w dalszej czesci niniejszego zatgcznika na przyktadzie elementéw resorujaco-ttumigcych
stosowanych w zawieszeniu przedniego kota. Uzywane dalej sformutowanie
,Charakterystyka elementu resorujgcego” dotyczy¢ bedzie catkowitej sity sprezystosci
w elemencie resorujgco-ttumigcym.

Charakterystyka elementu resorujgcego przedstawiona na rys. B.7b przyjmuje postac
krzywej tamanej i opisuje element resorujgco-ttumigcy wyzszej klasy. Fragment
charakterystyki dla ugie¢ od 0 do 5 mm jest obszarem pracy tak zwanych sprezyn
,top-out”, ktére dziataja w opozycji do sprezyny gtéwnej i zmniejszaja wartos$¢ sity, jaka
nalezy zadziata¢ na element resorujacy, by wywota¢ jego ugiecie. Sprezyny ,top-out”
stosowane s3 w celu poprawy kontaktu opony z jezdnig w przypadku matej warto$ci
normalnej reakcji nawierzchni. Srodkowa cze$é charakterystyki jest taka sama jak na
rys. B.7a. Trzeci fragment charakterystyki (ugiecie wieksze niz 21 mm) jest obszarem
pracy poduszki gumowej, ktéra zabezpiecza przed wykorzystaniem skoku amortyzatora

i zderzeniem pomiedzy ruchomg a nieruchoma czescig elementu resorujgco-ttumiacego.
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Rys. B.6. Generowane przez aplikacje charakterystyki zawieszenia tylnego kota: zaleznos¢
miedzy ugieciem sprezyny a pionowym przemieszczeniem kota (a), zalezno$¢ miedzy
pionowym przemieszczeniem kota a ugieciem sprezyny (b), sztywnos$¢ zredukowana (c),
sita pionowa przytozona do tylnego kota (d). Charakterystyki wyrazone w funkcji
pionowego przemieszczenia tylnego kota

Drugi etap obliczen

Informacjg przekazywang pomiedzy pierwszym, a drugim etapem obliczen jest kat o jaki
nalezy obroci¢ wahacz, by element sprezysty skrécit sie o podang wartos¢. Znajomos¢
wspomnianego kata obrotu wahacza oraz wymiaréw geometrycznych motocykla
pozwala na wyznaczenie potozenia punktow charakterystycznych motocykla:

e osiprzedniego i tylnego kota,

e osiwahacza,

e osiglowki ramy,

e osiprzedniej kolumny zawieszenia,

e osi kota tancuchowego napedzajacego.
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Rys. B.7. Przebieg sily sprezystosci w standardowym elemencie resorujgco-ttumigcym
zawieszenia tylnego kota (a), przebieg sity sprezystosci w przypadku zastosowania
sprezyn ,top-out” oraz poduszki gumowej (b). Wykresy w funkcji ugiecia elementu
sprezystego (sprezyny)

Na podstawie potozenia punktéw charakterystycznych obliczane s3 nastepujace
wielkoSci:
e Kkat gtowki ramy,
e wyprzedzenie oraz wyprzedzenie normalne,
e rozstaw osi,
e kat nachylenia wahacza do ptaszczyzny jezdni,
e Kkaty o i T przedstawione na rys. B.8 charakteryzujace reakcje zawieszenia tylnego
kota na site napedowg oraz site obwodowa w tancuchu [64].
Wyniki z drugiego etapu obliczenn moga zosta¢ przedstawione w formie graficznej.
Na rys. B.9 porownano geometrie motocykla Yamaha R3: w przypadku zerowej wartosci
ugiecia elementéw resorujacych (kolor szary) oraz dla ugie¢ rejestrowanych w trakcie
mocnego hamowania (kolor czerwony, ugiecie elementu podatnego w zawieszeniu
przedniego kota rowne 120 mm oraz zerowe ugiecie zawieszenia tylnego kota).
Trzeci etap obliczen
Informacja przekazywana z drugiego do trzeciego etapu obliczen jest warto$¢ kata gtowki
ramy odpowiadajaca zadanym warto$ciom ugie¢ elementéw sprezystych. Kat gtowki

ramy wykorzystywany jest do wyznaczenia sztywno$ci zredukowanej*3 zawieszenia

43 Sztywnos$¢ zredukowana zawieszenia jest to sztywnos$¢ rownowaznego zawieszenia, w ktérym masa
resorowana potgczona jest z masg nieresorowang za pomocg pionowo skierowanej sprezyny i ttumika [64].
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przedniego kota (rys. B.10a). Pozostatymi charakterystykami zawieszenia przedniego
kota sg wartos¢ sity pionowej w funkcji ugiecia sprezyny (rys. B.10b) oraz zaleznos¢ sily

sprezystosci od ugiecia elementu sprezystego (rys. B.11a).

Srodek ciezkosci

Rys. B.8. Katy 7 oraz o charakteryzujace reakcje zawieszenia tylnego kota na site
napedowg i site obwodowg w tancuchu

1000
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200
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-500 0 500 1000 1500 2000

Rys. B.9. Przyktadowy wynik obliczen etapu drugiego. Pordwnanie geometrii motocykla
Yamaha R3 dla réznej wartosci ugiecia elementu resorujgcego w zawieszeniu przedniego
oraz tylnego kota
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Rys. B.10. Sztywno$¢ zredukowana (a) oraz sita pionowa (b) w funkcji ugiecia sprezyny,
dla dwoch wartosci kata gtowki ramy

Przyktadowa charakterystyka widelca teleskopowego (zalezno$¢ sity sprezystosci od
ugiecia elementu sprezystego) zostala przedstawiona na rys.B.11a, za$ rys.B.11b
przedstawia sktadniki wypadkowej sity sprezystosci. Progresywna charakterystyka sity
sprezystosci wynika ze zmiany objeto$ci komory kompensacyjnej amortyzatora, ktora
powoduje przemieszczajgca sie dolna noga teleskopu. Malejaca objetos¢ komory
kompensacyjnej wywotuje wzrost ciSnienia wypetniajacego ja gazu i w konsekwencji
wzrost sity jaka nalezy przytozy¢ do dolnej nogi teleskopu by wywotac jej
przemieszczenie.

Poczatkowa objetos¢ komory kompensacyjnej zalezy od objetosci oleju
w amortyzatorze. Producent danego komponentu informuje o wymaganej objetosci oleju
w dwojaki sposob: podajac doktadng wartos¢ liczbowq albo tak zwany poziom oleju.
Przez poziom oleju rozumiana jest odlegto$¢ pomiedzy gérna krawedzig nieruchome;j
nogi teleskopu (w pozycji, w ktorej noga nieruchoma opiera sie o dolng cze$¢ nogi
ruchomej), a lustrem cieczy (oleju), co zostato przedstawione w schematyczny sposob na
rys. B.12. Szczeg6towy opis procedury pomiaru poziomu oleju oraz zakres
dopuszczalnych wartosci podawany jest w specyfikacji danego elementu resorujgco-
ttumigcego. Wplyw poziomu oleju (objetosci komory kompensacyjnej) na progresje sity

sprezystosci zilustrowany zostal na rys. B.11a.
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Rys. B.11. Wptyw objetosci komory kompensacyjnej na przebieg sity sprezystosci.

Wykresy w funkcji ugiecia sprezyny elementu resorujaco-ttlumigcego w zawieszeniu
przedniego kota (a) oraz sktadniki catkowitej sity sprezystosci (b)

°8

/)

/A

Rys. B.12. Schematyczna ilustracja*# przedstawiajgca procedure pomiaru poziomu oleju
w widelcu teleskopowym

44 Tlustracja z instrukcji montazu akcesoryjnego uktadu tlumienia firmy Ohlins przeznaczonego do
motocykla Yamaha R3, kod produktu: 21944-01, instrukcja dostepna pod adresem URL:
www.ohlins.com/document/74749/ [dostep: 03.2023].
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Analiza wptywu kqta przechytu oraz kqta skretu kierownicy na geometrie pojazdu

Ze wzgledu na rozng szeroko$¢ opon, przechylenie motocykla powoduje rownoczesny
ruch pochylajacy ku przodowi. Omawiana sytuacja zostala zilustrowana za pomoca
rys. B.13, na ktérym przedstawiony zostat widok tytu motocykla wyposazonego w opony
o kotowym przekroju poprzecznym. Promien przekroju poprzecznego przedniej i tylnej
opony oznaczony zostal odpowiednio symbolami t; i t,. Przy zalozeniu zerowego kata
skretu kierownicy § oraz zerowego poslizgu w kierunku poprzecznym, przechylenie
motocykla o kat ¢ powoduje przesuniecie punktu styku tylnej opony z jezdnig o odlegtos¢
réwna t,.@. W zwiazku z réznica szerokosci opon przednie koto unosi sie ponad jezdnie
(Srodkowa ilustracja na rys. B.13). Aby kontakt przedniej opony z jezdnig pozostat
zachowany motocykl obraca sie wzgledem osi y o pewien kat Au. R6znica przemieszczen
poprzecznych punktéw styku opon wynosi woéwczas (tr - tf) sin .

Kat pochylenia Au dla niezerowej wartosci katéw @ oraz § moze zosta¢ wyznaczony
za pomocg skomplikowanej analitycznej zaleznosci zamieszczonej miedzy innymi w [73],
ktdéra zostata wyprowadzona dla kotowego przekroju poprzecznego opony. W trakcie
opracowywania omawianej aplikacji przyjete zostato zatozenie, Ze przekrdj opony
opisany bedzie za pomoca elipsy, ktora lepiej aproksymuje rzeczywisty przekroj

poprzeczny opony. Dlatego tez, aby unikng¢ koniecznos$ci wyprowadzania od nowa

/‘1\ koto przednie ¥ __katprzechylu
A\ ! p%aAszczyzna symetrii motocykla
/ ‘ kototylne ¢, tg¢@ ’ / t-tg @
| 7 o
| btee e
\$ obnizenie kota
. przedniego
0 Y 0
'Z P ' t-@ | poprzeczne przemieszczenie (tr—tr)tg @
punkt przeciecia } punktu styku tylnej opony réznica przemieszczen
ptaszczyzny symetrii ) poprzecznych
z plaszczyzna jezdni A

Rys. B.13. Poprzeczne przemieszczenie punktow styku opon z jezdniag w przypadku
motocykla wyposazonego w opony o roznej szerokosci. Rysunek pochodzi z ksigzki [64],
opisy zostaty przettumaczone przez autora rozprawy
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skomplikowanej zalezno$ci na kat Au podjeto decyzje, ze kat Ay oraz wspotrzedne
punktu styku przedniej opony z nawierzchnig zostang wyznaczone numerycznie.
Schemat blokowy zastosowanego algorytmu przedstawiony zostat na rys. B.14.
W pierwszym etapie obliczen wyznaczane jest potozenie wszystkich punktéw
charakterystycznych jednos$ladu przy zatozeniu zerowego kata przechytu ¢ oraz kata
skretu kierownicy &. Nastepnie wspéirzedne punktow przeksztatcane sa do
odpowiednich lokalnych uktadéw wspotrzednych. W kolejnym kroku przeprowadzana
jest dyskretyzacja fragmentu przedniej opony (rys. B.15a), a nastepnie wprowadzany jest
obrot przedniego ztoZenia o kat § wzgledem osi gtéwki ramy oraz obrot catego motocykla
o kat ¢ wzgledem pierwotnego punktu styku tylnej opony z nawierzchnia (punktu styku
tylnej opony z nawierzchnig dla motocykla ustawionego pionowo). Ztozenie tych dwoch
obrotow skutkuje podniesieniem przedniego kota ponad ptaszczyzne jezdni, analogicznie
do $rodkowej ilustracji z rys. B.13. W nastepnym kroku zaczyna sie iteracyjny proces
poszukiwania styku przedniej opony z jezdnig. Motocykl obracany jest o pewien z géry
narzucony kat Au,. Obrét nastepuje wokoét osi prostopadtej do ptaszczyzny symetrii
tylnego kota przechodzacej przez punkt styku tylnej opony z jezdnig. Po wykonaniu
obrotu zliczana jest liczba weztéw siatki zdyskretyzowanego przedniego kota, ktore
znajduja sie pod ptaszczyzng jezdni (rys. B.15b). Jezeli zaden wezet siatki nie znalazt sie
ponizej ptaszczyzny jezdni motocykl jest ponownie obracany o kat Au; = Ay;_4, gdzie
i jest numerem iteracji procesu obliczeniowego. Jes$li liczba weztéw siatki pod
powierzchnia jezdni jest wieksza od czterech, motocykl przywracany jest do pozycji
z iteracji poprzedniej, za$ przyjeta warto$¢ kata pochylenia dzielona jest na pot
Obliczenia trwajg do momentu, az pod ptaszczyzng jezdni znajdzie sie od jednego do
czterech weztéw siatki. Punkt styku jest woéwczas przyjmowany w $rodku ciezkoSci
znalezionych punktéw. Wprowadzona graniczna liczba czterech weztéw siatki miata na
celu ograniczenie liczby iteracji w przypadku, gdy element siatki wchodzacy w kontakt
z ptaszczyzng jezdni jest do niej rownolegly. W dalszej kolejnosci punkty styku opon
(przedniej i tylnej) rzutowane s3 na ptaszczyzne symetrii tylnego kota, a nastepnie
wyznaczane s3 wielkosci charakteryzujace geometrie pojazdu. Wptyw katéw @ i § na

geometrie pojazdu przedstawiony zostat w tabeli B.1.
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v | ]
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-~

Liczba punktow TAK
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ptaszczyzng

jezdni)

Wyznaczenie srodka ciezkosci dla
znalezionego zestawu punktow

]
Zapisanie wspotrzednych
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Rys. B.14. Schemat blokowy algorytmu poszukiwania kontaktu przedniej opony z jezdnia
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Rys. B.15. Fragment przedniej opony po dyskretyzacji (a), wykryty kontakt miedzy opona

a nawierzchnig w 12 wezlach siatki (b)

Tabela B.1. Wptyw przechylenia ¢ oraz kata skretu kierownicy § na geometrie pojazdu.
Obliczenia przeprowadzone na przyktadzie motocykla Yamaha R3, dla 40. milimetrowego
ugiecia sprezyny widelca teleskopowego oraz 9. milimetrowego ugiecia elementu

sprezystego tylnego zawieszenia

Konfiguracja 1

Konfiguracja

2

Konfiguracja 3

@ =0°6 =0.0° @ =50°46 =0.0° @ =50°6 =0.5°
e kat gtéwki ramy 25.11° 24.57° 24.54°
a, W’;l%rrzrflglzrf:‘e 90.6 mm 79.8 mm 77.4 mm
a  wyprzedzenie 100.1 mm 87.8 mm 84.7 mm
w rozstaw osi 1390.6 mm 1390.8 mm 1393.1 mm
kat nachylenia
a wahacza do 9.08° 8.54° 8.51°
podtoza
¢ Kattransferu 23.28° 21.96° 21.93°
obcigzenia
o kat przysiadu 27.33° 25.21° 25.18°
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C. Weryfikacja modelu drgan na drodze obliczen analitycznych

Weryfikujac poprawno$¢ budowy modelu pojazdu zatozono sytuacje, w ktorej pojazd
hamuje z opdznieniem —4 m/s? zjezdzajac z wzniesienia o kacie nachylenia 5°. Dla
prostoty rachunkéw analitycznych pominieto opory toczenia, opor aerodynamiczny oraz
opor bezwtadnosci w ruchu obrotowym kot.

Modelowanym pojazdem byt motocykl Yamaha R3. Wyznaczone numerycznie
ugiecie elementu sprezystego w zawieszeniu przedniego i tylnego kota, po wygaszeniu
drgan, wynosi odpowiednio 81.26 mm oraz 1.10 mm. Przebiegi czasowe ugie¢ zostaty

przedstawione na rys. C.1.

a) b)
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ugiecie sprezyny - zawieszenie przedniego kota [mm]

ugiecie sprezyny - zawieszenie tylnego kota [mm)]

o

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 -1

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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t[s]
Rys. C.1. Ugiecie elementdw resorujacych pojazdu, rezultat otrzymany dla modelu drgan

Na pojazd dziatajg sity przedstawione na rys. C.2 i rys. C.3. Wymiary zamieszczone na
rysunkach zostaly zestawione w tabeli C.1. Sita grawitacji oraz sita bezwtadnoSci zostaty
przytozone do wypadkowego Srodka ciezkos$ci wszystkich czterech ciat uktadu.

Obcigzenie pionowe przedniego i tylnego kota wynosi odpowiednio
1
Ny = - [mg(b cosu + hsinp) + ma, h] = 1529.04 N (C.29)
1 ~
N =— [mg((w — b) cospt — hsinp) —ma,h| = 611.18 N (C.30)

Sita wzdtuzna oznaczona symbolem F,  wynosi
FE, = ma, + mgsinu = 1063.24 N. (C.31)

Sity N; oraz F; (na podstawie rys. C.3a) wynosza odpowiednio
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Rys. C.2. Schemat pojazdu oraz dziatajagce na pojazd sity
Ny = Ny —mygcosp = 1431.31N (C.32)
F1 = xf - m4g Slnﬂ - m4ax = 101469 N. (C.33)

Rzutujgc sity N; i F; na Kierunek osi widelca teleskopowego otrzymujemy site Fp

Sciskajaca przednie zawieszenia pojazdu réwna
Frs = F; singq + Ny cos, = 1711.28 N. (C.34)

Ugiecie elementu sprezystego moze by¢ wyznaczone na podstawie charakterystyki
zrys. 7.9a. Sita F¢; 0 warto$ci 1711.28 N odpowiada ugigciu 81.26 mm. Wynik jest zgodny
z rezultatem analizy numeryczne;j.

W celu wyznaczenia ugiecia elementu sprezystego w zawieszeniu tylnego kota

zostato zapisane rGwnanie momentdéw wokét osi wahacza (zgodnie z rys. C.3)

M5 = Ls[(N;. — m3gcos i) cos @, — m3(8y + gsinu) sin g, ] +

(C.35)
—my[lsggcosu + hgy(gsinu + a,)] = 245.05 Nm

Zgodnie z charakterystyka z rys.7.10a, moment M,; o warto$ci 245.05 Nm
odpowiada skreceniu sprezyny kotowej o kat 0.321°. Za pomoca charakterystyki
zrys. 7.10b mozna stwierdzi¢, Zze wyznaczonemu katowi skrecenia sprezyny kotowe;j

odpowiada ugiecie elementu sprezystego w zawieszeniu tylnego kota rowne 1.10 mm.
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Wyniki obliczen analitycznych potwierdzity wyniki otrzymane za pomocg modelu

numerycznego.

a)

b)

i

Wz 05 wahacza

Wy, Wz=sily oddzialywania zfozenia
glownego na zlozenie wahacza

Rys. C.3. Sity i momenty dziatajace na przednie (a) oraz tylne (b) koto pojazdu. Na
rysunkach, ze wzgledu na przyjete zatozenia, pominieto moment stycznych sit
bezwtadno$ci oraz przesuniecie pionowych reakcji nawierzchni

Tabela C.1. Wartosci wykorzystywanych wielkos$ci

Wielkos$¢ Warto$¢ Jednostka
my 185 kg
m, 10 kg
ms 14 kg
my 10 kg
w 1369.691 mm
b 684.924 mm
h 591.045 mm
ls 591.000 mm
01 22.590 °

0, 8.807 °

g7 341.000 mm
g% 5.000 mm
sy 247.818 mm
hgy4 33.336 mm
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