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RECENZIA ROZPRAWY DOKTORSKIE] PANA MGR KRZYSZTOFA WESKA
PT. COLORINGS OF THE PLANE AVOIDING DISCRETE COLINEAR STRUCTURIES

Omowienie zawartogci pracy wraz z jej oceng

Problem Hadwigera Nelsona, postawiony w polowie XX wieku, jest naturaliyin pytaniem
dotvezacym kolorowania plaszezyany 7 ograniezeniami. Dotyezy on znalezienia liczby chroma-
tyezne] grafi. w ktorvm 2hior wierzehotkdw to wszystkie punkty plaszezyzny a wierzehelki sa
polgezone krawedzia, gdy odpowiadajace i punkty plaszezyiny sa w odleglosel dokiadnie 1.
Jost to jedno z tveh prostyel™ w swoin sformulowaniu pytan, na ktore odpowied? nie jest pro-
sta i ktéro inspiruja do cickawyeh 1 zaawansowanyeh rozwazall watematycznych, Od mementu,
liedy problem zostal postawiony, wzbudzal on duze zainteresowanic szerckiego grona naukow-
cow. Rozwazano rozmaite typy kolorowan (micrzalne, ograniczone przez krzywe Jordana). za-
leznodel micdzy odpowiedzig na pytanic a dobrang aksjomatyka i cickawe naturalne uogdinienia
tego problennt. Preedstawiona praca doktorska wpisuje sie wostatni nurt badani nad proble-
mem Hadwigera Nelsena, W kolejnyeh rozdzialach pracy sa rospatrywane rozoe nogolnienia
problemn Hadwigera-Nelsona, Niektore polegajn nazminnie definicji grafu np. zwickszenin
Hezby krawedzi przez rozhngnienic warnnkow dotyvezacyeh odleglosel prayleglveh wivrzeholkow,
Niektore dodaja pewne dodatkowe ogramezenia dotyezace kolorowan. np. kolorowama bez za-
danvel wzoredw, czy ber jednokolorowyvely nkiadow wierzeholkdw na lintach prostych.

Na potrzeby el recenzji. wszetkic grafv, keorvel zhior wicrzchotkaw jest podzbiorem plasz
covzny o krawedzie miedzy wicrzeholkami sa zdefiniowane na podstawie wzajemnego utozenia
(odlegtodel) owveh wierzeholkow, bede nazywad gralami plaszezyziny.

Reconzowana rozprawa dokeorska. liezaca 103 strony, sklada sie ze streszezenia, jednego
rozdziniu wstepnege, pieciu rozdzialow preedstawiajacyeh wyniki rozprawy, oraz bibliografii.

ktora obehmuje 149 pozyejl.



Wazdy rozdzial zacezyvna sio szeroking omdwicniom powigzanvel, znanyeh wynikdw 1 moty-
wacjy do prowadzenia badan prezentowanyvel w danej exeien pracy. Razdy 7 rozwazanyeh pro-
Bleméw jest w naturalny sposob zwiazany 7 istnicjgeymi wezesnic] kierunkami badan, dobize
zmotywowany § potencjalnie ciekawy dla szerszego grona hadaczy.

W opierwszym. wstepnyin rozdziale Autor opisuje historie problenn, podaje podstawowe
definicje, pojecia i znane wyniki niezhedne do zrozumienia dalsze] czedel pracy oraz praedstawia
strukture calej pracy. Rozdzial ten jest zgrabnyi wstepen do dalszych rozwazan.

W drugim rozdziale rozpatrywane jest pierwsze nogoliienic problemu Hadwigera-Nelsona.
Dotyezy ono liczby chromatvezne] araln plaszezvzny, w ktarvm dwa punkty sa potaczone, gdy
ich odleglogel znajduia sie w pewnyim przedziale. Dowdd opiera sic na dwoeh spostrzezeniach.
Piorwsze spostrzozenio jest zaprezentowane w lemacie 2.7, ktory mowi, ze w rozwazaiyu w Lty
rozdzinle gralic plaszozvzny istnicje mala kula, w ktorej wystepuja co najimnicj trzy kolory.
Lemat ten byl niezaleznie udowodniony inng metody w nicopublikowane] joszeze pracy [34].
Drugie spostrzezenic (stwierdzenic 2.9). poprzes wynik z lematu 2.7, w nicoczywisty sposob
laczy Nezbg chromatyezng grafu plaszezyzny z liczba chromatyezng odpowiednio zdefiniowa-
nego prafu praszezyvzny indukowanego na pierscleniu. Wyniki dotyezace liezby chromatycsnej
gralu plaszezyyzny ostatecznie sa uzyvskane rzez oszacowanie liczby chromatyczne] rozwazanych
pierdeieni. Oszacowania sq oltrzyimane przez znalezienie odpowiednich skonczonyeh podgrafow
grafu plaszezy/my zawartego w pierscieniach i oszacowanie odpowicdniej liczby chromatyczne]
7 wykorzystanicm komputera, Naturalng konsekwencjg tego wyniku s bardzo dokiadne osza-
cowania na liczbe chromatyvesna rozwazanveh w dowodzie piergeieni. Rezultat dotyezacy liezh
chromatyeznyeh pierscieni zostal ujety w rozdzale 2.4, Moim zdaniom wyniki preedstawione
w tvin rozdziale sa naturainie zmotvwowane wezesnicjszymi badaniami dotvezaeyvini kolorowa-
nia plaszezyzny. Rezultaty sa clckawe. a metody dowodowe interesujgee.

W trzecim rozdziale rozwazany jest problem kolorowania plaszezyzny 2 unikaniem mo-
nochiromatyeznyeh ukladéw punktow na plaszezvinic. Rozwazany problem jest naturalnym
nogdHnieniem problomu Hadwigera-Nelsona, w ktorym unikainy monochromatyeznyeh nkladow
punktow w odlegiodel 1. W tvin przypadiu rozwazany jest problem unikania ukladow n punk-
tow na prostej, w ktorvel dwa sgsiednie punkty sa w odleglodel # preedzialu [1. 4] (o, Lilehy,
Jost to naturalne nogdlnienic wezesnie] rozwazanveh problemow unikania monochyomatycznyceh
puinktow na lnil 2 odleglosciany réwnymi 1 oniedzy dwoma kolejnymi punktami. Ucgdhienice
to micset sie w duchu problematvki prezentowane] w poprzednim rozdziale, Zaprezentowany
dowad konstrukeviny pokazuie konkretue kolorowanic .schodkowe™ bez monochroniatyvesnych
linii. W oanalizie kolorowania wykorzyvstano oleimentarne metody dowodowe, Ostatecany wynik
wyvdaje sic by ograniczony do dode waskiogo zakresu parametrow. Uzvskany wynik podkre-
sla jednak pewne cickawe zaleznosel micdzy probiemami, ale 1 tak w nieim przekonaniu jest
najinnied ciekawyny wynikioem w prezentownanej pracy.

Problematvka kolejnyveh rozdzialow skupia sic na roznyeh zagadnieniach zwigzanych 7z kolo-



rowaniani unikajaeveh weorcow (ang. pattern free),

Rozdzial cowarty dotvezy kolorowan plaszezyzny unikajacveh wzoredw, a w szezogdhnosc
kolorowant bez powtérzen (ang, nonrepetetive). Dwa glowne wyniki tego rozdzialu nawiazujy
do probleméw rozwazanyeh wezesnic) preez Gryvtezuka (# pracy (691 1 Grytezuka, Kosiiskiego
i Zmarza {2 pracy |71]). Plerwszy 2 rezaltatdw dotyezy liczhy Tuego grafn plaszezyzny, kiGra
jost liezba kolorow niezhedng do pokolovowania grafu plaszezyzny bez powtorzenl na sciez-
kach. Twierdzenio 4.1 2 tego rozdzialu odpowiada na pytanie postawione preez Grytezika
wopracy [691 Wynika 7 niego. ze nie mozna pokolorowad klasyeznego grabu plaszezyzny ez
powtdrzon przoliczalng Hezba kolordw. Wiynik ten jest wnioskiem z uzyskancgo. silniejszego
twierdzenia dotvezacego tak zwanego star coloring klasyemego grafu plaszezyzny, Dowod jest
zaskakujgeo prosty, ale bardzo elegancki. Drugh wynik skupia sig na problemie kolorowania bez
powlGrzent v ograniczenien. ze powtorZenia nic moga pojawiaé sie tylko na sciezkach, ktore geo-
metryeznic odpowiadaja prostym na plaszezyznic. Twierdzenie 4.9 poprawia wezesniejszy wynik
Grytezuka, Kosiiskiego 1 Zmarza dotvezaey tego typu kolorowani. Konstrukeyjny dowdd poka-
e preyvklad kolorowania ptaszezyzny 18 kolorami, ktore unika powtorzen na prostych w gralie
plaszezyzny. Rozwazane kolorowanic powstaje na bazie prostokatdw, z ktoryeh kazdy sklada sig
2 dwoeh kwadratéw. Ostateczne kolorowanie prostokatow hazuje na ciagach Thuego. Rozwazane
sa tez uogdinienia, w ktéryeh na prostych unika si¢ powtdrzen ciggéw kolorow punktow kto-
rveh odleglodel mieszeza sie w pewnym przedziale (a nie sq rowne dokdadnie 1), Interesujgee sq
rozwazania na temat tego. kiedy przedstawiony typ kolorowart plaszezyzny moze dad ciekawe
wyniki dotyezace unikania bardziej ogdlnvel weorcow (nie tylko powtérzen). Metoda rozwi-
nicta w dowodzie twicrdzenia 4.9 jest zastosowana do wyznaczenia kolorowania plaszezyzny
32 kolorami unikajacego zardwno powtdorzen jak i palindromdw na prostych. Glownym, intere-
sujaeym skiadnikiom dowodn twierdzenia 4.9 1 jego nogdlnien jest sama konstrukeja. pomysl
kolorowania, Analiza tego kolorowania jest dodé zmudna, ale naturalna i praktyeznie wynika
7 saomed konstrukeji. Ciokawe jost pokazanic. ze tego tvpu konstrakeja moze by¢ wykorzystana
do szersze] grupy problemow (np. do unikania palindromow).

Worozdzale platyimn rozwazania zostaja w pewnyn sensie odwrocone. We wezesnie)sze) czgscl
pracy poszukiwano odpowiednich kolorowan unikajacveh wrzoreow, czy i«mkrem1‘\4:}1 ukladdw,
Natomiast w tyin rozdziale pytanie dotyezy tego, jak majy wygladad wzoree, keoryeh mozna
unikngé przy kolorowaniu plaszezyzny tylko dwoma kolorami, Glowny wynik pokazuje, “e dla
dowolne} liezhby me zmiennyeh istnieje dlugode wrorca f(m), ktora gwarantuje, ze dla dowolnegoe
wrorea dlugosd () o m zmiennveh istnicje dwukolorowe kolorowanie plaszezyzny wnikajace
tego wrzorea na prostej. Dowad jest bardzo ciekawym zastosowaniem Lokainego Lematu Lovasza.
Wynnagal zaréwno wprawy 1 pomystowosel w znalezieniv odpowicdnich oszacowai kombinato-
rveznveh jak o szerszego spojrzenia na problem. zeby otrzyvinad odpowiednie oszacowania.

Ostatni rozdzial dotyery unikania wzoreow » przeskokami {(ang. avoiding patterns with

nanps). Odbicea on nicznacznic od poprzediich rozdzinlow. gdve duza jego czesc dotvery uni-
. I“; R Rt er] (4 . .



ke wzorcow w o stowach {ciagach), a nie kolorowan plaszezyzny, Najistotniejszy fragment
dowaddw w te) evesel pracy opiera sig na sprytnveh, nietrywialnyel cpodstawieniach”™ na odpo-
wiednich ciagach hexz powtdrzen, W stwierdzeniu 6.4 1 podrozdziale 0.4 zostaja zaprezentowane
wyniki dotyezace kolorowan grafu plaszezyany, ktore wynikajg z rozwazan zawartych w pozo-
stale) czesed rozdziatu, Wyniki w te] ezodel pracy sa interesujace i otwieraja mozliwosel cieckawej

kontynuacil badai.
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Ranga crasopism dodatkowo dwiadezy o wadze 1 aktnalnodel nzyskanyeh rezultatow,

Rozprawa nie budzi zastrzezen od strony edytorskiej. Praktveznie rzecz biorge znajduga
sic w nie] tylko nicheme male uchiybienia, literowki. co pray talk obszernyim opracowaniu jest
nienniknione.
Ponizej pracdstawiam liste kilku zanwazonych matyeh uchybien (uwagi dotyezg wersji wydru-
kowanej).

e strona 227 jest [25]0 powhino bve [40]:

e strona 20, twierdzenic 2.5, doniesienie [70] jest nieprawidlowe:

e strona 207w MH.oo(50 N LN, Jest mepotyzebne

e strona 33g, = 3 nlerdwnose wozla strong:

e strona /' nie zostalo okredlone, co to jest py;

e strona 552 powinne hvé I zamiast

e strona 6077, staring — starting:

o strona 617, odniesienie w opisie dowodu tw. 4.18 do dowodu tw. 4.18 nie ma sensu:



) C .
e strona 77 brakuje jednego ow aagn au g

Oezywiscie wszvstkie te niedociagnioeia nie sa istotie iaie wplywajq one na ZroZamienic
pracy. Cheiadabyin wige podkredlié, ze wspomuniane wyzej zastrzezenia nie maja wplywu naimoejg
wysoka ocene LOLPTAWY,

Reasumujge. rozprawa doktorska mgr. Krzvsztofa Weska zawiera oryginalne i interesujgee
wyniki. Warto podkredlic, de wicle wynikow jest wspdiantorskich z szerokint wachiarzem wapOHi-
pracownikéw, co dowodzi wmicjetnoser wspolpracy i pewnej dojrzaloses naukowe), Natomiast
wyniki przedstawione w rozdziale T sa samodzielne 1 dwiadeza o mniejetnosciach samego au-
tora. Oceniajae ealodé pracy nalezy podkreslic. Ze uzyskanic zaprezentowanych rezultatow wy-
magalo solidnego warsztatu nankowego, duze] inwencji tworezej, ogronmej wiedzy oraz spore)
Jechniczne” bieglosel, Autor wykazal sie duzym obeznaniem w literaturze o czyimn $wiadeza
ahszorne rozdziaty dotyezace motywacii i znanyel wynikow. a takze liezne i réznorodne tech-
niki dowodowe. Minio, ze nicktore tecdmiki sg clementame, dowody ktore je nzyvwaja zawieraja
nictrywiaine pomysly, Nalezy podkreglic, ze wykorzystano tez hardzie] zaawansowane metody,
na pravklad wsywajace wspomagania komputerowego (np. rowdzial 2). czy metody probabili-
stvezne (rozdzial 5). Uzyskane wyniki sg niebanalne i dwietnie wpisuja si¢ w aktuahie nurty
Badwi. Preeprowadzone rozumowania dowodza bieglodel autora w wykorzystaniu roznorodnycli,

zaawansowanyeh metod, a takze duze) pomyslowosel.
Podsumowanie

Uwazani, o zlozona rozprawa doktorska men Krzysztofa Weska niewatpliwie spetuia wyma-
gania ustawowe 1 zwyezajowe stawiane pracom doktorskin i wnioskuje o dopuszezenie rozprawy

doktorskicj mgr Krzysztofa Weska do dalszyel etapow przewodu doktorskiego,

(-) Kalorzyne Rybarezyh-Krzypwdzinsta



