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Recenzja rozprawy doktorskiej Krzysztofa Weska

pt. ,, Colorings of the plane avoiding discrete colinear structures”

Rozprawa doktorska Krzysztofa Weska dotyczy kolorowan ptaszczyzny omijajacych dys-
kretne struktury wspotliniowe. Omawiana praca doktorska zawiera analize szeregu problemow,
ktore generalnie wynikaja z potaczenia dwoch teorii. Pierwsza z nich zostata zapoczatkowana
problemem Hadwigera—Nelsona. Dotyczy on wciaz otwartego pytania: jaka jest minimalna
liczba koloréw potrzebna do pokolorowania ptaszczyzny R? tak, aby punkty odlegte o 1 miaty
przydzielone rézne kolory. Z jednej strony istnieje przyktad kolorowania wykorzystujacy 7
koloréw, ktéry polega na podzieleniu ptaszczyzny na szesciokaty o $rednicy 1 i umiejgtne ich
pokolorowanie.1 Z drugiej za$ strony Leo Moser wraz z Williamem Moserem? zaprezentowali 7
wierzchotkéw na ptaszczyZnie, ktérych nie da si¢ pokolorowac 3 kolorami. Przez dtugi czas nie
bylo zadnego postepu w odpowiedzi na to pytanie. Dopiero ostatnio de Grey® pokazat zestaw
20425 punktéw, ktére nie sa 4 kolorowalne. Najmniejszy znany przyktad to zaprezentowa-
ny przez Partsa* zbi6r 509 punktéw. Préba rozwiazania powyzszego problemu zaowocowata
wieloma ciekawymi wynikami zwigzanymi z gléwnym pytaniem.

Problemy dotyczace ciagéw nierepetytywnych to druga tematyka, do ktérej nawigzuje autor
doktoratu. W jej ramach klasycznym juz pytaniem byto: czy da si¢ skonstruowaé nieskonczone
stowo nad skoniczonym alfabetem, ktére nie posiadaloby podstowa bedacego powtérzeniem,
czyli w postaci ww. W 1906 roku Axel Thue podat przyktad takiego stowa uzywajac jedynie 3
liter. Ze wzgledu na rozmiar alfabetu byto to optymalne rozwiazanie z faktu, ze uzywajac jedynie
2 liter nie da si¢ skonstruowac nieskoniczonego stowa niezawierajacego repetycji. Nie mniej
jednak zapoczatkowato to preznie rozwijajaca si¢ teorig¢, ktéra nazywana jest kombinatoryka na
stowach.

Pierwszym rozwazanym problemem jest kolorowanie punktéw na ptaszczyznie. W odréznie-
niu od klasycznego problemu w rozwazanym kolorowaniu nie tylko wierzchotki o odlegtosci 1
maja mie¢ rézne kolory, ale takze i takie pary wierzchotkéw, ktérych odlegto$¢ miesci si¢ w

IKolorowanie to zostata zaprezentowane w 1950 przez Johna Isbella.
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zadanym przedziale [1,b], gdzie b > 1 jest z géry ustalong liczba rzeczywista. W 2005 Ex00’
udowodnit, ze dla b € [1.312,1.322] jest potrzebnych doktadnie 7 koloréw. W rozdziale 2 au-
tor prezentuje ograniczenia wymuszajace wigksza liczbe koloréw. Doktadniej rzecz ujmujac
Twierdzenie 2.8 mOwi, ze potrzebnych jest co najmniej

e 7 koloréw jesli b > 1.286,

8 koloréw jesli b > 1.472,

9 koloréw jesli b > 1.715,

10 koloréw jesli b > 1.829,

11 koloréw jesli b > 2.012.

Zaprezentowane argumenty sg nietrywialne i wymagaty pomystowosci. Powyzsze wyniki sa
obecnie dostepne na platformie arXiv,® za$ artykut z zawartymi rezultatami zostal wystany do
czasopisma.

Naturalnym uogdlnieniem malowania ptaszczyzny rozrézniajacego punkty w odlegtosci 1
jest takie malowanie ptaszczyzny, ktére unika monochromatycznego ciagu n punktéw wsp6tli-
niowych o kolejnych odlegtosciach réwnych 1. W 1973 Erdds i inni.” pokazali dla dowolnego
naturalnego m

e kolorowanie przestrzeni R” za pomoca 2 koloréw, ktére unika monochromatycznego
ciagu n = 6 punktow,
e kolorowanie przestrzeni R” za pomoca 3 koloréw, ktére unika monochromatycznego
ciagu n = 4 punktéw,
e kolorowanie przestrzeni R™ za pomoca 4 koloréw, ktére unika monochromatycznego
ciagu n = 3 punktow.
Dwa pierwsze przypadki sa wciaz najlepszymi znanymi wynikami nawet dla R?. Z kolei w
przypadku 3 punktéw, w 2009 roku Tessler® pokazat kolorowanie ptaszczyzny R? spetniajace
powyzsze warunki uzywajac jedynie 3. Autor omawianej rozprawy doktorskiej zastanawia si¢
nad pewnga wariacja tego problemu polegajaca na tym, ze odlegtoSci pomigdzy kolejnymi punkta-
mi na prostej nie musza by¢ réwne doktadnie 1, ale moga by¢ jaka$ wartoscia z przedziatu [1, 5],
gdzie b > 1 jest z géry ustalong liczba rzeczywista. Odlegtosci dla r6znych par wierzchotkéw
z tego samego ciagu moga by¢ rozne. Gtéwnym wynikiem tej czgsci jest Twierdzenie 3.5., w
ktérego dowodzie explicite jest pokazane kolorowanie ptaszczyzny R? za pomoca 2 koloréw,
ktére zapewnia, ze dowolny ciag 7 wspotliniowych wierzchotkéw (o kolejnych odleglosciach z
przedziatu [1,1.177]) nie bedzie monochromatyczny. Zaprezentowany pomyst jest ciekawy i
wart opublikowania. Niestety nic mi nie wiadomo, o prébie publikacji powyzszego wyniku.

Kolejny problem rozwazany w omawianej pracy dotyczy istnienia kolorowania ptaszczyzny
R?, ktére zapewniatoby, ze na dowolnej sekwencji punktéw (takich, ze kolejne punkty sa w
odlegtosci 1) nie pojawi sie repetycja. W 2008 Grytczuk® zauwazyl, ze za pomoca skoriczonej

5G. Exo0. &-unit distance graphs. Discrete & Computational Geometry, 33:117-123, 2005.

. Chybowska-Sokét, K. Junosza-Szaniawski, and K. Wesek. Coloring distance graphs on the plane.
arXiv:2201.04499, 2022.

p, Erdos, R. L. Graham, P. Montgomery, B. L. Rothschild, J. Spencer, and E. G. Straus. Euclidean ramsey
theorems. 1. Journal of Combinatorial Theory, Series A, 14(3):341-363, 1973.

8E. Tressler. Monochromatic triangles in E2. Geombinatorics, XIX(3):119-125, 2009.

9. Grytczuk. Thue type problems for graphs, points, and numbers. Discrete Mathematics, 308(19):4419-4429,
2008.
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liczby koloréw nie da si¢ skonstruowaé powyzszego kolorowania, zadajac zarazem pytanie,
czy przeliczalna liczba koloréw bytaby juz wystarczajaca. Twierdzenie 4.1. w omawianym
doktoracie odpowiada negatywnie na wyzej zadane pytanie. De facto, autor pokazuje (patrz
Twierdzenie 4.2.), ze nie istnieje przeliczalne kolorowanie ptaszczyzny takie, aby dla dowolnego
ciagu 4 punktéw (takich, ze kolejne punkty sa w odlegtosci 1) spetniato dwa nastgpujace warunki

e dwa kolejne punkty maja r6zny kolor,

e zbi6r koloréw uzytych na wszystkich 4 punktach jest co najmniej 3-elementowy.
Powyzsze obserwacje popchnely autora do zawezenia si¢ do przypadku, w ktérym rozwazane
ciagi punktéw musza leze¢ na jednej prostej. W 2016 Grytczuk i inni.'° pokazali, ze w takim
przypadku wystarczy jedynie 36 koloréw. W doktoracie znajdujemy poprawe powyzszego wyni-
ku zbijajaca ta warto$¢ do 18 (patrz Twierdzenie 4.9.). Ponadto, autor takze pokazuje, Ze istnieje
kolorowanie ptaszczyzny R? za pomoca 36 koloréw, ktére zapewnia, ze na dowolnej sekwencji
punktéw (takich, ze odlegtosci pomigdzy kolejnymi punktami sa wartoSciami pomigdzy 1, a
v/2) nie pojawi sie repetycja (patrz Wniosek 4.15.). W efekcie na dwa rézne sposoby zostat
wzmocniony wynik z 2016 roku. Powyzsze wyniki sa ciekawe, a dowody nietrywialne. W
efekcie zostaty one opublikowane w 2016 w European Jounal of Combinatorics."! Z kolei
rozdzial 6 omawianej pracy ma miedzy innymi na celu zbicie liczby koloréw z powyzej za-
cytowanego Wniosku 4.15. W tym celu autor wprowadza pojecie j-jump avoidability, ktére
intuicyjnie mozna rozumie¢ jako ciagi punktéw na prostej R o odlegtosciach z przedziatu |1, j],
przy czym prosta malujemy w ten sposéb, ze kazdy przedziat [n,n+ 1) dla dowolnego n € N jest
monochromatyczny. Autor pokazuje serie wynikéw w tym schemacie. Na przyktad Twierdzenie
6.5. mowi, ze jesli j =2 12 to liczba koloréw potrzebnych do wyminigcia wzorca w" wynosi

e 6 w przypadku n =2,

e 3 w przypadku n = 3,4,

e 2 wprzypadku n > 6.

To z kolei daje uogdlnienie Wniosku 4.15. w nastgpujacej postaci. Wniosek 6.12. méwi, ze
w przypadku, gdy rozwazamy dowolna sekwencj¢ punktéw takich, ze odlegtosci pomigdzy
kolejnymi punktami sa wartosciami pomiedzy 1, a v/2, to istniej kolorowanie za pomoca 36, 9,
oraz 4 koloréw, ktére na takich ciagach unika wzorca odpowiednio w?, w3, oraz w®. Powyzsze
rezultaty zostaty opublikowane w The Electronic Jounal of Combinatorics."® Inne wyniki z
rozdziatu 6 pojawily si¢ w pracy opublikowanej w Journal of Combinatorial Theory, Series Al
Jak rozumiem, podstawowy cel polegajacy na tym, ze dla dozwolonych odlegtosci z przedziatu
[1,/2] znalezienie kolorowania ptaszczyzny za pomoca 35 koloréw tak, aby wyminaé repetycje,
nie zostal osiagnigty. Zamiast tego zostaly udowodnione inne dalece nietrywialne twierdzenia i
narzgdzia pozwalajace dalej rozwijac tg teorig.

105, Grytczuk, K. Kosinski, and M. Zmarz. Nonrepetitive colorings of line arrangements. European Journal of
Combinatorics, 51:275-279, 2016.

p Wenus and K. Wesek. Nonrepetitive and pattern-free colorings of the plane. European Jounal of Combina-
torics, 54:21-34, 2016.

1276 de facto, oznacza, ze sekwencja punktéw moze ominaé jeden z jednostkowych przedzialow.

B3Mm. Debski, U. Pastwa, and K. Wesek. Grasshopper Avoidance of Patterns. The Electronic Jounal of Combina-
torics, 23, 2016.

14Joanna Chybowska-Sokét, Michat Debski, Jarostaw Grytczuk, Konstanty Junosza-Szaniawski, Barbara Nayar,
Urszula Pastwa, and Krzysztof Wesek. Fractional meanings of nonrepetitiveness. Journal of Combinatorial Theory,
Series A, 189:105598, 2022.



Na repetycje mozna patrzec, jak na dowolne stowo, ktére realizuje wzorzec postaci ww. Z fak-
tu, Ze ww jest najprostszym nietrywialnym wzorcem, naturalnym uogdlnieniem jest rozwazanie
bardziej skomplikowanych wzorcéw. Przyktadowymi innymi wzorcami moga by¢ na przyktad:
www, wuwuw, itd. .. W tym kontekscie ciekawy jest kolejny prezentowany rezultat mowiacy, ze
jezeli wzorzec w; w;, - - - wj, jest odpowiednio dtugi w stosunku do liczby zmiennych, to istnieje
kolorowanie plaszczyzny 2 kolorami takie, ze dowolny ciag wspétliniowych punktéw (takich,
ze kolejne punkty sa w odlegtosci 1) nie bgdzie posiadal podstowa realizujacego zabroniony
WZOIZEeC Wi, Wi, - - - w;, (patrz Twierdzenie 5.1.). Dowdd powyzszego twierdzenia opiera si¢ na
eleganckim uzyciu wazonego wariantu Lokalnego Lematu Lovdsza. O wartoSci tych wynikow
moze takze Swiadczy¢C to, ze 2020 roku zostaly opublikowane w SIAM Journal on Discrete

Mathematics. ">

Doktorat jest doS¢ dobrze napisany. Oczywiscie pojawialy si¢ niewielkie btedy edytorskie.
Nie mniej jednak zasadniczo nie wptywa to na merytoryczng oceng rozprawy. Fakt, ze prowa-
dzone badania wynikaja z potaczenia dwoch istniejacych teorii, powoduje, ze z jednej strony
tematyka jest Swieza, a z drugiej strony mocno zakorzeniona w literaturze. Kolejna silng strong
omawianego doktoratu jest to, ze prezentuje on sporo nietrywialnych wynikéw, ktére w swoich
dowodach uzywaja réznych technik: od konstruktywnego pokazywania szukanych kolorowan
po niekonstruktywne metody probabilistyczne. Pokazuje to, ze autor swobodnie wtada szeroka
gama narzedzi i potrafi je stosowac. O sile doktoratu §wiadczy¢ moze takze i to, ze wyniki
zostaly opublikowane w 4 renomowanych czasopismach: European Jounal of Combinatorics,
The Electronic Jounal of Combinatoric, Journal of Combinatorial Theory, Series A, SIAM Jour-
nal on Discrete Mathematics. Dodatkowo jeden artykut zostat wystany do czasopisma i czeka
na recenzje. Biorac pod uwage powyzsze argumenty, nie mam najmniejszej watpliwosci, ze
przedtozona rozprawa doktorska spetnia wymogi ustawowe i wnosz¢ o dopuszczenie Krzysztofa
Weska do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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