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1 Imie i nazwisko.

Bartosz Kotodziejek

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe.

e stopien naukowy doktora nauk matematycznych w dyscyplinie matematyka,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, 2015,
tytut rozprawy doktorskiej: Niezaleznosciowe charakteryzacje rozktadow prawdopodo-
bienistwa na stozkach symetrycznych,
promotor: prof. dr hab. Jacek Wesotowski.

e dyplom magistra matematyki,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, 2010,
tytul pracy magisterskiej: Rozktad Wisharta na stozku Lorentza,
promotor: prof. dr hab. Jacek Wesotowski.

e dyplom magistra fizyki,
Wydzial Fizyki Technicznej Politechniki Warszawskiej, 2009,
tytul pracy magisterskiej: Modelowanie przejsé fazowych w stali,
promotor: prof. dr hab. Krzysztof Chelminski.

3 Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych.

e od 2015 adiunkt,
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska.



4 Omowienie osiaggniecia, o ktérym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia
20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2020 r. poz.
85 z p6zn. zm.).

4.1 Tytul
Cykl powigzanych tematycznie artykutéw naukowych pod tytulem

Asymptotyka ogonow rozwigzan stochastycznych réwnan punktu statego

4.2 Lista prac skladajacych sie na osiggniecie naukowe

[H1] B. Kotodziejek, Logarithmic tails of sums of products of positive random variables bo-
unded by one, Ann. Appl. Probab., 27(2) (2017), 1171-1189.

[H2] B. Kolodziejek, On perpetuities with light tails, Adv. Appl. Probab., 50(4) (2018),
1119-1154.

[H3] E. Damek, B. Kolodziejek, A renewal theorem and supremum of a perturbed random
walk, Electron. Commun. Probab., 23 (2018), 1-13.

[H4] E. Damek, B. Kolodziejek, Stochastic recursions: Between Kesten’s and Grincevi¢ius—
Grey’s assumptions, Stoch. Process. Their Appl., 130(3) (2020), 1792-1819.

[H5] K. Burdzy, B. Kolodziejek, T. Tadi¢, Inverse Exponential Decay: Stochastic Fixed Point
Equation and ARMA Models, Bernoulli, 25(4B) (2019), 3939-3977.

4.3 Omoéwienie osiggniecia
4.3.1 Wstep

Przedstawiana rozprawa dotyczy badan wlasnosci rozwiazan tzw. stochastycznych réwnan
punktu statego, czyli réwnan postaci

x4 U(X), X oraz ¥ sg niezalezne, (1)

gdzie X jest rzeczywista zmienng losowa, ¥ jest losows funkcja Lipschitzowska, a 2 oznacza
rownosé wedtug rozktadu. Z tego typu réwnaniami nierozerwalnie powigzane sg tzw. iterowane
funkcje losowe [22| (ang. iterated random functions, znane roéwniez jako iterated function
systems), bedace wazna klasa taricuchow Markowa. Podstawowym przyktadem takich réwnan
jest réwnanie afiniczne, czyli

XL Ax + B, (A, B) oraz X sa niezalezne, (2)

gdzie (A, B) jest pewnym wektorem losowym. Bedziemy rowniez rozwazali rdwnanie maksy-
malne, czyli

x4 max{AX, B}, (A, B) oraz X sa niezalezne. (3)



Poniewaz gléwna cze$¢ osiagniecia naukowego dotyczy roéwnania afinicznego, dalej skupimy
si¢ na opisie (2), przy czym teoria stojaca za ogélnym réwnaniem (1), jak i szczegdlnymi
przypadkami (2) i (3) jest bardzo podobna.

Podstawowym problemem w tej teorii jest badanie wtasnosci rozktadu X spetniajacego (2)
dla zadanej pary (A, B). Roéwnania tego typu pojawiaja sie w zastosowaniach w rozmaitych na-
ukach stosowanych (patrz [12] oraz referencje w [54, 24|). W szczegolnoscei, w 2003r. R. Engle
zostal uhonorowany nagrods Nobla z ekonomii za wyniki dotyczace proceséw ARCH-GARCH,
czyli podstawowych przyktadéw opisywanych przez teorie réwnan (2). Trudno$é w analizie
wlasnosci rozwigzan tych réwnan wynika miedzy innymi z faktu, ze stosunkowo niewiele jest
znanych jawnych rozwiazan, tzn. jawnych opiséw rozkladow trojki (A, B, X) spemhiajacych
(2).

Powiemy, ze rozktad zmiennej losowej X jest rozwiazaniem (2), jesli zmienne losowe A,
B oraz X moga zosta¢ skonstruowane na jednej przestrzeni probabilistycznej tak, by X
oraz wektor (A, B) byly niezalezne oraz zmienne losowe X i AX + B mialy takie same roz-
ktady. Bedziemy czasem naduzywaé terminologii i mowié, ze to zmienna losowa X, a nie jej
rozklad, jest rozwiazaniem (2).

Warunki konieczne i dostateczne na skoriczono$é momentéw oraz funkceji generujacych mo-
menty zmiennej losowej X sa w pelni opisane |2, 14]. Podobnie, wiele wiadomo o mozliwych
typach rozkladow X (jesli P(A = 0) = 0, to sa czysto dyskretne, absolutnie ciagte albo singu-
larne, |2]) oraz ich nosnikach, [12, §2.5|. Dla iterowanych funkcji losowych znane sa centralne
twierdzenia graniczne, wielkie odchylenia oraz zachowanie ekstreméw. Powyzsze wyniki oraz
wiele innych (w szczegdlnosci uogodlnienie (2) do sytuacji, gdy X i B sa wektorami, a A jest
macierza kwadratowa) zebrane zostaly monografiach [12| oraz [37].

Kolejnym problemem rozwazanym w teorii, a rozwijanym przez habilitanta, jest badanie
ogona dystrybuanty (dalej bedziemy moéwili po prostu o ogonie) rozwiazania X, czyli funkeji
x — P(X > x). W ogdlnym przypadku nie jest mozliwe znalezienie efektywnego opisu tej
funkcji. Z punktu widzenia zastosowan, informacja o asymptotyce ogona przy koncu nosnika
X (zwykle +00) czesto jest wystarczajaca. Szukamy zatem jawnej funkcji f, zaleznej tylko
od rozkladu (A, B), dla ktorej mamy P(X > z) ~ f(x), gdzie dla dowolnych funkcji rze-
czywistych f, g piszemy f(x) ~ g(z), jesli lim, 1~ f(z)/g(x) = 1. Wielo§¢ mechanizmow,
w jakich rozktad (A, B) wplywa na asymptotyke ogona X jest zaskakujaco duza. W szczegdl-
nosci, analiza (2) przy zalozeniach prowadzacych do lekkoogonowego rozktadu X (|28, 36, 35|,
[H1, H2|) jest fundamentalnie r6zna od przypadku ciezkoogonowego (|41, 43, 44, 27, 32|, [H3,
H4]). Dlatego dowody tych twierdzeri oparte sa na zasadniczo innych metodach. Dodatkowo
struktura zaleznosci wektora (A, B) odgrywa znacznie wigksza role w przypadku lekkoogono-
wym. Ponadto, w przypadku lekkoogonowym zwykle szuka sie asymptotyki logarytmu ogona,
czyli jawnej funkcji f, dla ktorej logP(X > z) ~ f(z).

Zanim przejdziemy do opisu prac wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego, wprowa-
dzimy podstawy teorii dotyczacej rownania afinicznego.

4.3.2 Afiniczne réwnania punktu statego

Przez (A, B,) bedziemy oznacza¢ wektory losowe o takim samym rozkladzie jak (A, B),
przy czym rozklad wektora (A, B) bedzie sie zmienia¢ w zaleznosci od kontekstu.

Niech (A, Bn)n>1 bedzie ciagiem niezaleznych kopii wektora (A, B), a ciag (¥, ),>1 loso-
wych przeksztatcenn afinicznych R — R zdefiniujmy poprzez

U, (t) = A, t+ By, teR, n > 1.



Oczywiscie, (¥p,)p>1 jest ciagiem i.i.d. Niech Xy bedzie zmienng losowa niezalezng od ciagu
(Arn, Bn)n>1. Zdefiniujmy

Xy = \Ijn(anl) = ApXn-1+ By, n>1 (4)

Jest to tzw. rekursja w przod. Wtedy (X, ),>1 jest taiicuchem Markowa oraz poprzez iteracje
(4) mozna pokazaé, ze dla n > 0 zachodzi

n

n n
X, = Be I[ 45| +Xo]] A4
k=1 j=k+1 i=1

przy konwencji [[;%, A; = 1 gdy m < k. Zdefiniujmy kolejny ciag przeksztatcen afinicznych,
startujacy z So = id, zadany przez rekursje w tyt,

Su(t) = Sp_1 0 Un(t) = Sp_1(Ant + Bn), teR, n>1. (5)
Poprzez iteracje powyzszego réwnania otrzymujemy

n k—

1 n
Sa®) =D Be[[4; | +t]] 4 (6)
k=1 j=1 i=1

Po odpowiednim przenumerowaniu elementow ciagu (Ay, By)n>1 tatwo zauwazy¢, ze

X, £ 8,(Xo), n=>0. (7)

Jak wida¢, rozklady ciagow (Xp,)n>0 oraz (Sp(Xo))n>0 sa ze soba silnie powiazane, jednak ich
trajektorie sa fundamentalnie rozne. Ciag (X,)n>0 jest ergodyczny oraz odwiedza wszystkie
zbiory dodatniej miary Py nieskoriczenie wiele razy, podczas gdy ciag (S, (Xo))n>0 zbiega p.n.
(prawie na pewno). Do takich ciagéw ma zastosowanie prosta, lecz bardzo uzyteczna zasada
opisana w [46]. Zasada ta jest znacznie ogélniejsza, ale tutaj prezentujemy ja w sformutowaniu
przystosowanym do naszego problemu. Jesli dla kazdego t € R cigg zmiennych losowych
(Sn(t))n>0 zbiega p.n. do granicy S, ktora to granica nie zalezy od t, to rozktad S jest jedynym
rozwigzaniem (2). Ponadto, cigg (Xn)n>0 zbiega wedtug rozktadu do S dla dowolnego Xo
(niezaleznego od (Ay, Bp)n>1)-

Z postaci (6) wynika, ze jedynym kandydatem na granice ciagu (Sy,(t))n>0, ktora nie zalezy
od t, jest szereg

400 k—
S = Z By,
k=1 7

1
Aj.
=1
Zeby zrozumie¢ warunki przy jakich powyzszy szereg jest zbiezny p.n., rozwazmy najpierw
przypadek P(A = 0) > 0. Wtedy zmienna losowa N = inf{n > 1: A,, = 0} jest momentem

stopu wzgledem filtracji naturalnej ciagu (A, Bp)n>1. Ponadto, P(N < 4o00) = 1 oraz dla
n > N zachodzi

N k—1
Sut) =) _Bp ][4 =5
k=1  j=1



Wynika stad, ze warunek P(A = 0) > 0 zapewnia zbieznos¢ p.n. ciagu (Sy(t)),>1 dla do-
wolnego ¢ € R oraz, ze granica nie zalezy od t. Naturalnie nie jest to warunek konieczny.
Warunki konieczne i dostateczne dla zbieznosci prawie na pewno szeregu S zostaly podane
w [29], jednak dokladna ich postaé¢ nie jest istotna z perspektywy niniejszego opisu. Istotne
jest natomiast, ze warunkiem dostatecznym tej zbieznosci jest

E [log(|A])] € [=00,0) oraz E [max{log(|B|),0}] < +oc. (8)

W szczegolnosei, jesli Eflog(|A])] < 0, to z mocnego prawa wielkich liczb mamy A; --- A, — 0

p.n.
Jedli istnieje stata ¢ € R taka, ze Ac+ B = ¢ p.n., to X = ¢ jest jedynym rozwigzaniem
(2). Rozwiazania stale sa jednak nieinteresujace i zwykle wykluczane przez zalozenie warunku

P(Ac+ B = ¢) < 1 dla kazdego ¢ € R 9)

lub innego, ktory go implikuje.
Podsumowujac, przy zalozeniu (8), proponujemy trzy sposoby na studiowanie obiektu
naszych badan: nastepujace warunki sa rownowazne

e X jest rozwiazaniem (2) lub réwnowaznych roéwnan catkowych
typu E[f(X)] = E[f(AX + B)] dla odpowiedniej klasy funkcji f,

d k—1
o X = Zlir:i By, Hj:l Aj, (11)
e X jest granica wedlug rozktadu ciagu (X, ),>1 zdefiniowanego w (4)

(10)

lub réwnowaznie rozktadem stacjonarnym ltaicucha Markowa (X,)n>1. (12)
Kazdy z powyzszych opiséw zmiennej losowej X dostarcza innych technik do badania jej
wtasnosci, co bylo intensywnie wykorzystywane w pracach habilitanta. Z uwagi na interpre-
tacje ubezpieczeniowa sumy (11), zmienna losowa X nazywana jest czasem perpetuitq.
Gléwne rozroznienie mechanizméw odpowiedzialnych za asymptotyke ogona zmiennej lo-
sowej X wynika z warunkow

e P(JA| > 1) >0, (13)
o P(|A|<1)=1. (14)

Wiadomo, ze jesli (13) oraz (9) sa spelnione, to X ma ciezkie ogony dla dowolnego B, |28,
Theorem 4.1]. Co za tym idzie, jesli rozklad X jest niezdegenerowany oraz ma wszystkie
momenty skoriczone, to zachodzi (14).

Wazna klasa rozwigzan rownania afinicznego sg wyktadnicze funkcjonaly proceséw Lévy’ego
[6]: niech n bedzie bedzie procesem Lévy’ego z dodatnim dryfem oraz niech T bedzie skori-
czonym momentem stopu wzgledem filtracji naturalnej (F;);>0 procesu 7. Wtedy mamy

0o [e'e) , T
/ e Tds =e T / e sds + / e Tsds
0 0 0

gdzie 1) := np4y — nr, t > 0. Z mocnej wlasnosci Markowa dla proceséw Lévy’ego, proces
n' jest niezalezny od Fr oraz ma taki sam rozktad jak . Tym samym, dla X 4 fooo e "sds
tozsamos¢ (2) zachodzi z (A4, B) = (e_”T,fOT e~ "dt). Nalezy jednak podkresli¢, ze nie kazde
rozwigzanie réwnania afinicznego jest wyktadniczym procesem Lévy’ego.



4.3.3 Praca [H1]

Habilitant w swoich pracach [H1, H2| kontynuowal badania prowadzone przez Goldiego i Griibela
[28] oraz Hitczenke i Wesotowskiego [36] oraz samego Hitczenke [35]. Bedziemy rozwazali
réwnanie (2) w sytuacji (14), kiedy B ma rozktad nadwyktadniczy (w szczegdlnosci o ograni-
czonym nosniku).

Na potrzeby sformutowania wynikéw niezbedne jest przytoczenie podstawowych pojeé z za-
kresu analizy wypuktlej [50] oraz teorii funkcji regularnie zmieniajacych sie [7].

Dla funkcji f: (0, +00) — R definiujemy jej wypukte sprzezenie (albo transformate Legend-
re’a-Fenchela) poprzez f*(x) = sup,-¢{zz — f(2)} dla > 0. Wiadomo, ze funkcja f* jest
wypukta, niemalejaca oraz poétciagta z dotu. Ponadto, jesli f jest wypukta i poétciggta z dotu,
to zachodzi (f*)* = f. Wynik ten jest znany jako Twierdzenie Fenchela-Moreau.

Dodatnig funkcje mierzalna L, zdefiniowang w otoczeniu 400, nazywamy wolnozmieniajgcg
sie, jesli

L(\x)
im
z—+oo L(x)

=1, dla kazdego A\ > 0. (15)

Dodatnia funkcja mierzalna f, zdefiniowana w otoczeniu 400, jest regularnie zmieniajgca
sie z indeksem p € R, jesli f(z) = x”L(z) dla pewnej funkcji wolnozmieniajacej si¢ L. Zbior
funkcji regularnie zmieniajacych si¢ z indeksem p oznaczamy przez R,. Klasa funkcji I' sktada
sie z niemalejacych, prawostronnie cigglych funkcji, dla ktorych istnieje mierzalna funkcja
g: R = (0,400), taka ze

lim f(ac—i-—ug(:c)) =e", dla wszystkich u € R.

r—r+00 f(q;)
Funkcje ze zbioru I' sa tzw. szybko zmieniajqce sie (ang. rapidly varying, oznaczane przez
Rs) W tym znaczeniu, ze f(Azx)/f(x) — +oo gdy © — +oo dla wszystkich A > 1. Klasa
ta w sposob naturalny pojawia sie w teorii wartodci ekstremalnych przy badaniu rozktadow
max-stabilnych w obszarze przyciagania rozktadu Gumbela [26].
W [35] udowodniono, ze jesli A € [0,1] p.n. oraz B = b > 0 p.n., to dla dostatecznie
duzych x zachodzi
21og(2)

b 1 2b
zlogP|lA>1— — ) <logP(X >2) < —zlogP(A>1——|.
2z 4b x

Definiujac
f(z)=—xlogP(A>1-1/x), x>1, (16)

powyzszy ciag nieréwnosci mozna réwnowaznie zapisa¢ nastepujaco:

2
“log@)f (X)) <logP(X > z) < —271f (ﬁ) .
b 2b
Zauwazmy, ze z tej nieréwnosci nie mozna wywnioskowaé dokltadnej asymptotyki logarytmu
ogona X (niezaleznie od rozktadu A). Jesli f € R, dla r € [1,400), to powyzsza nier6wnosé
implikuje, ze

.. JJogP(X >z) . log P(X > x) 1
~9"10g(2) < liminf ~8 2 2T <
2@ S SIS Ty < Tan




Z kolei, jesli f € Roo, to lewa strona wynosi —oo, a prawa 0. We wczesniejszej pracy [36] auto-
rzy rozwazali inng metode dowodu goérnego ograniczenia. Dzigki jej zastosowaniu byli (a raczej
byliby, bo rozwazali tylko szczegblne przyktady, ktérych zachowanie nie rbzni si¢ istotnie
od ogolnego przypadku) w stanie znalezé doktadna asymptotyke funkcji z — logP(X > x),
gdy r =1. Gdy r € (1,+00) w przykladach, ktore rozwazali, dolne i gorne ograniczenia byty
skoniczone, lecz rozne. Gdy r = 400 ich wyniki byty jeszcze stabsze: w zaleznosci od wyboru
funkcji poréwnujacej, lewe ograniczenie byto réwne —oo lub prawe ograniczenie wynosito 0.

Glownym osiagnieciem naukowym w pracy [H1| jest znalezienie dokladnej asymptotyki
logarytmu ogona X w sytuacji zdegenerowanego rozktadu B, gdy f jest funkcjg regularnie
zmieniajaca sie, lub gdy f nalezy do klasy I'. Zauwazmy, ze w tej szczegdlnej sytuacji A i B
sa niezalezne. W pracy |[H2| habilitant rozwazal ogdlna sytuacje, czyli niezdegenerowanego
rozktadu B oraz zaleznych A i B.

Przy stabych zalozeniach, asymptotyke logarytmu ogona X mozna opisa¢ w terminach
logarytmu ogona zmiennej losowej 1/(1 — A), zob. (16). Glownym wynikiem pracy [H1| jest
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1 (Theorem 4.1 w [H1]|).
Zatozmy, ze P(A € [0,1)) = 1 oraz P(B = b) = 1 dla pewnego b > 0. Niech X bedzie
rozwigzaniem (2) oraz niech f bedzie funkcjq zdefiniowang w (16).

(i) Jesli f € Ry dlar € (1,+00), to

i —logP(X >z) [ r \!
atoo f (x)b) ‘<r—1> ‘

(it) Jesli f €T C R, to

. —logP(X > ) ) ro\"!
lim = lim =e.
T—r+00 f (x/b) r—4+oo \1r — 1

(iii) Jesli f € Ry oraz f jest wypukta w otoczeniu +00, to

r—1
i 8P >2) (T — 1
z——4-00 f (:U/b) r—1+ \r—1

Mozna pokazaé, ze zalozenie o wypuklosci w punkcie (iii) powyzszego twierdzenia mozna
usunaé [55]. Jesli P(A < a) =1 dla pewnego a < 1, to z (11) mamy

J +o00 k—1 +o0
X:ZBk AjSZakflb<+oo,
k=1  j=1 k=1

wiec w tej sytuacji nie ma sensu méwic¢ o asymptotyce ogona X w +o00. Jesli P(A € [0,1]) =1
oraz P(A = 1) € (0,1), to teza punktu (i) powyzej pozostaje prawdziwa (wtedy f(z/b) ~
—(z/b)logP(A = 1)) [H1, Corollary 5.1]. Tym samym, otrzymujemy kompletny opis asymp-
totyki, gdy logarytmiczny ogon 1/(1 — A) jest funkcja regularnie zmieniajaca sie, A > 0 p.n.
oraz B=5b> 0 p.n.
Jesli zatozenie P(A € [0,1)) = 1 zastapimy przez P(A € (—1,1)) = 1 oraz przyjmiemy,
7 log P(A > 1— 1/x)
stoo log P(|A] > 1 - 1/z)

9



to tezy Twierdzenia 1 pozostaja prawdziwe [H1, §7].

Przy zatozeniu P(A € [0,1]) = 1, asymptotyka ogona (a nie jej logarytmu) zmiennej
losowej X jest znana w kilku bardzo szczegélnych przypadkach. W szczegdlnosci, jesli AY ma
rozklad jednostajny na [0,1] dla pewnej stalej & > 0 oraz B = 1 p.n. [53]. Wtedy mamy
lim, 100 P(X > 2)/p(x — 1), gdzie p jest funkcja Dickmana—de Bruijna [21]. Inny przyktad
pochodzi z [14], gdzie rozwazano zalozenia, przy ktorych X ma taki ogon jak rozklad gamma,
jednak w tych rozwazaniach to rozklad B dominowal nad A, co jest fundamentalnie innym
mechanizmem niz opisywany tutaj.

Dowo6d Twierdzenia 1 opiera sie na odrebnej analizie ograniczenlt gérnego na granice goérna
oraz dolnego na granice dolna wyrazenia logP(X > z)/f (z/b) gdy x — +o00. Metody dowo-
dowe obu ograniczen, pierwotnie zaczerpniete z prac [28, 36|, zostaly dalej rozwiniete w pracy
[H2] dla sytuacji, gdy A i B sa zalezne. Bedziemy je tutaj prezentowali w tej ogolniejszej
formie. Metody te byly zastosowane réwniez w analizie ogonéw tzw. transformat gltadzacych

[1].

Gdrne ograniczenie

Dowdd goérnego oszacowania opiera sie na idei nadrozwiazari, ktéra pozwala zweryfikowaé
czy dana funkcja ¢ majoryzuje funkcje generujaca momenty zmiennej losowej X. Sformuto-
wanie ponizszego lematu pochodzi z [H2, Lemma 6.2] i jest ogdlniejsze, niz to jest wymagane
dla dowodu Twierdzenia 1. Wynik ten, w sytuacji P(B = 1) = 1, zostal wyekstrahowany
z dowodu [28, Theorem 3.1| przez Hitczenke i Wesotowskiego w [36]. Wyjasnienie pewnych
niecistosci z [36] znajduje sie w [H1, 1179-1180.

Lemat 1 (Lemma 6.2 w [H2]).
Niech ¢ bedzie funkcjq rzeczywistq, takg ze

E [ezB—l—(b(ZA)—d’(Z)} <1 (17)

dla duzych wartosci z.
Jesli X jest rozwigzaniem (2), to istnieje stata ¢ > 0, taka ze

E [er] < e(b(z)—i-c (18)
dla duzych z.

Majac (18), gorne ograniczenie na ogon X otrzymujemy poprzez zastosowanie wykladniczej
nieréwnosci Markowa: dla dostatecznie duzych z (powiedzmy, ze dla z > 2() i dla dowolnego
z > 0 mamy

X
]P(X > fl?) < E [ez ] < e¢(2)_2$+c‘
eZCE
Stad,
logP(X > ) < ¢ — sup{za — ¢(2)} = c = ¢" (),
z2>20
przy czym ostatnia rownosé zachodzi dla duzych z, jesli ¢ jest funkcja wypukta.

Zatem, zeby pokazaé, ze dla pewnej funkcji wypuktej g zachodzi

. logP(X > z)
limsup ————

T—+00 g(l‘) = _1’ <19)
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wystarczy udowodni¢, ze dla g (x) := Cg*(x/C') oraz dowolnego C € (0,1) zachodzi

lim E [eZBJrgE(ZA)*g*C(Z) < 1.
z—+00

Rzeczywidcie, zauwazmy najpierw, ze z definicji gf oraz z wypuktosci g mamy (g5)*(z) =
Cyg(zx). Zatem, z Lematu 1, dla dowolnego C' € (0, 1) istnieje stata ¢ > 0, taka ze dla duzych
x zachodzi .
logP(X > ) < c—(95)*(z) o4
g(x) 9(x) 9(x)

Przyktadajac limsup,,_, , ., do obu stron oraz korzystajac z dowolnosci C' € (0, 1) otrzymujemy
(19).

Dolne ograniczenie

Ponownie zaprezentujemy tutaj nieco ogdlniejsze podejscie niz tego wymaga dowdd Twier-
dzenia 1. Podejécie to dopuszcza niezdegenerowany rozktad B oraz byto wykorzystane réwniez
w dowodzie [H2, Theorem 5.1].

Rozwazmy dwa ciagi liczbowe (6y,)n>1 oraz (by)n>1, przy czym zakladamy, ze o, € (0,1)
oraz by, > 0 dla n € N. Dla zp = 0 zdefiniujmy rekurencyjnie ciag (x,)n,>1 poprzez

Tp = (1 =08,)Tpn—1+ b, n>1.

Wtedy, korzystajac z (4) dla Xg = 0, mamy P(X;y > z1) =P(By > b)) > P(4; >1—61,B >
by) oraz dla n > 2,

P(X,, > 2p) > P(AnXp—1 4+ B > (1 — 0p)Tp—1 + bp, A > 1 — 6y, By, > by)
P(Xp—1>xpn-1,4, >1—0,, By, > by)
P

(Xn_1 > 2n_1)P(A > 1 — 6., B > by).

A\VARLY;

W ostatniej rownosci korzystamy z faktu, ze ciag (An, Bn)n>1 jest ciagiem ii.d. oraz X, _;
jest o{(Ax, Br): k <n — 1}-mierzalny. Zatem, dla dowolnego n € N mamy

P(X, > x,) H (A>1—6, B >by).

Korzystajac z (11) oraz z (7), dla nieujemnych A, i B,, otrzymujemy

+oo
X = ZBkHA >ZBkHA_ )
wiec P(X > t) > P(X,, > t) dla dowolnego t € Rin € N. Zatem

logP(X > 2) > > logP(A > 16, B > by). (20)
k=1

W [H1| rozwazano zalozenie P(B = b) = 1 dla pewnego b > 0. Nieznacznie modyfikujac

powyzsze rachunki dla by = b, kK = 1,...,n, mozna pokazaé, ze

logP(X > zp,) > Z:ogIP’A>1—5}€ Zékf 1/6k),
k=1 k=1

11



gdzie funkcja f jest zdefiniowana w (16). Dalsza czes¢ dowodu dolnego ograniczenia opiera
sie na doborze odpowiedniego ciagu (0p)n>1. W szczegélnosci, biorac 0 = ¢ € (0,1) dla
k=1,...,n, otrzymujemy nieréownos¢ Goldiego-Griibela (|28, (5.7)], [36, Proposition 1|)

P <X >by (1- 5)k—1> >P(A>1-6)"  neN.
k=1

Nieré6wnos$é ta pozwala znalezé asymptotycznie optymalne dolne ograniczenie na logarytm
ogona X w sytuacji, gdy funkcja x — —logP(A > 1 — 1/x) jest wolnozmieniajaca sie (czyli
f € R1), ale nie ogodlnie [36].

4.3.4 Praca [H2]

W pracy [H2| rozwazano rownanie (2) przy ogoélniejszych zalozeniach niz w pracy [H1|. Do-
puszczono tam, by rozktad B nie byt zdegenerowany do punktu. Jak sie okaze, asymptotyka
ogona X zalezy nie tylko od brzegowych rozkladéw A i B, ale réwniez od struktury zalez-
nosciowej wektora (A, B). Zaczynamy od opisu prostszej sytuacji (gdy A i B sa niezalezne),
dla ktérej habilitant wypracowal nowa metode atakowania problemu. Dowod jest znacznie
krotszy niz dowod glownego twierdzenia w |H1]|, ktore rowniez dotyczylo niezaleznych A i B
(B mialo zdegenerowany rozktad).

Niezalezne A i B
Zauwazmy, ze (10) implikuje E[exp(zX)] = Elexp(zAX)]E[exp(zB)], z € R. Korzysta-
jac z niezaleznosci A, B oraz X, a takze z warunkowania po A, otrzymujemy dla ¢x(z) =
E [exp(2.X)],
¢x(2) = E[E[e*X | A|E[e*”] = E [px (24)] E[e*"]. (21)

Funkcja ¢ x jest charakteryzowana przez powyzsze rownanie catkowe oraz warunek ¢x (0) = 1.
Jak zostanie uzasadnione, znajomos$é¢ asymptotyki funkcji log ¢ x jest rownowazna znajomosci
asymptotyki logarytmu ogona X, o ile jedna z tych funkcji jest regularnie zmieniajaca sie
z indeksem 7 > 1. Ponizszy wynik uogélnia punkt (i) Twierdzenia 1 na sytuacje niezdegene-
rowanego B.

Twierdzenie 2.

Zatozmy, ze A i B sq niezalezne oraz nieujemne p.n. Zdefiniujmy dwie funkcje

f(z) =—zlogP(A>1—-1/z) oraz k(zx)=—logP(B > x), x> 1. (22)
Niech ponadto by := esssup B oraz X bedzie rozwigzaniem (2).
(i) [H2, Theorem 3.1| Jesli by < +oo oraz f € R, dlar € (1,400), to

. —logP(X >ax) [ r \!
N (r— 1) ' (23)

(it) [H2, Theorem 3.2| Jesli by = +oo, f € R, oraz k € Ry dlar, o € (1,400), to

(a=1)(r—1)
. —logP(X >xz) ar atr—1
A ok @) <<a e ’ 29

gdzie
(ffok™)" € R_ar_.

a+r—1
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(117) |H2, Theorem 4.1| Punkty (i) i (ii) pozostaja prawdziwe, jesli lewe strony réwnan (23)
i (24) zastgpimy przez

. —logP(X > x)
lim ,
z—+00 h(z)
gdzie
hz) = infd —tlogP | —— >t.B> " (25)
A1 I T Ry

Zauwazmy, ze warunek f € R, dla r > 1 implikuje, ze P(A < 1) = 1. Metoda dowodowa
punktow (i) i (i7) Twierdzenia 2 nie pozwala na opis przypadku r € {1, 4o00}.
Zauwazmy, ze réwnanie (21) mozna sprowadzi¢ do

—logE [ew(ZA)_w(z)} = log E[e*P], (26)
gdzie ¢ = log ¢x. Dowod opiera sie na obserwacji, ze dla nieznanej funkcji ¢ zachodzi
—logE [ew(ZA)*w(z)} ~ —logE [e*'zwl(z)(lfA)] , z — +00. (27)

By udowodni¢ ten fakt wystarczy (21), wtasnosci rozktadu A oraz wypuktosé i monotonicznosé
funkcji .

W dalszej czedci dowodu korzystamy z dwdch klasycznych twierdzen tauberowskich Kasa-
hary oraz de Bruijna, ktore w [H2] zostaly sformutowane w nowy sposob. Réwnowaznosé tych
sformutowan jest nietrywialna [H2, §2.4 oraz §7]. Otrzymujemy z nich

log E[e*P] ~ k*(2) oraz, —log E[e *¥'A0=D] © (7 (20 (2)).

Rownania (26) oraz (27) pozwalajg zatem znalez¢ asymptotyke funkcji ¢'. Z niej mozemy
odczytaé¢ asymptotyke 1 oraz ponownie skorzystaé¢ z Twierdzenia Kasahary, ktore implikuje

—logP(X > z) ~ ¢*(x).

Zalezne A i B - dolne ograniczenie

Punkt (4ii) Twierdzenia 2 pokazuje, ze jesli A i B sa niezalezne, to funkcja h jest asymp-
totycznie poréwnywalna z logarytmem ogona X. Hipoteza badawcza postawiona przez habi-
litanta zakladala, ze tak sie dzieje rowniez w sytuacji, gdy A i B nie sg niezalezne. Ponizej
prezentujemy dolne ograniczenie na logarytmiczny ogon z funkcja h oraz jawng staty. Stala
ta zalezy od indeksu v funkcji h € R, oraz od granicy w +oo funkcji ¢, ktorg wprowadzamy
ponizej.

Z definicji funkcji h, zob. (25), wynika istnienie funkcji ¢, takiej ze

h(z) = —t(z) log P (1_1A > t(z), B >

t(x)) +o(1), T — +00. (28)

Funkcja ¢ nie jest wyznaczona jednoznacznie. W szczeg6lnosci mozna skonstruowaé przyktad
rozkladu (A4, B), gdzie funkcja

1
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jest funkcja stata [H2, Remark 4.2]. Poniewaz funkcja ¢ z (28) nie jest wyznaczona jed-
noznacznie, jej granica w —+o0o réwniez nie musi by¢é wyznaczona jednoznacznie. W takiej
sytuacji ponizszy wynik jest prawdziwy dla wszystkich granic t, jakie moze posiadaé¢ funkcja
t.

Twierdzenie 3 (Theorem 5.1 w [H2|).
Zatozmy, ze funkcja h zdefiniowana w (25) nalezy do R, z v € [1,+00]. Jesli v = +oo,
to zaktadamy dodatkowo, ze h € T' C Reo. Przyjmijmy, ze dla funkcji t, spetniajgcej (28),
zachodzi

lim t(x) =te € (1, +00].

T—+00
Wtedy,
.. JdogP(X > )
Iminf ==y = e (29)

gdzie ¢, jest dodatnig statq zdefiniowang ponizej: dlat € (1,4+00) orazy € (1,400), definiu-

Jemy
\/0o-p) 17!
Cty = t 1_<1_t) )

~ y—1 1 14+t
Ct,1 = Coo,1 = 1, Cooyy = (H) 5y Ctoo = <1 + t> y  Coo,o0 = €.

Metoda dowodowa, w zaleznosci od przypadku, opiera sie na podejsciu zaprezentowanym

wezesniej, tzn. prowadzacym do (20) lub na ponizszej modyfikacji. Rozwazmy ciagi liczbowe
(0k)k>1 oraz (by)g>1, 0 € (0,1) 1 by > 0 dla k € N, spelniajace warunek

n

@ =61) (1= Gpm1)bg > w (30)

k=1

Zakladamy, ze elementy tych ciagow jak i ich liczba n moga by¢ funkcjami zmiennej z. Na zbio-
1ze (=1 {4k > 1 — O, By > b} mamy

—+o00 n
XES A B> Y (1 —61) - (1= G by
k=1 k=1

Zatem (30) implikuje

P(X > ) 2P<ﬂ{Ak> 1—6k,Bk>bk}> =[[P(A>1-6, B>by). (31)
k=1 k=1

Zaprezentujemy tutaj prosty przyktad wykorzystania tej nieréwnosci majacy na celu zapre-
zentowanie gtownej idei dowodu. Rozumowania przedstawione w [H2| sa bardziej technicznie
skomplikowane. Rozwazmy (dx,br) = (1/t(y),y/t(y)) dla k =1,...,n = [t(y)]. Wtedy (30)
sprowadza sie do

(1= (1= t(y) ™))y > 2.

14



Zauwazmy, ze dla t > 1 mamy (1 —t )t < (1 =+ 1)t < el Jesli y = z/(1 — e 1),
to powyzszy warunek jest spetniony dla dowolnego z. Zatem, dla y = x/(1 —e~!) i dowolnego
x, (31) implikuje

. 1
logP(X > z) ZlogIP’ (A>1—106k,B>0b;) = [t(y)] logP (1—A > t(y), B > t(i))
=1

gdzie w ostatniej rownosci wykorzystano (28). Korzystajac z faktu, ze dla ¢ > 1 mamy
[t]/t < 2, otrzymujemy dla dowolnego = > 0,

1—e!

logP(X > z) > —2h ( > +o(1).

Zauwazmy, ze nie wykorzystano powyzej zadnych wtasnosci asymptotycznych funkeji h oraz t.

Zalezne A i B - gdrne ograniczenie

Gorne ograniczenie dla zaleznych A i B wydaje sie by¢ znacznie trudniejsze do badania.
W pracy [H2| znaleziono gorne ograniczenie rowne dolnemu ograniczeniu tylko w szczegdlnych
przypadkach: poza niezaleznymi A i B réwniez dla tzw. komonotonicznych A i B. Wyniki
te pozwalaja na wyprowadzenie ograniczen gornych (w ogolnosci nieoptymalnych) dla dowolnej
struktury zaleznosci wektora (A, B). Gléwny argument opiera sie na ponizszym lemacie.

Lemat 2 (Lemma 2.2 w [H2]).
Jesli (A, B) i (A’, B") sq wektorami o takich samych rozktadach brzegowych oraz spetniajacymi

P(A<z,B<y) <PA <z, B <y), dla z,y € R, (32)

oraz X 1 X' sq rozwigzaniami (2), odpowiadajgcymi (A, B) i (A', B'), to dla dowolnej wypuktej
1 monotonicznej funkcji f zachodzi

E[f(X)] < E[f(X")]. (33)

Z uwagi na (33), naturalne jest studiowanie ekstremalnych w sensie czesciowego porzadku
(32) struktur zaleznosci wektorow (A, B).
Niech F4 i Fg beda dystrybuantami rozktadéw A i B. Zdefiniujmy dla (z,y) € R?,

F(x,y) = max{Fa(z) + Fg(y) — 1,0} oraz F(x,y):=min{Fa(z), Fp(y)}.

Zauwazmy, ze ' jest dystrybuanta wektora (F;*(U), F5z'(U)), gdzie U ma rozktadu jedno-
stajny na odcinku [0, 1], a Fgl 1Py ! s uogolnionymi odwrotnosciami dystrybuant Fy i Fig.
Podobnie, F jest dystrybuantg pary (Fgl(U), Fél(l—U)). Ponadto zachodzi tzw. nier6wnosé
Frécheta-Hoeftfdinga, czyli

F<Fup <F, (34)

gdzie F(4 py jest dowolna dystrybuanta wektora (A, B). Podkreslmy, ze wszystkie dystrybu-
anty dwuwymiarowe F, F oraz F(4,) maja takie same rozktady brzegowe.
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Powiemy, ze A i B sa komonotoniczne, jesli Fiypy = F oraz ze sa antymonotoniczne
(ang. countermonotonic), jesli Fu p = F. 7 (34) wynika, ze rozktad komonotonicznych A i B
jest maksymalny, a rozktad antymonotonicznych A i B jest minimalny w sensie cze$ciowego
porzadku (32).

W dalszych rozwazaniach ustalamy rozktady brzegowe A i B i probujemy zrozumieé jaki
wplyw na asymptotyke ogona X ma struktura zaleznosci wektora (A, B). Oznaczmy

ar

Ly

Niech X, oznacza rozwiazanie (2) odpowiadajace komonotonicznej parze (A, B) oraz niech hy,
bedzie funkcja h powiazana z ta para (25). Dalej, niech h;,q bedzie funkcja h odpowiadajaca
niezaleznym A i B. W (36) przyjmujemy, ze zmienna losowa X jest rozwiazaniem (2), ale nic
nie wiemy o strukturze zaleznosci wektora (A, B). W ponizszym twierdzeniu zalozenie (35)
dotyczy tylko rozktadéw brzegowych A i B.

Twierdzenie 4 (Theorem 6.1 w [H2|).
Zatozmy, ze dla funkcji f i k zdefiniowanych w (22) mamy

fER:, re(l,+x), oraz k€R, ac(l,400). (35)

Niech X bedzie rozwigzaniem (2). Wtedy zachodzi

, log P(X > ) v \7!
1 — < . 36
clcgigf hco(x) <’7 -1 ( )
Dla komonotonicznych A i B mamy
. log P(Xe, > ) v 7
1 — =" = — i
:E—1>I—i{loo heo() (’y -1 (37)

Dowdd gornego ograniczenia (36) oparty jest na Lematach 11 2. Rozwazamy najpierw (17)
dla komonotonicznych A i B i funkcji ¢¢, zdefiniowanej przez rownosé ¢f, = Chy,. Wtedy
z nier6wnosci wyktadniczej Markowa dla z, x > 0 mamy

(33) (18)
logP(X > z) < logE[e*¥] — zz < logE[e*¥] — 20 < ¢o(z) — 2z +c

gdzie w drugiej nieréwnosci skorzystano z Lematu 2. Biorac inf, prawej strony, otrzymujemy
—(¢&)* + ¢ = —=Cheo(x) + c. Biorac nastepnie supremum po statych C, dla ktorych (17) jest
spelione otrzymujemy (36). Jesli A i B sa komonotoniczne, to (36) wraz z Twierdzeniem 3
implikuja (37). Nalezy podkresli¢, ze glowna trudnosé w tym dowodzie jest ukryta w badaniu
zachodzenia (17).

Wiecej mozna powiedzie¢ o sytuacji, gdy (A, B) dominuja lub sa dominowane (w sensie
(32)) przez zmienne niezalezne. Powiemy, ze A i B sa ujemnie kwadrantowo zalezne (NQD),
jesli (32) zachodzi dla niezaleznych A’ i B’ oraz ze A’ i B’ sa dodatnio kwadrantowo zalezine
(PQD), jesli (32) zachodzi dla niezaleznych A i B.

Przy zalozeniach Twierdzen 4 i 5 mamy [H2, Theorem 4.1 (d)]

hind (x) ~

. . r/(a+r—1)
a+r—1 (a 1> heo(2).

a—1 r
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Twierdzenie 5 (Theorem 6.1 w [H2|).
Zatozmy, ze (35) jest spetnione oraz X jest rozwigzaniem (2).

(i) Jesli A i B sq ujemnie kwadrantowo zalezne, to

) logP(X > ) 5 y—1
limsup —==—75—= < — | 5 : 38
;rgilcg) hmd(x) <fy —1 ( )
(ii) Jesli A i B sq dodatnio kwadrantowo zalezne, to
v—1
(1 < lim inf log P(X > z)
71 T—r+00 hznd(x)
. logP(X > z) oa—1 r r/(at+r—1) y o1
=1 S - ) (39
St hia(@) a—l—r—l(a—l) S -1 (39)

4.3.5 Praca [H3]

Przedstawimy teraz pokroétce znane wyniki opisujace asymptotyke ogona X w tzw. sytuacji
ciezkoogonowej, tworzac w ten sposéb kontekst do wynikow otrzymanych przez habilitanta.
By¢ moze najciekawszy (zarowno pod wzgledem matematycznym jak i mozliwych zastosowari),
a na pewno najlepiej opisany przypadek dotyczy zatozenia typu Cramerowskiego na A, czyli
sytuacji gdy istnieje stata k > 0, dla ktorej E[|A|f] = 1. Oczywiscie warunek ten stanowi
przyktad sytuacji ciezkoogonowej (13). Ponizej prezentujemy podstawowy wynik przy zato-
zeniu Cramerowskim w sformutowaniu Goldiego [27], ktory wezesniej rozwazany byt rowniez
przez Kestena [41] i Grincievi¢iusa [32]. Przez a4 bedziemy oznaczali max{a,0}.

Twierdzenie 6 (Kesten-Grincievi¢ius-Goldie).

Zatozmy, ze A > 0 p.n. Jesli istnieje stata v > 0, taka ze E[A"] = 1, E[|B|"] < +oo,
my, = E[A%log(A)] < 400 oraz rozktad warunkowy log(A) | A > 0 jest niearytmetyczny,
to dla X spetniajgcego (2) zachodzi

lim 2*P(X > z) = CLAX + Bt = (AX)3]

T—+00 KMy

€ [0, +00). (40)

Rozktad prawdopodobienistwa nazywamy niearytmetycznym, jesli jego no$nik nie jest za-
warty w d Z dla dowolnego d > 0. Zauwazmy, ze warunki dostateczne (8) istnienia rozwiazania
X sa implikowane przez zaltozenia E[|B|"] = 1 i E[A®] = 1 (przypadek P(A = 1) = 1 jest
wykluczony przez zalozenie o niearytmetycznosci rozktadu). Przy dodatkowym zalozeniu (9),
prawa strona (40) jest $cisle dodatnia. Dowdd powyzszego Twierdzenia zwykle jest przeprowa-
dzany za pomoca teorii odnowy [41, 32, 27|. Znane sa jednak bardziej bezposrednie argumenty,
w ktorych identyfikuje sie istotne sktadniki sumy (11) [13, 10]. Twierdzenie to opisuje bardzo
ciekawy mechanizm: ograniczone A i B moga generowaé¢ X o ciezkim ogonie, a asymptotyka
tego ogona wynika z klastrowania duzych wartosci iloczynéw (Byy1 [[f_; Ak)n>1 W sumie
(11). Przy zalozeniu E [|B|"] < 400, rozktad B ma wklad w asymptotyke ogona X tylko po-
przez stala w (40) i w tym sensie mozna powiedzie¢, ze to rozklad A dominuje tutaj rozktad
B.

Drugi wynik, istotny w kontekscie omawianej pracy przypisywany jest parze Grincievi¢ius-
Grey [32, 31]. Rozwazali oni zalozenia prowadzace do ciezkoogonowego X, w ktorych wktad
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do asymptotyki ogona X dominowany byl przez B. Zatozenia ponizszego twierdzenia dopusz-
czaja oba rezimy na rozklad A, (13) oraz (14).
Przypomnijmy, ze Rq jest klasg funkcji wolnozmienigcych sie.

Twierdzenie 7 (Grincievicius-Grey).
Zatoimy, ze A >0 p.n. Jesli dla pewnych o,e > 0 oraz L € Ry mamy P(B > x) = L(z)/x®,
E[A%] < 1 oraz E[A“"¢] < 400, to dla X spetniajacego (2) zachodzi

1

P(X>x)~m

P(B > z). (41)
Zauwazmy, ze w obu powyzszych twierdzeniach struktura zaleznosci wektora (A, B) nie jest
istotna, tzn. zalozenia dotycza wylacznie rozkladéw brzegowych (A, B). Struktura zalezno-
sci (A, B) objawia sie (albo czasem nawet nie) tylko w stalej, co jest typowa obserwacja
dla przypadkow ciezkoogonowych (patrz rowniez [23, 43, 19]). Przedmiotem naszych badan
byl przypadek mieszczacy sie niejako pomiedzy zatozeniami Twierdzen 6 1 7.
Rozwazmy pare (A, B) spelniajaca nastepujace zatozenia: dla pewnych staltych a, k,e > 0,

E[A®] =1 oraz E[A"log(A)] < +o0
oraz rozklad warunkowylog(A) | A > 0 jest niearytmetyczny (42)
oraz P(B > z) = L(x)z™ dla wolnozmieniajacej sie funkcji L.

Dla uproszczenia ponizszej prezentacji rozwazmy dodatkowo warunek P(B > 0) = 1. Jesli
poza zalozeniami (42), spelniony jest jeden z ponizszych dwoch warunkow:

o a> K,

e a=~xi 0+°°L(t)/tdt < +o0,

to mamy E[B"] = /{f0+oo t*IP(B > t)dt = K 0+°° tre= 1L (t) < +o0, wiec z Twierdzenia 6

otrzymujemy z"P(X > z) — cdla c = E[(AX + B)} — (AX)}]/(kmy).

Jesli @ < K, to z kolei z Twierdzenia 7 uzyskujemy z*P(X > z)L(z) — ¢ dla ¢ =
1/(1 — E[A®]). Rzeczywicie, z nieréwnosci Jensena mamy wtedy E[A%] < (E[A%])*/" = 1.
Do pelnego opisu tej ciezkoogonowej sytuacji brakuje przypadku ,pomiedzy”, czyli

e a=ki 0+°°L(t)/tdt = 400.

Zauwazmy, ze przy tych zalozeniach stale ¢ i ¢ wybuchaja. Nalezy sie zatem spodziewaé
istotnie innego typu asymptotyki oraz mechanizmu za nig stojacego, niz te opisane przez
Twierdzenia 6 i 7. Przy tych zalozeniach, analiza ogona rozwiazania réwnania (1), gdy losowa
Lipschitzowska funkcja ¥ spelnia warunek

max{Az, B} < ¥(z) < Az + B, rze€R pn. (43)

byta tematem prac [H3] i [H4].!

W literaturze rozwazanych byto kilka innych twierdzen, w ktorych badano ogon rozwigza-
nia (2) gdy ktores z zalozenn Twierdzenia 6 nie bylo spelnione. Ponizej prezentujemy gtowne
zalozenia, przy ktorych znana jest asymptotyka ogona.? Pierwsze trzy punkty dotycza sytu-
acji, gdy rozktad warunkowy log(A) | A > 0 jest niearytmetyczny:

"W rzeczywistosci w Theorem 1.3 w [H4] rozwazano nieznacznie ogoélniejsze ograniczenia na W.
2W kazdym z tych wynikéw potrzebne sg jeszcze dodatkowe, czesto bardzo techniczne, zatozenia.
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(a) E[A"] =1, E[A"log(A)] = 400, E[B*¢] < 400 [43] i E[B*] < +o0 [39],
(

) E
b) E[A"] < 1, E[A"+¢] = +o00, E[B*] < +oo [43),
) E
)

(c) E[A"] < 1, E[A"T¢] = +o0, E[B*¢] = +o0 oraz E[B*] < +o0o [19],

(d) E[A"] =1, E[A"log(A)] < +o0, E[B"] < +00, rozklad warunkowy log(A) | A > 0 jest
arytmetyczny [44].

Dowody twierdzen w pracach [43, 44| opieraja sie na podejsciu zaprezentowanym przez
Goldiego [27], czyli na vwiktanym réwnaniu odnowy (ang. implicit renewal theory). W pracy
[39] znaleziono asymptotyke ucigtego momentu X (a nie ogona), tzn. funkcji x — E[X"Ix <],
gdy * — +o00. Metoda dowodowa jest jednak zupelie inna niz w [27], poniewaz oparty
jest na wielokrotnym zastosowaniu tauberowskiego Twierdzenia Karamaty. Dowdd [19] z kolei
ideologicznie jest bardzo blisko oryginalnemu dowodowi Twierdzenia 7.

Metodologia Goldiego |27] zostala wykorzystana réowniez w pracach [H3| i [H4| i z tego
wzgledu wyprowadzimy ja ponizej. Opiszemy jej gtéwne zalozenia, a nastepnie podkreslimy
podstawowe roznice i problemy, ktore pojawiajg sie przy naszych zatozeniach, a ktére nie wy-
stepowaly w [27]. Przyjete przez nas zalozenia wymagaly istotnych zmian w dowodzie w sto-
sunku do [27].

W pierwotnym zamysle obie prace [H3| i [H4| stanowily jedna calosé i tak tez mozna
je rozpatrywac¢. Motywacja do powstania tych prac pochodzi z [20], gdzie rozwazano wekto-
rowa (w R?) wersje réwnania (2), gdy A jest pewna szczegdlng macierza 2 x 2 goérnotrojkatna.
Problem znalezienia asymptotyki ogonéw rozktadéw brzegowych wektora X jest wtedy bardzo
zblizony do problemu, ktory rozwazamy tutaj.

Praca [H3| dotyczy roéwnania maksymalnego (3). W pracy [H4| analizowano réwnanie
afiniczne (2) oraz, z wykorzystaniem wynikow z [H3|, analizowano ogblne rownanie (1), gdy ¥
spelnia (43). Nalezy tutaj podkreslié, ze analiza rozwiazania rownania maksymalnego jest
bardzo zblizona do analizy réwnania afinicznego. W szczegolnosci, jesli (8) jest spelnione, to
wiemy, ze istnieje jednoznaczne rozwiazanie (3) oraz zachodzi X 4 sup,,en{Bn H;le A;}. Co
wiecej, Goldie w [27] réwniez badal ogon rozwiazania rownania maksymalnego ta sama metoda
co rownania afinicznego. Przy innych zalozeniach réwnania maksymalne oraz powiazane z nimi
zaburzone bladzenia losowe byly analizowane m.in. w [3] oraz [49]. Przejdziemy teraz do opisu
metodologii Goldiego.

Uwiktane réwnanie odnowy
Przy zalozeniu E[A"] = 1 miara borelowska zdefiniowana przez

IUA(') = IE[Amllog;(A)G-] (44)

jest probabilistyczna. Pierwszy moment miary pq4 wynosi [ tpua(dt) = E[A"log(A)]. Wartos¢
ta jest dodatnia, by¢ moze nieskoriczona. Wynika to ze $cistej wypuklosci funkcji [0, +00) >
a — E[A%] (gdy rozkltad A nie jest jednopunktowy) oraz z faktu, ze funkcja ta przyjmuje
wartos¢ 1 w punktach @ = 01 @ = k. Zatem jej pochodna w x, rowna wtasnie E[A" log(A)],
jest $cisle dodatnia.

W dalszych rozwazaniach X jest rozwiazaniem (2) lub (3). Zdefiniujmy dwie funkcje
rzeczywiste:

f(z) =e™P(X >e%) oraz ¢(x) =" (P(X > e*) —P(AX > €Y)), reR, (45)
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przy czym bedziemy rozwazaé funkcje ¢, gdy A i X sa niezalezne. Wtedy
£(2) = ¥(x) + TP(AX > €7) = 9(z) + e"°E [P (X > elog(4) | A)]
— vla) + BLA* (@~ log A)] = ¥(a) + [ fa = ualdo)

W trzeciej rownosci powyzej skorzystano z niezaleznosci A i X oraz z definicji funkcji f. Jest
to tzw. réwnanie odnowy z niewiadomg funkcja f. Od klasycznej sytuacji odrbznia je fakt,
ze funkcja 1) roéwniez nie jest znana oraz jest silnie zwiazana z funkcja f. Co zaskakujace,
nie przeszkadza to w badaniu asymptotycznych wtasnosci f.

Poprzez iteracje powyzszego rownania otrzymujemy dla n € N,

Z/wa—ZMAdZ /fiL"—ZMA z),

gdzie ¥ jest n-krotnie spleciona ze soba miara pa oraz pu*) = . Pokazemy teraz, ze drugi
sktadnik prawej strony powyzszego réwnania punktowo zbiega do zera, gdy n — +o00. Z nie-
rownosci Markowa mamy f(z) < E[X"¢]e** dlax € Rie € (0,k), przy czym z (11) szybko
wynika, ze E[X"7¢] < 400 dla € € (0,x). Stad

/ @ — Di(dz) < B[X] / ¢2=2) =0 () = B[X*<E[A"—]"e=® — 0,
R

gdy n — +o00. Dla kazdego = € R otrzymujemy zatem

+oo
— T — =z *k ) = T —z p
=3 [ va =it @) = [ vl =2 @) (46)
gdzie
+o00
HM _ Z Iu*n
n=0

jest tzw. miarg odnowy dla miary probabilistycznej p.

Fundamentalnym wynikiem w teorii odnowy jest Twierdzenie Blackwella , ktére mowi,
ze jesli my, := [p xp(dx) € (0,400] oraz rozklad p jest niearytmetyczny, to dla kazdego t > 0
zachodzi [§]

lim H, (2,2 +4]) = —. (47)
T—>+00 my

Istnieje réwniez wersja powyzszego wyniku dla miar arytmetycznych. Zauwazmy, ze zalo-
zenie o niearytmetycznosci rozktadu warunkowego log(A) | A > 0 implikuje, ze miara p4
rowniez jest niearytmetyczna. Dalej bedziemy rozwazali sytuacje, gdy miary @ i g4 sa nie-
arytmetyczne. Twierdzenie Blackwella implikuje tzw. kluczowe twierdzenie o odnowie (ang.
Key Renewal Theorem), ktore pozwala znajdowaé granice przy r — 400 wyrazen typu
fR g(z H,(dt). O funkcji g zaklada sie wtedy, ze jest bezposrednio catkowalna w sensie
Rzemanna (d R.i., ang. directly Riemann integrable), tzn. jej gorne i dolne sumy Riemanna
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na calej (nieograniczonej) dziedzinie zbiegaja do tej samej skoriczonej granicy, gdy Srednica
podziatu zbiega do zera. W takiej sytuacji otrzymujemy [4, Theorem 4.2]

. 1
Jim [ ote ot = = [ o
W Twierdzeniu 6 zatozono E[|B|*] < +oo. Warunek ten implikuje, ze funkcja 1 jest catko-
walna, ale nie wszystkie funkcje catkowalne sa d.R.i. Problem ten omija sie poprzez zastosowa-
nie tzw. operatora gladzacego f — f: t— ffoo e_(t_x)f(x)d:z:. Operator ten przeprowadza
funkcje catkowalne na funkcje d.R.i. [27, Lemma 9.2]. Przykladajac go do obu stron (46)
otrzymujemy

f(t) = /R Bt — 2)H,, (d2).

Zatem jesli E[| B|"] < +o00, to kluczowe twierdzenie o odnowie implikuje, ze

p 1 - 1
lim f(t) = —— r)dr = —————— x)dx.

t—+00 1) Jz z pa(de) /Rw( ) E[A%log(A)] /]Rw( )
Latwo pokazaé¢, ze prawa strona powyzszej rownosci jest tozsama prawej stronie (40). Osta-
tecznie, elementarny argument tauberowski [27, Lemma 9.3] implikuje, ze

lim f(t) = i = lim z"P(X
t—g—noo f(t) t—g—noo f(t) xiriloo t ( > JJ),

co koniczy dowod Goldiego.

W pracach [H3| i [H4| rozwazano warunek E[BY] = +oo, ktory implikuje, ze funkcja v
nie jest catkowalna, wiec powyzszy argument musi byé odpowiednio dostosowany. W naszym
podejsciu regularyzacja rownania (46) nie jest potrzebna. Przy dodatkowym zalozeniu P(B >
x) = L(x)/2", L € Ry, zdefiniujmy dwie funkcje rzeczywiste

¥p(2) = ™P(B > ) = L(e")  oraz  ¢o(z) = () — Pp(2). (48)

Wtedy (46) sprowadza sie do

f(z) = / (%) H,, (dz) + / o — 2)Hyuy (d2). (49)

Jesli X jest rozwiazaniem réwnania maksymalnego (3), to mozna pokazac, bez odwolywania
si¢ do kluczowego twierdzenia o odnowie, ze [p to(x — 2)H, , (dz) ma skonczong granice oraz
ja znalez¢, zob. dowod [H3, Theorem 4.2]. W takiej sytuacji pozostaje badanie asymptotyki
dominujacego sktadnika, czyli [ L(e* ") H,,, (dz).

Ponizsze twierdzenia sa gtéwnym technicznym wynikiem dotyczacym teorii odnowy w pracy
|[H3]. Twierdzenia te pozwalaja znalezé¢ asymptotyke pierwszego (punkt (i) ponizej) i drugiego
(punkt (ii)) rzedu dominujacego sktadnika prawej strony (49).

Powiemy, ze rozklad p jest silnie niekratowy (ang. strongly non-lattice), jesli

limsup| [ e pu(dt)] < 1.
|z]|>+o00 JR

Twierdzenie 8.
Niech p bedzie rozktadem prawdopodobieristwa, dla ktérego my = [ x p(dz) € (0,+00), oraz
niech L bedzie funkcjg wolnozmieniajgcq sie, dla ktorej ffroo L(t)/tdt = 4+00.
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(i) [H3, Theorem 3.1| Jesli rozktad u jest niearytmetyczny, to

exp(z)
/ L (e" %) Hy(dz) ~ 1/ @dt.
(0,z] 1 t

My

(11) [H3, Theorem 3.2 oraz komentarz pod jego sformulowaniem| Zatézmy, ze rozktad p
jest silnie niekratowy. Przypusémy, ze dla e,7 > 0 mamy fR eftu(dt) < +oo oraz
w((—o0,z]) = o(e"™). Wtedy

exp(z)
/ L(") Hy(dz) = — / Lit)dt+O(L(e$)). (50)
R 0

my

Zalozenie o silnej niekratowosci pozwala skorzysta¢ z wynikow [52|, gdzie przy pewnych
dodatkowych zalozeniach zachodzi

H,((—o00,2)) = mi +c+o(e™™), T — 00,
n

dla pewnych statych ¢, > 0. Warunkiem dostatecznym silnej niekratowosci miary g4 jest,
by rozktad zmiennej losowej A posiadal nietrywialna sktadowa absolutnie ciagta wzgledem
miary Lebesgue’a [H3, Remark 4.3].

Wiadomo, ze jesli funkcja L jest wolnozmieniajaca sie, to funkcja L: z — JEL(t)/tde
rowniez jest wolnozmieniajaca sie oraz L(x)/L(z) — 400 gdy 2 — +oo [7, §3.0]. Oznacza to,
ze (50) opisuje asymptotyke drugiego rzedu.

Glownym probabilistycznym wynikiem pracy |[H3| jest ponizsze twierdzenie. Punkt (i)
dotyczy asymptotyki pierwszego rzedy, a punkt (i) asymptotyki drugiego rzedu ogona roz-
wigzania réwnania maksymalnego.

Twierdzenie 9 (Theorem 4.2 w [H3|).
Zatozmy, ze

(A-1) A >0 p.n. oraz zZe rozktad warunkowy log(A) | A > 0 jest niearytmetyczny,
(A-2) istnieje stata k > 0, dla ktorej E[A"] = 1, m,, := E[A"log(A4)] < 400,
(B-1) L(z) := 2"P(B > x) € Ro oraz E[Bf] = 400.

Niech X bedzie rozwigzaniem (3).

(i) Jesli istnieje stata n € (0,k), dla ktdrej E[ATB} "] < 400, to

1 T L 1
PPX > 2) ~ - / LIPS /50 |
0

My t KMy

(ii) Jesli E[AT€] < 400 dla € > 0 oraz rozktad pa zdefiniowany w (44) jest silnie niekra-
towy, to

1 [®L(t) B Emin{AX, B}7] .
/0 dt + O(L(x)).

"P(X > )= —
My R My

Zatozenie E[A"T¢] < 400 implikuje E[A"B] "] < 400 dla n € (0,x), skad z kolei mamy
Emin{AX, B}%] < 4o0.
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4.3.6 Praca [H4]

Praca [H4| w glownej mierze dotyczy badania rozwiazan réwnania afinicznego (2). Uzyskane
wyniki wspoélnie z wynikami z [H3| dotyczacymi rownania maksymalnego (3) sa wykorzysty-
wane do znalezienia asymptotyki ogona rozwiazan (1), gdy

max{Ax, B} < V¥(z) < Az + B, p.n.

Asymptotyka pierwszego rzedu

Jesli X jest rozwigzaniem réwnania afinicznego, to mozemy zdefiniowaé funkcje f i ¢ tak
samo jak w (45) dla rownania maksymalnego i otrzymac (46) oraz (49). Jednak pokazanie,
ze funkcja g jest d.R.i jest dla rownania afinicznego duzo trudniejsze. Z tego wzgledu zasto-
sowano modyfikacje podejscia Goldiego, zaczerpnieta z pracy [11]. Funkcje f oraz v zostaly
zdefiniowane wzorami

f(z) = e™Elg(e™"X)] oraz ¢(z) =™ (E[g(e " X)] — E[g(e "AX)]), z€R,

gdzie g jest funkcja holderowska aproksymujaca indykator 1(; 4 )(z). Zdefiniujmy ¢p(z) =
e Elg(e *B)]. Taka modyfikacja pozwala uniknaé¢ technicznych trudnosci zwiazanych z po-
kazaniem, ze funkcja 1o(x) := ¥ (x) —1p(z) (por. (48)) jest d.R.i. [H4, Proposition 4.3]. Zeby
znalezé asymptotyke funkcji f dla ustalonego g, konieczne jest udowodnienie odpowiedniego
twierdzenia o odnowie. Przy zalozeniach punktu (i) Twierdzenia 8 oraz pewnych technicznych
zalozeniach na funkcje g udowodniono, ze [H4, Theorem 3.1|

1 K
lim / Yp(x —2)H, ,(dz) = / g(r)yr=""tdr.
z—+00 f;xp(m)L(t)/t dt Jr HA M J1 4 oe)

Wynik ten ideowo jest bardzo zblizony do Twierdzenia 8, jednak bardziej techniczny.

W [H4, Theorem 4.1] znajdujemy asymptotyke f dla ustalonej funkcji g. Asymptotyka
ta pozwala znalezé asymptotyke ogona X, zob. dowod [H4, Theorem 1.1]. Ponizej prezentu-
jemy podstawowy wynik otrzymany dla rozwiazan réwnania afinicznego (2).

Twierdzenie 10 (Theorem 1.1 w [H4]).
Zatozmy, ze

(A-1) A >0 p.n. oraz ze rozktad warunkowy log(A) | A > 0 jest niearytmetyczny,
(A-2) istnieje stata k> 0, dla ktorej E[A®] =1, m,, := E[A"log A] < +o0,
(B-1) L(x):=a2"P(B > x) jest wolnozmieniajgca si¢ oraz E[B}] = 400,
(AB-1) istnieje stata n € (0,x) N (0,1], dla ktérej E[A"BY™"] < +oo.
Jesli X jest rozwigzaniem (2), to dla x — +0oo zachodzi

E[B%Ip<] 1 [*L
[+B§]N/ ()
Kk JO

KMy m

2" P(X > x) ~ (51)

t
Struktura zaleznosci wektora (A, B) jest obecna tylko w bardzo stabym zalozeniu (AB-

1). Ponadto, przy rozwazanych zalozeniach, asymptotyka rozwiazania réwnania afinicznego

(Twierdzenie 10) i maksymalnego (Twierdzenie 9) sa takie same. Obserwacja ta moze by¢

po czesci wyttumaczona faktem, ze w sumie (11) mamy do czynienia z rozkladami podwy-

ktadniczymi, dla ktorych zachodzi tzw. zasada jednego duzego skoku (ang. single big jump

principle). Pomimo, ze sktadniki tej sumy sa zalezne, zasada ta nadal si¢ tutaj stosuje.
Twierdzenia 9 i 10 implikuja nastepujacy wynik dla rozwigzan (1).
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Twierdzenie 11 (Theorem 1.3 w [H4]).
Zatozmy, ze zatozenia (A-1), (A-2), (B-1), (AB-1) z Twierdzenia 10 sq spetnione. Jesli funkcja
U spetnia nieréuwnodé (43) oraz X jest rozwigzaniem (1), to zachodzi (51).

Wersja Twierdzenia 10 zostalta réwniez udowodniona, w sytuacji, gdy A moze przyjmowaé
wartosci ujemne. Wtedy zalozenie (A-1) jest zastepowane przez warunek E[|A|"] = 1 oraz
niearytmetycznosci rozkladu warunkowego log(|A|) | A # 0, a zalozenie (B-1) jest zmieniane
na: dla p € [0,1] oraz L € Ry zachodzi

P(B>z)~pax "L(x) oraz P(B < —x)~ (1—p)z "L(z) oraz E[B|"]=+oc.

Wtedy jesli E[|A|"¢] < 400 oraz X jest rozwigzaniem (2), to gdy x — +oo [H4, Theorem
5.2

5 . 1 “L(t)
z"P(X > x) ~2"P(X < —z) ~ SE[AF log([A])] /0 " dt.

Co zaskakujgce, problem ten da sie sprowadzié¢ do sytuacji A > 0. Dokladniej, mozna pokazad,
ze jesli X spelnia rownanie (2) dla P(A < 0) > 0, to X spelnia rowniez réwnanie

X2 Ax + B, ([l, B) oraz X sa niezalezne,

gdzie P(A > 0) = 1 [54, Lemma 2.1]. Rozklad wektora losowego (A4, B) nie jest wyznaczony
jednoznacznie, ale zawsze mozna wziaé

(A, B) = (A1 .. -AN,Bl —{—Ale 4+ ... —|—A1 . AN—IBN)a

gdzie N = inf{n € N: A, > 0} jest skoiiczonym momentem stopu [H4, §5]. Rozklad A
dziedziczy wiele wlasnosci z rozkltadu A, w szczegolnosci warunek E[|A]f] = 1 tatwo implikuje
E[fl’“‘] = 1. Zeby analizowaé rozklad B, poczyniono bardzo prosta, lecz zaskakujaca i, wedtug
naszej wiedzy, nigdzie nie odnotowana w literaturze obserwacje, ze

B Alp0S + B, (A, B) oraz S sa niezalezne,

gdzie S spelia réwnanie afiniczne

g4 Alp~0S + B, (A, B) oraz S sa niezalezne.

Okazuje sie, ze przy rozwazanych zalozeniach stosunkowo tatwo jest bada¢ wlasnosci rozktadu
S, poniewaz asymptotyke S opisuje Twierdzenie 7.

Asymptotyka drugiego rzedu

Zeby udowodni¢ asymptotyke wyzszego rzedu dla ogona X niezbedny jest nie tylko do-
bry opisu sktadnika dominujacego [ ¥p(x — 2)H,,,(dz), ale réwniez reszty, czyli sktadnika
Jg %oz — 2)H, . (dz), przy czym podejicie przez funkcje holderowskie wydaje si¢ tutaj by¢
za stabe. By doktadnie opisaé te reszte rozwazano warunek gwarantujacy wieksza regular-
nos¢ miary odnowy H,, ,, niz ta wynikajaca z dotychczas przyjetych zalozeri. W ramach prac
znaleziono warunek, przy ktorym dla pewnej statej ¢ > 0 oraz § € (0,1) zachodzi

H,,((x,2+h]) < ch”, x,h > 0.
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Latwo jest pokazaé, ze dla dowolnej miary p o dodatnim pierwszym momencie oraz dowolnej
stalej € > 0 istnieje stata C, taka ze sup,cg Hyu((z, 2+ h]) < Ch dla h > €. Jednak kluczowe
byly oszacowania dla malych h. Jesli zalozymy, ze dla pewnego 8 € (0,1) mamy

limsup sup b PP(z < log(A) < z + h) < 400, (52)
h—0t x>0

to zachodzi rowniez

limsupsup h ™7 pua((z, z + h]) < +oo
h—0+t x>0

dla pewnego * € (0,3) C (0,1) [H4, p. 1808]. Powyzszy warunek implikuje z kolei istnienie
statej 8 € (0,8*) C (0,1), dla ktérej mamy [H4, Lemma 2.1|

H,,((z,z + hl) Scmax{h,hé}7 x,h > 0.

W [H4, Theorem 4.4| zatozono mocniejszy warunek niz (52), a mianowicie sup,~ zostalo za-
stapione przez sup,cgr, co byto podyktowane potrzeba wynikajaca z szacowan w [H4, Lemma
4.7]. Dowod zaczyna sie tak samo jak w przypadku dowodu Twierdzenia 9 punkt (1), jed-
nak jest duzo bardziej techniczny ze wzgledu na fakt, ze analiza réwnania afinicznego jest
trudniejsza niz réwnania maksymalnego. Wynik ponownie opiera sie na Twierdzeniu 8 punkt

(ii).
Twierdzenie 12 (Theorem 4.4 w [H4]).
Zatozmy, ze

(A-1') A >0 p.n. oraz Ze rozktad py jest silnie niekratowy,
(A-2') istnieje stata k > 0, dla ktorej E[A"] =1,
(A-3) istnieje stata > 0, dla ktorej

limsupsup b PP(z < log(A) < x + h) < 400,
h—0t z€R

(A-4) istnieje stata v > k + K2/8, dla ktdrej E[A7] < +o0,
(B-1) L(x) := 2"P(B > x) jest wolnozmieniajgca si¢ oraz E[Bf] = 400.
Jesli X jest rozwigzaniem (2), to dla x — +0oo zachodzi

Jy Ltftdt | B(AX + B); — (AX)5 — BY)

Mg KMy

2"P(X >z) = + O(L(z)) + o(1). (53)

Zauwazmy, ze zalozenia (A-2’) oraz (A-4) implikuja (A-2), a zalozenia (A-2’) oraz (B-1)
implikuja (AB-1).

Zauwazmy ponadto, ze (53) bardzo przypomina teze punktu (i) Twierdzenia 9. Ponizej
wytlumaczymy skad biora sie réznice w opisie reszty w obu tych twierdzeniach. W dowodzie
Twierdzenia 9 punkt (i) wykazano, ze gdy X jest rozwiazaniem rownania maksymalnego,
to dla ¥g(x) = e (P(X > %) — P(AX > e”) — P(B > €%)) zachodzi

Emin{AX, B}}]

KMy

/R Yo(w — 2)Hy, (d2) = — +o(L(e™)).
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Gdy X jest rozwigzaniem réwnania afinicznego to w dowodzie Twierdzenia 12 pokazano jedy-
nie, ze
E[(AX + B)} — (AX)§ — BY]

KMy

/R Vol — 2)H,, (dz) = +o(1),

gdzie w ogolnosci nie wiadomo czy reszta o(1) jest rzedu o(L(e")).
Przypomnijmy, ze przy (B-1) mamy fOIL(t)/tdt — +oo. Jedli liminf, o L(z) > 0,

to (53) implikuje
Jo L(t)/tdt N

s

2"P(X >z) = O(L(z)).

Jesli z kolei limy_y 4 oo L(z) = 0, to (53) sprowadza si¢ do

xgrfoo ((L‘HIP’(X > x) . fOIL(t)/t dt) _ E[(AX + B)i — (AX)’_T_ — B_’T_]

My KMy

4.3.7 Praca [H5]

Prace [H1]-[H4] dotyczyly badania asymptotyki ogona rozwiazania rownar (1) w +00. Nosniki
tych rozwiazan moga by¢ jednak ograniczone i zasadne jest wtedy pytanie o asymptotyke ogona
przy brzegu tego no$nika. Uzasadnimy najpierw, ze problem znalezienia asymptotyki przy
skoniczonym brzegu nosnika (lewym lub prawym), w przypadku réwnania afinicznego moze
by¢ zawsze sprowadzony do badania lewego ogona w 0%. Niech X bedzie rozwiazaniem (2),
dla ktorego xg := esssup(X) < +oo oraz powiedzmy, ze jestesmy zainteresowani asymptotyka
ogona przy prawym koricu nosnika, tzn. funkcji P(X > z) dla # — x,. Problem ten jest
rownowazny badaniu asymptotyki funkcji = +— IP’(X < z)dlaz — 07, gdy X =z — X.
Rzeczywiscie, w tej sytuacji jasne jest, ze zmienna losowa X jest nieujemna p.n. oraz spetnia
rownanie afiniczne

XL AX + B, (A, B) oraz X sa niezalezne,

gdzie B := xo(1 — A) — B. Jedli z; := essinf(X) > —oo i jestesmy zainteresowani lewym
ogonem X przy xf, to tatwo zauwazy¢, ze zmienna losowa X=X-n jest nieujemna p.n.
oraz roOwniez spelnia réownanie afiniczne. Zauwazmy ponadto, ze jesli zmienne losowe A i B
sa nieujemne p.n., to zmienna losowa X spelniajaca (2) réwniez jest nieujemna p.n. (11).
Zacznijmy od szeregu definicji.

Niech R(0") bedzie klasa funkcji wolnozmieniajacych si¢ w 0%, tzn. nieujemnych funkcji
mierzalnych zdefiniowanych w otoczeniu 07, speliajacych lim,_,o+ L(tz)/L(x) = 1 dla do-
wolnego t > 0. Jasne jest, ze jesli L € Ry, to z — L(1/z) € Ro(0"). Powiemy, ze zmienna
losowa B jest IED (tzn. posiada Inverse Ezponential Decay), jesli dla A > 01 p > 0 oraz
funkcji L € Ro(0") zachodzi

A+o(1)

P(B<zx)=e L), r— 0" (54)

Takie zmienne losowe oznaczamy przez IEDZ()\). Pierwsza istotna obserwacja w pracy |[H5]
jest spostrzezenie, ze jesli X; jest IEDY (\;) dla i = 1,2 oraz X; i X5 sa niezalezne, to [Theorem
3.10, H5|

1+
X1 + X; jest TED/ ((A}/ (0 4\l <1+p>) p) .
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Dowdd tego faktu opiera si¢ na tauberowskim Twierdzeniu de Bruijna. Powyzszy wynik
przy dodatkowych zalozeniach zostal nastepnie w pracy uogélniony na nieskoriczone sumy
(Sekcja 4), procesy ARMA o stalych wspotezynnikach (Sekcje 5 1 6) oraz rozwiazania rownan
afinicznych (Sekcja 7). Ograniczymy sie tutaj do prezentacji wynikow z Sekeji 7, poniewaz jest
to sekcja bezposrednio powiazana z problemem bedacym gléwna motywacja pracy (o ktorym
dalej), a takze najciekawsza matematycznie.

Przypomnijmy, ze zmienne losowe A i B sa dodatnio kwadrantowo zalezne (PQD), jesli

P(A>x,B>y)>PA>z)PY >y), Va,y € R.

Twierdzenie 13 (Theorem 7.6 w [H5]).
Zatézmy, ze (8) jest spetnione, A i B sq niewjemne oraz dodatnio kwadrantowo zalezne. Jesli

B jest IEDY ()), (55)
dlap>0,A>01iLeRy(0") oraz X jest rozwigzaniem (2), to
X jest IEDY (A),

dla

A
A= , 56
O_JNHOHP (56)

gdzie a_ := essinf(A).

Dowdd powyzszego twierdzenia jest stosunkowo podobny do dowodu punktow (i) i (ii)
Twierdzenia 2 z pracy [H2|. Opiera sie on na analizie asymptotyki transformaty Laplace’a X
i odpowiednim twierdzeniu tauberowskim. Zdefiniujmy

Yx(z) == —logElexp(—2X)] 1 4¢p(z):= —logE[exp(—2zB)].
Wtedy z (10) mamy dla z > 0

e*wX(Z) _ E[esz] _ E[efz(AXJrB)] _ E[E[G*Z(AX+B) | A’ BH

57
= Ele~*PE[e~("Y) | A, B = Ele ¥xN25), o0

gdzie skorzystano z niezaleznosci X i (A, B).

Przy zalozeniu (55) asymptotyka funkcji g wynika z tauberowskiego twierdzenia de Bru-
ijna. Mozna z niego wywnioskowa¢, ze nieujemna zmienna losowa B jest IED? wtedy i tylko
wtedy, gdy

vB(2) ~ (f)7(2), 2= +oo, (58)

gdzie f(x) = \xPt1/L(1/x), f* jest wypuklym sprzezeniem funkcji f oraz g := (f*)* jest
dowolng funkcja speliajaca f*(g9(z)) ~ x ~ g(f*(z)), gdy x — 00.3
Glownym krokiem w dowodzie Twierdzenia 13 jest pokazanie, ze (57) oraz (58) implikuja

1 1 .
444ﬁ$wﬂdwfgﬁﬁgu>ﬂ@> z = +00.
iy

¢X<z) ~ 1 —aﬁ/

3Prezentujemy tutaj sformulowanie twierdzenia de Bruijna z [H2, Theorem 2.4].
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Majac powyzsza asymptotyczng rownowaznosé, mozemy zastosowaé odwrotng implikacje twier-
dzenia de Bruijna by otrzymaé teze twierdzenia.

Drugi z waznych wynikow pracy [H5| dotyczy twierdzenia o dolnej obwiedni ciagu (X, )n>0
zdefiniowanego w (4).

Twierdzenie 14 (Theorem 7.8 w [H5]).

Zatozmy, ze A i B sq dodatnio kwadrantowo zalezne, P(A € [0, 8]) = 1 dla pewnego 5 € (0,1)
oraz E[max{log(B),0}*] < +oo dla kazdego s > 0. Jesli B jest IEDY (X) dla p > 0, A > 0
oraz L € Ro(07), to dla ciggu (Xp)nen zdefiniowanego w (4) dla Xo = 0 mamy

i inf Xn
iminf ———
n—oo g(1/log(n))

gdzie A jest zdefiniowana w (56), a g jest funkcjg asymptotycznie odwrotng do funkcji x —
xPL(x).

=AYP pon,

Dowo6d Twierdzenia 14 korzysta z opisu ogona rozkladu stacjonarnego ciagu (X, )nen,
zob. (12), otrzymanego w Twierdzeniu 13. Dla ¢ > 0 zdefiniujmy ciag zdarzen (A,(c))nen

wzorem g Xn c AL/
4@ = | si7remy SN}

Korzystajac z Lematow Borela-Cantellego pokazano, ze z prawdopodobiefistwem 1 dla dowol-
nego ¢ € (0,1) zdarzenia (A (c))nen zachodza skoniczenie wiele razy, a dla ¢ > 1 zachodza
nieskoniczenie wiele razy.

Glownag motywacja do powyzszych badan byly prace nad procesami stochastycznymi typu
Fleminga-Viota [15]. Okazuje sie, ze procesy tego typu, blisko zwiazane z procesami galtazko-
wymi, czasami mogg by¢ opisane teoria rownan afinicznych. Nastepujacy proces jest wlasnie
takim przyktadem: rozwazmy dwie czastki w R}i- poruszajace si¢ zgodnie z niezaleznymi ru-
chami Browna startujacymi z tego samego punktu w (0, c0); w momencie, gdy jedna z czastek
uderzy w 0, zostaje zabita, a druga czastka rozdziela si¢ na dwie czastki, poruszajace sie dalej
zgodnie z niezaleznymi ruchami Browna; ten schemat jest powtarzany. Niech T}, bedzie n-tym
momentem uderzenia czastki w 0, a Y,, polozeniem dalszej czastki w momencie T;,. Mozna
wtedy pokazaé bezposrednim rachunkiem, ze ciag (A, Bn)nen zadany wzorem dla n € N,

2
_ Yn—l

Tn - Tn—l
An - YTLQ ) e —

Bn_ YTLQ Y

Yo=1, To =0

jest ciagiem i.i.d., a dla X,, = T,,/Y,2 w sposob trywialny zachodzi (4) z Xo = 0, zob. [16,
§7|. Podkreslmy, ze rozktad wektora (A, B) dla tego szczegblnego procesu nie spetnia zatozen
Twierdzeri 13 i 14. Twierdzenia ktorych zalozenia obejmuja ten przypadek zawarte sa w pracy
[16], bedacej kontynuacja [H5|.

Wedle naszej wiedzy, Twierdzenie 14 jest pierwszym tego typu wynikiem otrzymanym dla
ciagu (X, )n>0 1 otwiera ono droge do wielu nowych hipotez. W szczegdlnosci, przy zatozeniach
na (A, B) rozwazanych w pracach [H1] i [H2] powinno by¢ mozliwe znalezienie jawnej funkcji
g oraz statej C, dla ktorych

Xn
limsup — = C € (0,00) p.n.
n—00 g(n)
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4.4

Opis wkladu habilitanta w osiagniecie naukowe

Prace [H1| i [H2] sa samodzielne.

Praca [H3|:

Zarowno sformutowania jak i dowody gtéwnych technicznych wynikéw pracy, czyli twier-
dzent o odnowie Theorem 3.1 i Theorem 3.3 stanowia indywidualny wktad habilitanta.

Dowd6d punktu (i) Theorem 4.2 zostal przeprowadzony wspoélnie z prof. E. Damek przy
poréwnywalnym wkladzie autoréow.

Sformutowanie oraz dowod asymptotyki drugiego rzedu, czyli punktu (ii) Theorem 4.2,
sg samodzielnym dzietem habilitanta.

Wiekszosé pracy redakcyjnej zostala wykonana przez habilitanta.

Praca [H4|:

Podstawowy wynik dotyczacy rownania afinicznego, czyli Theorem 1.1 (wraz ze stan-
dardowymi konsekwencjami Corollary 1.2, Theorem 1.3 i Theorem 1.4), jest wspolny,
a wkiad wspélautoréw w jego powstanie jest poréwnywalny. Zastosowanie funkcji hol-
derowskich w dowodzie Theorem 1.1 (idea zaczerpnieta z [11]) pochodzi od prof. E.
Damek.

Sformutowanie twierdzenia o odnowie Theorem 3.1 i jego dowdd sg zasadniczo dzietem
habilitanta. Prof. E. Damek miata wklad w pokazanie, ze drugi sktadnik réwnania (58)
szacuje sie przez (59).

Do wktadu habilitanta nalezy rowniez wypracowanie zalozenia na rozktad A prowadza-
cego do wyzszej regularnosci miary odnowy H,, (Lemma 2.1), co pozwolilo na wyko-
nywanie szacowan w Theorem 4.4 i Lemma 4.7.

Sekcja 5 o znakowanym A (w tym sformutowania i dowody Theorem 5.2, Theorem 5.3,
oraz Theorem 5.4) jest efektem samodzielnej pracy habilitanta.

Sformutowanie i dowod Twierdzenia o asymptotyce drugiego rzedu Theorem 4.4 (a takze
sformutowanie i dowod wyniku pomocniczego, czyli Lemma 4.7) zostaly wypracowane
przez habilitanta. Prof. E. Damek miala wktad w szacowania na stronach 1809-1810.

Sformutowania i dowody Proposition 4.3 oraz Lemma 7.1 sg autorstwa prof. E. Damek.

Wiekszosé pracy redakcyjnej zostala wykonana przez habilitanta.

Praca [H5|:

Glownym wkladem habilitanta jest zauwazenie, ze wszystkie wyniki w pracy moga by¢
rozwazane przy ogélniejszych zatozeniach. Zanim habilitant dotaczyl do projektu, De-
finition 1.1 oraz cata praca dotyczyly tylko sytuacji p = 1 oraz L = 1. Uogblnienie
na sytuacje p > 0 oraz L € Ro(0") spowodowalo przeformutowanie wszystkich wynikow
w pracy z wylaczeniem Sekcji 8, ktora dotyczy konkretnego przyktadu. Kluczowe spo-
strzezenie jest zawarte w sformutowaniu Theorem 3.10, ktére mowi, ze klasa IED/ jest

29



zamknieta ze wzgledu na operacje splotu. Obserwacja ta jest w pracy nastepnie rozsze-
rzana na nieskonczone sumy (Theorem 4.4 i Theorem 4.7), procesy ARMA (Theorem
6.2 i Theorem 6.3 ) oraz rozwiazania rownan afinicznych (Theorem 7.6). Dodatkowo,
wyniki te sa wykorzystywane do udowodnienia twierdzen typu prawo iterowanego loga-
rytmu (Theorem 6.3 dla procesow ARMA oraz Theorem 7.8 dla ciagu (4)).

e Obecne dowody Theorem 3.10 oraz Theorem 7.6 pochodza w pelni od habilitanta. Dzicki
wykorzystaniu tuberowskiego Twierdzenia de Bruijna, dowody te sg znacznie krétsze niz
wczesniejsze i to pomimo faktu, ze dotycza ogélniejszej sytuacji.

e W przypadku réownan afinicznych (Sekcja 7) habilitant zauwazyt, ze zalozenie o nieza-
leznosci A 1 B moze zostaé ostabione do dodatniej kwadrantowej zaleznosci.

e Zdecydowana wiekszo$¢ pracy redakcyjnej zostata wykonana przez dr. T. Tadicia. Prof.
K. Burdzy sprawowal opieke merytoryczng nad projektem.
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5 Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych.

5.1 Publikacje przed uzyskaniem stopnia doktora.

Wszystkie publikacje habilitanta wydrukowane przed doktoratem wchodzity w sktad rozprawy
doktorskiej. Tematycznie mozna je podzieli¢ na dwa nurty:

e Niezaleznos$ciowe charakteryzacje rozktadéw prawdopodobienistwa na stozkach syme-
trycznych - [P1], [P3], [P4],

e Rownania funkcyjne na stozkach symetrycznych - [P2], [P5].

[P1] B. Kotodziejek, The Lukacs-Olkin-Rubin theorem on symmetric cones through Gleason’s
theorem. Studia Math. 217 (2013), no. 1, 1-17.

[P2] B. Kotodziejek, Multiplicative Cauchy functional equation on symmetric cones. Aequ.
Math. 89 (2015), no. 4, 1075-1094.

[P3] B. Kotodziejek, The Lukacs-Olkin-Rubin theorem on symmetric cones without invariance
of the "quotient”. J. Theor. Probab. 29 (2016), no. 2, 550-568.

[P4] B. Kotodziejek, Characterization of beta distribution on symmetric cones. J. Multivar.
Anal. 143 (2016), 414-423.

[P5] B. Kotodziejek, The generalized fundamental equation of information on symmetric
cones. Aequ. Math. 90 (2016), no. 5, 917-933.

Problem charakteryzacji rozktadéw prawdopodobieristwa moze by¢ zdefiniowany naste-
pujaco. Powiedzmy, ze pewna rodzina F rozkladéw prawdopodobienstwa posiada pewna
wlasnos¢ P. Powiemy, ze wlasno$é¢ P charakteryzuje rodzine F wtedy i tylko wtedy, gdy roz-
ktady posiadajace wtasnos¢ P naleza do rodziny F. Niezaleznosciowe charakteryzacje dotycza
wtasnosci okreslonych przez warunek niezaleznosci przeksztalcen niezaleznych zmiennych loso-
wych: rozwazmy niezalezne zmienne losowe (X, Y), bijekcje ¢ dzialajaca na nosniku wektora
(X,Y) oraz zdefiniujmy wektor losowy (U, V) = ¢(X,Y). Powiemy, ze (X,Y) spelnia wta-
snos¢ niezaleznosci P, jedli zmienne losowe U i V' sa niezalezne.

Charakteryzacje niezalezno$ciowe maja stosunkowo dluga historie. Do najbardziej zna-
nych charakteryzacji niezaleznosciowych nalezy charakteryzacja (Kaca-)Bernsteina rozktadu
normalnego [40, 5|: jesli X 1Y sq niezalezne i niezdegenerowane, to sktadowe wektora (U, V') =
(X+Y, X -Y) sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy X 1 Y majg rozktad normalny o tej samej
wariancyi. Innym przyktadem znanej charakteryzacji jest charakteryzacja Lukacsa: jesli X 1Y
sq niezalezne, nieujemne i niezdegenerowane, to sktadowe wektora (U, V) = (X+Y, X/(X+4Y))
sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy X ©Y majg rozktady gamma o tym samym parametrze
skali. Charakteryzacja Lukacsa zostata uog6lniona na zmienne losowe o wartosciach w stozku
macierzy dodatnio okreslonych Sym, (r;R) przez Olkina i Rubina w pracy [48], gdzie cha-
rakteryzowano uogoélnienie rozkladu gamma na Sym_ (r;R) , tzw. rozklad Wisharta. Za-
uwazmy, ze istnieje wiele mozliwosci zdefiniowania analogu ilorazu macierzy (jako dziatania
wewnetrznego w Sym , (73 R)). Mierzalne przeksztatcenie g: Sym (r;R) — GL(r; R), spelnia-
jace warunek gy - x - g5 = I, dla dowolnego x € Sym(r;R), nazywamy algorytmem dzielenia.
Podstawowymi przykladami algorytméw dzielenia sa gx = x~1/2 oraz gy = o1, gdzie ty jest
macierza dolna trojkatna z rozktadu Choleskiego macierzy x = ty - t) .
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Bijekcja okreslona na Sym, (r;R) x Sym,, (r; R), uogélniajaca przeksztalcenie Lukacsa zo-
stata zdefiniowana wzorem

P(X,y) = (X+ Y, Oxry X Gupy) = (W, V). (59)

Olkin i Rubin w swojej pracy zaktadali dodatkowo, ze rozktad ,jilorazu” v jest niezmienniczy

na obroty, tzn. dla dowolnej macierzy ortogonalnej o zachodzi v 2o.v-ol. Wynik ten zostat
pozniej rozszerzony na tzw. stozki symetryczne przez Casalis i Letaka [18]. Stozki syme-
tryczne stanowiag naturalne uogolnienie stozka macierzy symetrycznych dodatnio okreslonych
Sym_ (r;R) [25].

Bobecka i Wesotowski rozwazali przeksztalcenie (59) dla gx = x~'/< oraz pokazali, ze za-
tozenie o niezmienniczodci ilorazu nie jest potrzebne do charakteryzacji rozktadu Wisharta
[9]. Ich dowdd opieral sie na rozwigzaniu powiazanego z problemem réwnania funkcyjnego na
nieznane gestosci. Zakladali oni jednak duza regularnosé nieznanych gestosci. W pracy |P1]
istotnie ostabilem te zalozenia regularnosciowe, a w pracy [P3| rozwazalem przeksztalcenie
(59) dla dowolnego algorytmu dzielenia g oraz udowodnitem, ze wtasnosé¢ niezaleznosci u i v
charakteryzuje uogélnione rozktady Wisharta, tzw. rozklady r-Wisharta, gdzie oy, = gi'
jest tzw. algorytmem mnozenia. Prace te zostaly dostrzezone przez Olkina, ., Fifty years later,
Ingram was delighted to see a resurgence of interest in this result, which has been extended
to random positive definite matrices with generalized Wishart and Riesz distributions on sym-
metric cones (Jordan algebras) (e.g. [P3]) and homogeneous cones” [34].

Gestosé rozktadow to-Wisharta jest opisywana przez tzw. funkcje rw-Cauchy’ego, ktore roz-
wazalem w [P2]. Sa to funkcje spelniajace nastepujace rownanie funkcyjne

1/2

F&)fy) = f(oyx -y 7)),  xy€Sym,(r;R).

Jasne jest, ze f(x) = det(z)“ jest funkcja to-Cauchy’ego dla dowolnego algorytmu mnozenia
to, ale dla szczegdlnych w (np. dla macierzy dolnej trojkatnej z rozktadu Choleskiego) funkcje
to-Cauchy’ego moga przyjmowac inna, ogblniejsza postaé. Przedstawione w pracy rozwazania
sa w pelni ogélne i nie wymagaja zadnych zalozen regularnosciowych na nieznane funkcje.

W pracy [51] udowodniono nastepujaca charakteryzacje rozktadu beta: Jesli X i Y sq nie-
zaleznymi, niezdegenerowanymi zmiennymi losowymi o wartosciach w (0, 1), to zmienne losowe
U=1-XY orazV =(1—-X)/(1 — XY) sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y majq
rozktad beta z odpowiednimi parametrami. Prace [P4] i [P5| dotycza uogolnienia tej charakte-
ryzacji na rozklady o no$nikach w stozku macierzowym lub ogélniej, stozku symetrycznym.
Niech D = Sym_ (r;R) N (I — Sym, (r;R)) bedzie odpowiednikiem przedziatu (0, 1) w stozku
Sym(r; R). Rozwazmy bijekcje 1: D? — D? zadang przez

¢(X7y) = (I —Wxy- m;cr?glfmx-y-ml : (I - X) ' g}r—mx~y~ml) ’

gdzie tv jest pewnym algorytmem mnozenia, g jest pewnym algorytmem dzielenia, a I jest
macierza identycznosciowa. Jak pokazano w [P4|, przy zalozeniu istnienia ciagltych gestosci
niezaleznych, niezdegenerowanych zmiennych losowych X i Y o wartosciach w D, niezaleznosé
sktadowych wektora (U, V) = ¢(X,Y) charakteryzuje pewne uogolnione rozktady beta. Gdy
nic nie zatozymy o postaci algorytméw mnozenia i dzielenia, to gestosci tych rozkladow,
podobnie jak w przypadku rozktadéw tw-Wisharta, zadane sa przez funkcje to-Cauchy’ego
rozwazane w pracy [P2]. Charakteryzacja przedstawiona w pracy [P4| w duzej mierze opiera si¢
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na wynikach pracy [P5|, gdzie rozwazano uogélnienia fundamentalnego réwnania informacji,
czyli znaleziono ogdélng postaé cigglych funkcji f, g, h, k: D — R spelniajacych

F) +g(0r-x ¥ - 81 —x) = 1(y) + k(@1-x ¥ - §/x)
dla (x,y) € {(u,v) € D?>: x +y € D}, gdzie g i § sa dwoma algorytmami dzielenia spetniaja-
cymi pewne warunki regularnosciowe.
5.2 Publikacje po uzyskaniu stopnia doktora spoza rozprawy habilitacyjnej.

Publikacje po doktoracie, ktoére nie weszty w sktad rozprawy habilitacyjnej, mozna podzieli¢
na nastepujace trzy nurty tematyczne:

a) Niezaleznosciowe charakteryzacje rozkladéw prawdopodobieristwa na stozkach syme-
trycznych.

b) Naturalne rodziny wykladnicze oraz rozktad Wisharta na stozkach jednorodnych.

c¢) Teoria odnowy.
a) Niezaleznosciowe charakteryzacje rozktadow prawdopodobieristwa na stozkach symetrycz-
nych.

[R1] B. Kolodziejek, The Matsumoto-Yor property and its converse on symmetric cones.
J. Theor. Probab. 30 (2017), no. 2, 624-638.

[R2] B. Kotodziejek, A Matsumoto-Yor characterization for Kummer and Wishart random
matrices. J. Math. Anal. Appl. 460 (2018), no. 2, 976-986.

R3] B. Kotodziejek, A. Piliszek, Independence characterization for Wishart and Kummer
random matrices, REVSTAT-Stat. J. 18(3) (2020), 357-373.

Powyzszy ciag prac jest kontynuacja tematyki z doktoratu, czyli niezaleznosciowych charak-
teryzacji na stozkach macierzowych i ogélniej, stozkach symetrycznych. Otrzymane wyniki
stanowia uogolnienia [45]. W kolejnych pracach rozwazano nastepujace przeksztalcenia za-
chowujace niezaleznosé¢ charakteryzowanych rozktadow (praca [R1] dotyczyta charakteryzacji
rozkladu Wisharta oraz macierzowego rozktadu GIG), a prace |[R2| i [R3] dwoch niepowiaza-
nych bezposrednio ze sobg charakteryzacji rozktadow Wisharta oraz macierzowego rozktadu
Kummera):

Yry(xy) =(x+y,x ' = (x+y)),
Uiy (x,y) = (x+y, (T4 (b y) ™)V (L x7 )7 (T4 (x+y) 7)),

Yir3) (X, ¥) = ((I+x)‘1/2 y (I +x)7V2,
<I+ (1 +x)7"/2 'Y'(I+X)*1/2)1/2-x. (I+ (I+x)1/2.y.(I+X)1/2)1/2> ‘

Wspélnym i jedynym technicznym zatozeniem prac [R1]-[R3| jest istnienie ciaglych gestosci
charakteryzowanych rozkladow.
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b) Naturalne rodziny wyktadnicze oraz rozktad Wisharta na stozkach jednorodnych.

[R4] H. Ishi, B. Kolodziejek, Characterization of the Riesz Exponential Family on homoge-
neous cones, Collog. Math. 158(1) (2019), 45-57.

[R5] P. Graczyk, H. Ishi, B. Kolodziejek, Wishart laws and variance function on homogeneous
cones, Probab. Math. Stat. 39(2) (2019), 337-360.

[R6] M. Piccioni, B. Kotodziejek, G. Letac, Location and scale behaviour of the quantiles
of a natural exponential family, ESAIM-Prob. Stat. 24 (2020), 244-251.

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa oraz niech €2 bedzie wypuklym, regularnie
otwartym (tzn. Q = Int Q) zbiorem w V niezawierajacym prostej. Powiemy, ze € jest stozkiem
jednorodnym w V, jedli liniowa grupa automorfizmow G(Q2) = {g € GL(V): g Q = Q} dziala
tranzytywnie na €2, tzn. gdy dla dowolnych z,y € Q istnieje g € G(R2), taka ze y = gz.
7 jednej strony stozki jednorodne sa bardzo eleganckim i abstrakcyjnym obiektem. Z drugiej
strony, dzieki reprezentacji Ishiego [38], na stozki jednorodne mozna patrzeé¢ jak na konkretne
rodziny macierzy symetrycznych.

Letac w swojej pracy [47| scharakteryzowal rodzine rozkladéw Wisharta na Sym_ (r;R)
jako jedyna naturalng rodzine wyktadnicza na Sym(r; R) niezmiennicza ze wzgledu na dzia-
tanie  + a -2 -a' dla a € GL(r;R). Jak zauwazyt Letac w [47], naturalng struktura,
na ktorej mozna rozwazaé tego typu charakteryzacje, sa wlasnie stozki jednorodne. W [RA4]
udowodniono, ze miara Riesza moze zostaé¢ scharakteryzowana jako miara generujaca natu-
ralng rodzine wyktadnicza, ktéra jest niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie grupy tréjkatnej,
tzn. przeksztalcenia x — t-x -t', gdzie t pochodzi z grupy trojkatne;.

Wiadomo, ze funkcja wariancji naturalnej rodziny wyktadniczej, charakteryzuje te ro-
dzine jednoznacznie. W pracy |[R5| rozwazano naturalna rodzine wykladnicza scharaktery-
zowana przez wlasno$¢ niezmienniczosci w pracy |[R4| oraz znaleziono postaé¢ jej funkcji wa-
riancji. Uogolniono w ten sposob wyniki [33] ze stozkow symetrycznych na stozki jednorodne.
W dowodach korzystano z reprezentacji macierzowej stozkéw jednorodnych [38].

Praca [R6] dotyczy charakteryzacji rodzin wyktadniczych, jednak nie jest powiazana bez-
posrednio z [R4]| i [R5]. Rozwazano w niej naturalne rodziny wykladnicze na R. Scharakte-
ryzowano rodzine rozkladéw normalnych oraz gamma przez zachowanie kwantyla odpowied-
nich rozktadow. Zalézmy, ze F' = {P;: t € T'} bedzie naturalna rodzina wyktadnicza, gdzie
Py(dx) = e Py(dx)/ [ €Y Po(dy). Przyjmijmy, ze dla a € (0,1) funkcja fo spelnia

Pt((_oo7fa(t))) Sa<s Pt((—OO, fa(t)D7 Vi eT.

Innymi stowy, fo(t) jest kwantylem rzedu a rozkladu prawdopodobienstwa P;,. Hipoteza
badawcza byta nastepujaca: znajomosé funkcji fo dla ustalonego o € (0,1) charakteryzuje
jednoznacznie rodzine F. Udalo sie udowodni¢ powyzsza hipoteze w dwoch szczegdlnych
przypadkach: gdy funkcja fo(t) =t dlat € T = R oraz gdy f(t) =t ' dlat e T = (0,00).
W pierwszym z tych dwoch przypadkéw charakteryzowana jest rodzina rozktadéw normalnych,
a w drugim rodzina rozktadéw gamma. Dowody obu tych przypadkéw opieraja sie na réwnaniu
Choquet-Deny.

34



¢) Teoria odnowy.

[R7] B. Kotlodziejek, The left tail of renewal measure. Stat. Probab. Lett. 129 (2017),
306-310.

Przypomnijmy, ze jesli p jest miara probabilistyczna, to jej miara odnowy nazywamy nie-
ograniczong miar¢ H, = > ", u*". Fundamentalnym wynikiem w teorii odnowy jest Twier-
dzenie Blackwella (47). Wiadomo, ze jesli my, := [t u(dt) > 0 oraz f(—oo,o} t2u(dt) < oo,
to H,,((—o0,x)) < oo dla dowolnego x € R [42]. W tej sytuacji limg—, o0 Hy((—00, —2)) = 0.
Przedmiotem badan [R7]| byta asymptotyka lewego ogona H,,, tzn. funkcji x — H,((—o0, —x))
gdy x — 400. Dowody dotychczasowych wynikéw byty przeprowadzane metodami analitycz-
nymi [52, 17]. Wyniki otrzymane w [R7] opieraja sie na zamianie miary, ktora przedstawimy
ponizej. Rozwazmy sytuacje, gdy u((—oo, 0)) > 0 oraz funkcja g(0) = [ e O u(dt) jest
skoriczona dla pewnego 6 > 0. Zdefiniujmy

k =sup{f > 0: g(f) < 1} oraz p=g(k). (60)

Zdefiniujmy miare borelowska v wzorem v(B) = %I—B e " u(dt) dla borelowskich B. Przy
zalozeniu (60), v jest miara probabilistyczna o $cisle dodatnim pierwszym momencie. Korzy-
stajac z faktu, ze p*"(B) = p" [_pe "™ (dt), otrzymujemy dla z > 0,

H, ((—o0, —x)) :/ e " HP) (dt) = /ie_’“/ e_”hHﬁp)((:L",x + h])dh,
(z,00) 0

gdzie ngp) = . _op"". Jedli p =1, to Hl(,p) = H,, jest miarag odnowy dla v. Powyzsza

rownos$¢ oznacza, ze asymptotyka lewego ogona H, moze zosta¢ opisana przez twierdzenie
typu Blackwella dla innej miary odnowy.
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6 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia naukowa albo artystyczna
realizowang w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kul-
tury, w szczegoblnosci zagranicznej.

Habilitant odbyl nastepujace staze w zagranicznych i krajowych osrodkach akademickich:

a) 04-14.IV.2019 - Nagoya University, Nagoja, Japonia, wspotpraca z prof. H. Ishi,

b) 09-17.11.2019 - York University, Toronto, Kanada, wspoltpraca z prof. H. Massam,

@]

d) 26-30.IX.2016 - Uniwersytet Wroctawski, Wroctaw, wspotpraca z prof. E. Damek,

@

)
)
) 17.I11-10.IV.2017 - Nagoya University, Nagoja, Japonia, wspolpraca z prof. H. Ishi,
)
) 15-22.VI1.2016 - Uniwersytet Wroctawski, Wroctaw, wspotpraca z prof. E. Damek,
)

f) 25-30.111.2016 - University of Angers, Angers, Francja, wspotpraca z prof. P. Graczy-

kiem,

g) 05-15.VI1.2015 - University of Angers, Angers, Francja, wspotpraca z prof. P. Graczy-
kiem,

h) 08-15.X1.2015 - Nagoya University, Nagoja, Japonia, wspotpraca z prof. H. Ishi,

i) 07-10.XI1.2009 - Weierstrass Institute for Applied Analysis and Stochastics, Berlin,
Niemcy, Visiting Scientist.

Wyjazdy a)-h) mialy charakter wyjazdow w ramach wspolpracy naukowej. Efektem tych
wyjazdow sa wspotautorskie prace naukowe:

e Manuskrypt [30] (obecnie w recenzji) o problemie selekcji modelu w klasie gaussowskich
modeli grafowych niezmienniczych na dziatanie grupy permutacji - wyjazdy a) i b),

e Prace [H3| i [H4] - wyjazdy d) i e),
e Praca [R4| - wyjazd h),
e Praca [R5| - wyjazdy c), f) oraz g).

Wspotpraca z prof. Ishim oraz prof. Graczykiem ma juz charakter wspotpracy statej. Obecnie
pracujemy nad kontynuacja badan rozpoczetych w [30]. Ponadto, wraz z prof. Graczykiem
oraz prof. M. Bogdan pracujemy nad powiazaniem metody SLOPE z kolorowymi modelami
grafowymi.
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7 Informacja o osiagnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzu-
jacych nauke lub sztuke.

7.1
a)

b)

f)

g)

7.2

7.3

Miedzynarodowe i krajowe nagrody za dziatalno$é naukowa albo artystyczna.

2021 - Nagroda indywidualna II stopnia JM Rektora PW za osiggniecia naukowe w
latach 2019/20,

2019 - Nagroda indywidualna I stopnia JM Rektora PW za osiggniecia naukowe w latach
2017/18,

2017 - Nagroda indywidualna I stopnia JM Rektora PW za osiagniecia naukowe w latach
2015/16,

2015 - Nagroda indywidualna III stopnia JM Rektora PW za osiagniecia naukowe w
roku 2014 (za wyr6zniong rozprawe doktorska),

2013 - Stypendium w ramach programu Marszatka Wojewodztwa Mazowieckiego ,Roz-
woj nauki - rozwojem regionu” (za innowacyjne badania naukowe w obszarach uznanych
za szczegolnie istotne dla rozwoju wojewoddztwa mazowieckiego),

2011 - Druga nagroda w XLIV Konkursie na najlepszq prace studenckq z teorii prawdo-
podobienistwa i zastosowarn matematyki, Wroctaw,

2010 - stypendium FIATa za najlepsza prace dyplomows na Politechnice Warszawskiej,
Wydziat Fizyki Politechniki Warszawskiej.

Dos$wiadczenie dydaktyczne.

Prowadzone wyktady: Rachunek prawdopodobieristwa, Wstep do Matematyk: Finanso-
wej, Probabilistyka dla aktuariuszy - wszystkie Wydzial Matematyki i Nauk Informacyj-
nych Politechniki Warszawskiej.

Prowadzone ¢éwiczenia i laboratoria: Rachunek prawdopodobieristwa, Wstep do Matema-
tyki Finansowej, Probabilistyka dla aktuariuszy, Rachunek prawdopodobienistwa I, Rachu-
nek prawdopodobieristwa 11, Przetwarzanie i analiza danych w systemie SAS - wszystkie
Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej; Probabilistyka
- Wydzial Elektroniki i Technik Informacyjnych Politechniki Warszawskiej; Matema-
tyka 2 - Wydzial Instalacji Budowlanych, Hydrotechniki i Inzynierii Srodowiska PW;
Matematyka 1, Matematyka 2, Matematyka 3 - Wydzial Geodezji i Kartografii PW.

Przygotowanie skryptéw do przedmiotéw Rachunek Prawdopodobienstwa, Wstep do Ma-
tematyki Finansowej oraz Modele grafowe w ramach Zadania 10 (Modyfikacja progra-
moéw studiow na kierunkach prowadzonych przez Wydzial Matematyki i Nauk Informa-
cyjnych) projektu NERW 2 (Nauka - Edukacja - Rozw6j - Wspotpraca) Politechniki
Warszawskiej.

Opieka naukowa nad studentami.

Obronione 3 prace magisterskie oraz 2 prace licencjackie, Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych Politechniki Warszawskiej.
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